
书书书

第１０卷第４期２０１２年１２月
１６７２６５５３／２０１２／１０⑷／３２９５

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１０Ｎｏ．４
Ｄｅｃ．２０１２

２０１２０５２８收到第１稿，２０１２０６１８收到修改稿．
国家自然科学基金资助项目（１１１６２００７）
通讯作者 Ｅｍａｉｌ：５６５３４９３７４＠ｑｑ．ｃｏｍ

考虑非线性轮轨关系的高速客车横向动力学研究

马彪　丁旺才　李国芳
（兰州交通大学机电工程学院，兰州　７３００７０）

摘要　随着列车运行速度的提高，高速客车横向稳定性一直是近年来研究的热点．建立９自由度半车数学

模型，利用数值方法对该系统的横向稳定性与分岔问题进行了研究，得到车辆系统发生蛇行运动时的临界

速度及分岔后各运动状态的转变过程．结果表明系统超过临界速度后会发生复杂的动力学行为，包括单周

期、两周期、混沌运动等，并且由对称向不对称，最后再向对称运动转化．

关键词　轮轨碰撞，　分岔，　混沌，　蛇行运动

引 言

高速车辆在运行中存在很多的非线性因素，如

非线性蠕滑力、非线性几何接触等等，车辆系统非

线性动力学一直以来都是研究的热点．文［１］中建
立了轮对的非线性模型，并用谐波平衡法研究蛇行

运动．文［２］中首先注意到非线性因素的影响，将
纵向和横向蠕滑力（不考虑自旋蠕滑）进行非线性

修正来研究车辆的非线性行为．文［３］中考虑干摩
擦力和轮轨相互碰撞作用等非线性因素，建立了３
自由度的货车转向架非线性横向振动的数学模型，

应用数值方法研究了该模型蛇行运动的 Ｈｏｐｆ分岔
和临界速度，

图１　半车模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｈａｌｆｒａｉｌｗａｙｖｅｈｉｃｌｅｍｏｄｅｌ

发现蛇行运动存在两个 Ｈｏｐｆ分岔不变圈，其中一
个是稳定的，另一个则是不稳定的．本文建立了更
加完善的力学模型和车辆运动数学模型，采用直接

积分法对其进行数值模拟，得到１位轮对横向位移
分岔图，通过Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面绘制了构架横向位移分
岔图；另外根据关键速度下１位轮对的相图和庞加
莱映射图可判定系统做何种运动以及轮轨碰撞情

况（对称碰撞或不对称碰撞）．

１　半车系统数学模型

考虑车体的横移ｙｃ和侧滚ｃ，构架的横移ｙｔ、

摇头ψｔ和侧滚ｔ，轮对的横移ｙｗｉ和摇头ψｗｉ（ｉ＝１，

２），共９个自由度（不考虑车体的摇头［４］），其状态

向量Ｘ＝（ｙｗ１，ψｗ１，ｙｗ２，ψｗ２，ｙｔ，ψｔ，ｔ，ｙｃ，ｃ）．

１．１　非线性轮轨接触几何关系
车轮采用锥形踏面，其轮轨接触几何参数可近

似认为是轮对横移量ｙｗ的非线性函数：

ｒｌ，ｒｒ＝ｒ０±λｙｗ
δｌ，δｒ＝δ０±ε０ｙｗ／ａ０
ｗ＝σｙｗ／ａ

{
０

（１）

其中ｒｌ、ｒｒ为左、右轮滚动圆半径，δｌ、δｒ为左、右轮

轨接触角，ｗ为轮对侧滚角，ｒ０为车轮名义滚动圆

半径，δ０为轮对居中时左、右轮接触角，ε０为轮对
横移时引起的接触角变化参数，σ为侧滚角参数，λ
为车轮踏面斜度，ａ０为轮轨接触点横向距离之半，
当下标为 ｌ时，±、取上面的符号，下标为 ｒ时，
±、取下面的符号（后同）．

１．２　轮轨非线性接触力

轮对纵向、横向、自旋蠕滑率分别为［５］：
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ξｘ（ｌ，ｒ）＝
ｖ＋ψｗｙｗ＋ｒ（ｌ，ｒ）（ψｗ

·

ｗ－Ω）ａ０ψ
·

ｗ

ｖ

ξｙ（ｌ，ｒ）＝
－ｖψｗ＋ｙｗ＋ｒ（ｌ，ｒ）

·

ｗ

ｖｃｏｓ（δ（ｌ，ｒ））

ξｓｐ（ｌ，ｒ）＝
ｍ（Ω－ψｗ

·

ｗ）ｓｉｎ（δ（ｌ，ｒ））＋ψ
·

ｗｃｏｓ（δ（ｌ，ｒ））















ｖ
（２）

上式中ｌ、ｒ分别表示左、右轮；ｖ为车辆行驶速度，Ω
＝ｖ／ｒ０为车轮滚动角速度．根据Ｋａｌｋｅｒ线性蠕滑理
论，轮轨间蠕滑力可表示为：

ｆｘ＝－ｆ１１ξｘ
ｆｙ＝－ｆ２２ξｙ－ｆ２３ξｓｐ
ｍｚ＝ｆ２３ξｙ－ｆ３３ξ

{
ｓｐ

（３）

式中ｆ１１、ｆ２２、ｆ２３、ｆ３３分别为纵向、横向、横向／旋转、自
旋蠕滑系数．根据沈氏蠕滑理论对上述线性蠕滑力
进行非线性修正，引入修正参数ε

ε＝
１－β３＋

β２
２７　β≤３

１
β
　β＞{ ３

（４）

其中，β＝
ｆ２ｘ＋ｆ

２
槡 ｙ

μＮ
，μ为轮轨间摩擦系数，Ｎ为轮轨

法向力．最后得到非线性蠕滑力为：
Ｆ′ｘ＝εｆｘ
Ｆ′ｙ＝εｆｙ
Ｍ′ｚ＝εｍ

{
ｚ

（５）

将上述得出的蠕滑力和蠕滑力矩转化到轨道

坐标系内才能运用到系统运动微分方程中，具体转

化关系为：

Ｆ（ｌ，ｒ）ｘ＝Ｆ′（ｌ，ｒ）ｘｃｏｓ（ψｗ）－

　Ｆ′（ｌ，ｒ）ｙｃｏｓ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ）ｓｉｎ（ψｗ）

Ｆ（ｌ，ｒ）ｙ＝Ｆ′（ｌ，ｒ）ｘｓｉｎ（ψｗ）＋

　Ｆ′（ｌ，ｒ）ｙｃｏｓ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ）ｃｏｓ（ψｗ）

Ｆ（ｌ，ｒ）ｚ＝±Ｆ′（ｌ，ｒ）ｙｓｉｎ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ）

Ｍ（ｌ，ｒ）ｘ＝±Ｍ′（ｌ，ｒ）ｚｓｉｎ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ）ｓｉｎ（ψｗ）

Ｍ（ｌ，ｒ）ｙ＝Ｍ′（ｌ，ｒ）ｚｓｉｎ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ）ｃｏｓ（ψｗ）

Ｍ（ｌ，ｒ）ｚ＝Ｍ′（ｌ，ｒ）ｚｃｏｓ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ） （６）

１．３　法向力与轮缘力
Ｎｌｚ、Ｎｒｚ、Ｎｌｙ、Ｎｒｙ分别为轮对左、右轮所受法向

力在ｚ轴、ｙ轴上的分量，其值为：
Ｎ（ｌ，ｒ）ｚ＝０．５Ｗ （７）

Ｎ（ｌ，ｒ）ｙ＝Ｎ（ｌ，ｒ）ｚｔａｎ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ） （８）
式中Ｗ为轴载荷．

轮缘力可以假设成刚度很大的弹簧，可以表示

为一分段线性函数：

Ｆｔ＝

ｋ０（ｙｗ－η）　ｙｗ＞η

０　　　　　｜ｙｗ｜≤η

ｋ０（ｙｗ＋η）　ｙｗ＜－
{

η

（９）

其中ｋ０为弹簧刚度，η为轮轨间隙．
１．４　一系和二系悬挂作用力
１）．一系悬挂横向力、纵向力、垂向力（ｉ＝１～２）

Ｆｙｆ（ｌ，ｒ）ｉ＝Ｋｐｙ［ｙｗｉ－ｙｔ＋Ｈｔｗｔ＋（－１）
ｉｌｔψｔ］＋

　Ｃｐｙ［ｙｗｉ－ｙｔ＋Ｈｔｗ
·

ｔ＋（－１）
ｉｌｔψ
·

ｔ］ （１０）
Ｆｘｆ（ｌ，ｒ）ｉ＝Ｋｐｘ（±ｄｗψｔｄｗψｗｉ）＋

　Ｃｐｘ（±ｄｗψ
·

ｔｄｗψ
·

ｗｉ） （１１）
Ｆｚｆ（ｌ，ｒ）ｉ＝Ｋｐｚ（±ｄｗｗｉｄｗｔ）＋

　Ｃｐｚ（±ｄｗ
·

ｗｉｄｗ
·

ｔ） （１２）
２）二系悬挂横向力、纵向力、垂向力
Ｆｙｔ（ｌ，ｒ）＝Ｋｓｙ［ｙｔ－ｙｃ＋ＨＢｔｔ＋ＨｃＢｃ］＋

　Ｃｓｙ［ｙｔ－ｙｃ＋ＨＢｔ
·

ｔ＋ＨｃＢ
·

ｃ］ （１３）

Ｆｘｔ（ｌ，ｒ）＝Ｋｓｘ（ｄｓψｔ）＋Ｃｓｘ（ｄｓψ
·

ｔ） （１４）
Ｆｚｔ（ｌ，ｒ）＝Ｋｓｚ（±ｄｓｔｄｓｃ）＋

　Ｃｓｚ（±ｄｓ
·

ｔｄｓ
·

ｃ） （１５）
式中，Ｋｐｙ、Ｃｐｙ、Ｋｐｘ、Ｃｐｘ、Ｋｐｚ、Ｃｐｚ分别为一系悬挂横
向、纵向、垂向刚度和阻尼，ｄｓ为二系悬挂横向距离
之半；ＨｃＢ为二系悬挂上平面至车体质心的距离；
ＨＢｔ为构架质心至二系悬挂下平面的距离；Ｈｔｗ为构
架质心到轮对中心垂向距离；ｄｗ为一系悬挂横向
距离之半；ｌｔ为转向架轮对定距之半．
１．５　半车模型动力学方程

Ｍｗｙ̈ｗｉ＝－Ｆｙｆｌｉ－Ｆｙｆｒｉ＋Ｆｌｙｉ＋Ｆｒｙｉ＋Ｎｌｙｉ＋Ｎｒｙｉ－Ｆｔｉ
（１６）

Ｉｗｚψ
¨
ｗｉ＝ａ０（Ｆｒｘｉ－Ｆｌｘｉ）＋Ｍｌｚｉ＋Ｍｒｚｉ＋

　ａ０ψｗｉ（Ｆｌｙｉ＋Ｎｌｙｉ－Ｆｒｙｉ－Ｎｒｙｉ）＋

　ｄｗ（Ｆｘｆｌｉ－Ｆｘｆｒｉ）－Ｉｗｙ
·

ｗｉΩ （１７）
Ｍｔ̈ｙｔ＝Ｆｙｆｌ１＋Ｆｙｆｌ２＋Ｆｙｆｒ１＋Ｆｙｆｒ２－Ｆｙｔｌ－Ｆｙｔｒ（１８）

Ｉｔｚψ
¨
ｔ＝ｌｔ（Ｆｙｆｌ１＋Ｆｙｆｒ１－Ｆｙｆｌ２－Ｆｙｆｒ２）＋ｄｗ（Ｆｘｆｒ１＋

　Ｆｘｆｒ２－Ｆｘｆｌ１－Ｆｘｆｌ２）＋ｄｓ（Ｆｘｔｌ－Ｆｘｔｒ） （１９）

Ｉｔｘ
¨
ｔ＝－Ｈｔｗ（Ｆｙｆｌ１＋Ｆｙｆｒ１＋Ｆｙｆｌ２＋Ｆｙｆｒ２）＋

　ｄｗ（Ｆｚｆｌ１＋Ｆｚｆｌ２－Ｆｚｆｒ１－Ｆｚｆｒ２）＋ｄｓ（Ｆｚｔｒ－
　Ｆｚｔｌ）－ＨＢｔ（Ｆｙｔｌ＋Ｆｙｔｒ） （２０）

０３３
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Ｍｃ̈ｙｃ＝Ｆｙｔｌ＋Ｆｙｔｒ （２１）

Ｉｃｘ
¨
ｃ＝－ＨｃＢ（Ｆｙｔｌ＋Ｆｙｔｒ）＋ｄｓ（Ｆｚｔｌ－Ｆｚｔｒ） （２２）

２　数值分析

代入高速客车相关参数［６］，图２给出了１位轮
对最大横向位移分岔图（选取车辆行驶速度作为分

岔变量），由图可以看出当速度小于 ６５．９ｍ／ｓ时，
系统是稳定的，受激励以后最终会衰减到零，６５．
９ｍ／ｓ即为系统的非线性临界速度，也就是系统首
次出现极限环对应的速度；并且随着速度的增大，

极限环幅值也逐渐增大，直至速度增至１３４ｍ／ｓ，单
周期运动结束．

图２　１位轮对最大横向位移分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｌａｒｇｅｓｔｌａｔｅｒａｌ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

为进一步研究系统在超过１３４ｍ／ｓ后的运动状
态，选取ｙｔ＝０，ｙｔ＜０为 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面．图３为通过
Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面绘制的构架横向位移分岔图：

图３　构架分岔图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｆｒａｍｅｗｏｒｋ

从图３可以看出，当速度超过１３４ｍ／ｓ时，系统
作两周期运动，随着速度的提高，仅从分岔图上不

能确切区分系统作何种运动（拟周期运动或者混沌

运动），因此必须通过其它图形进行分析．
几个关键速度下的相图和庞加莱映射图：

（１）ｖ＝１２０ｍ／ｓ：
（２）ｖ＝１３６ｍ／ｓ：

（３）ｖ＝１３９ｍ／ｓ：
（４）ｖ＝１６５ｍ／ｓ：
（５）ｖ＝２１０ｍ／ｓ：
１）图４说明系统作单周期运动，并且相图中

极限环左右轨迹相同，所以此速度下系统与左右轨

道碰撞为对称碰撞．

图４　１位轮对运动相图和庞加莱映射图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｐｈａｓｅａｎｄｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｌｏｔｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

２）图５说明系统作２周期运动，并且相图中
极限环左右轨迹不同，所以此速度下系统与左右轨

道碰撞为不对称碰撞．

３）图６中相轨线左右轨迹不同，说明此速度下
系统与左右轨道碰撞为不对称碰撞，另外根据庞加

莱映射图为典型的混沌吸引子，可判定此速度下系

统处于混沌状态．

４）图７庞加莱映射图为一些杂乱无序的点，说
明系统处于混沌状态．

５）图８说明系统作单周期运动，并且相图中极
限环左右轨迹相同，所以此速度下系统与左右轨道

碰撞为对称碰撞．

３　结论

１）研究结果表明：当速度低于６５．９ｍ／ｓ时，系
统处于稳定状态，各刚体的运动位移最终趋向于

１３３
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图５　１位轮对运动相图和庞加莱映射图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｐｈａｓｅａｎｄｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｌｏｔｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

图６　１位轮对运动相图和庞加莱映射图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｐｈａｓｅａｎｄｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｌｏｔｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

零，其相图为渐进稳定的焦点；当系统速度在６５．９
－１３４ｍ／ｓ范围内时，各刚体的相图为一封闭的极
限环，并且随着速度的增大，极限环的幅值也随之

增大；当速度大于１３４ｍ／ｓ时，系统表现出复杂的动
力学行为，首先由单周期变为两周期运动，然后进

入混沌状态；随着速度的增大，系统重新进入单周

期－双周期－混沌运动的转变过程．
２）轮轨碰撞方面，由上述关键速度下的相图可

以看出，系统在超过临界速度后首先由对称碰撞变

图７　１位轮对运动相图和庞加莱映射图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｐｈａｓｅａｎｄｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｌｏｔｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

图８　１位轮对运动相图和庞加莱映射图

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｐｈａｓｅａｎｄｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｌｏｔｏｆ１－ｗｈｅｅｌｓｅｔ

为不对称碰撞，最终又转变为对称碰撞，运动形式

复杂，所以为保证行车安全，车辆行驶速度一定不

能超过临界速度．
３）半车模型虽较之于整车模型有了较大的简

化，但是能准确反映出各个速度下系统的运动状

态，而且大大减少了计算时间，因此可以作为分析

高速客车横向和垂向问题的一种有效手段．

２３３
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