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火炮振动分析与多体系统模型研究
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摘要　研究火炮振动对于提高射击精度有重要意义．冲击激励的特殊性和机械系统的复杂性，使火炮振动

成为长期关注的经典问题，建立逼近火炮真实运动状态的动力学模型、分析掌握各种冲击作用下的振动特

性，是火炮振动的核心研究分支．本文在发展多刚体与多柔体系统动力学理论的基础上，研究了火炮动力学

的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程及Ｇｕａｓｓ变分建模方法，并由其建立了火炮振动的刚性、刚柔耦合多体系统模型；针对案例

分别研究了火炮系统的冲击响应规律及固有振动特性，获得了火炮振动与其结构参数的内在联系．研究结

果对于改善火炮的振动性能、提高射击精度，具有理论指导意义和工程应用价值．

关键词　火炮与射击精度，　振动与冲击，　多体动力学，　Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，　Ｇｕａｓｓ变分原理

引 言

火炮作为是一类常规武器，具有经济性好、威

力大、作战效能高等特点，在现代海战中担负着近

程反导、打击海空目标、对岸支援、火力压制等多种

作战任务．近年来，电磁炮、电热炮、近程反导武器
系统（ＣＩＷＳ）、弹炮合一技术等各类新型发射原理
和技术的出现，进一步赋予了常规火炮新的内涵，

使之成为现代战争中不可缺少的兵器．射击精度作
为体现火炮作战使用性能的一项重要指标，在射表

方面和总体设计上，都倍受使用与设计人员的关

心，如何提高火炮的射击精度因此也成为火炮设计

与使用的核心问题．
火炮发射时，由于高温、高压火药气体的作用，

使得弹丸在膛内的高速运动具有瞬时冲击特性，同

时在巨大冲击力作用下，火炮各运动部件必将伴随

惯性力产生振动现象，因而自火炮出现之时，振动

就一直是火炮研究者关心的主要问题．由于火炮振
动导致弹丸出口原有的射弹初始条件遭到破坏，因

而在影响火炮射击精度的诸多因素中，火炮振动始

终占据着主导地位．与之不相适应的是，在射击诸
元的误差分配中，振动的影响始终难以确定，其根

本原因在于火炮这种特殊机械系统的振动过于复

杂，使得振动模型难以充分逼近实际运动．为逼近
火炮发射的真实情况，并给出通用的、可扩展的火

炮动力学模型，可建立火炮振动的多体系统动力学

模型．多体系统理论将所研对象抽象为由多个刚性
或柔性部件组成的动力学系统，并结合多种力学分

析原理研究系统的动力学特性．由于火炮机械结构
符合多体系统的拓扑结构特征，并且随着计算机计

算能力的大幅度提高，采用多体系统理论研究火炮

振动一度成为火炮界的研究热点［１］．
国内外已有的部分研究工作表现在如下几个

方面．其一是将火炮机械系统处理为多刚体系统或
刚－柔耦合系统．其陈运生等［２－３］运用 Ｋａｎｅ方法
方法建立了自行火炮系统的多刚体动力学模型，分

析了射击时的炮口振动变化规律．王德石［４－５］基于

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立了舰炮系统的多刚体动力学模
型，并研究了舰炮的振动及减振设计问题．文［６］
在文［４－５］的基础上，提出了火炮系统振动和实
时控制的变分解法．此外，南京理工大学［７］，北京理

工大学［８］，海军工程大学［９］，军械工程学院［１０］等也

均开展过火炮多刚体动力学研究的．由于火炮结构
在冲击作用下将产生变形，尤其是火炮身管本身就

是运动中细长的梁，所以有必要考虑身管乃至部分

部件的柔性．闵建平等［１１－１２］在火炮刚体模型基础

上，进一步研究了柔性变形下的多体系统动力学参

数化建模理论，分别应用 Ｋａｎｅ方法、Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
法建立了自行火炮的多柔体动力学方程，并讨论了

身管柔性变形对炮口扰动的影响．管红根［１３］则在
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火炮构件小变形的假设下［１４］，借助虚功原理，使用

浮动坐标系，推导了火炮发射系统动力学方程．朱
怀亮［１５］建立了火箭炮系统刚柔耦合下的动力学方

程．其二是运用结构和动力学分析软件进行振动分
析．从机械的角度看，火炮就是一个还有运动部件
的结构系统，所以可以直接利用 ＡＤＡＭＳ，ＩＤＥＡＳ，
ＭｕｌｔｉＧｅｎＣｒｅａｔｏｒ等结构分析软件，或利用自动生成
多体系统动力学方程的方法［１６－１７］，或利用计算机

辅助设计技术开发的多体力学程序［１８－２０］直接进行

火炮振动和强度的模拟与分析．这样的分析可以避
免多体系统建模过程中繁琐的运动学和动力学推

导，降低对动力学理论的要求，对于从事火炮开发

与设计的工作者是有意义的．事实上国内目前在火
炮虚拟样机的研制、动力系统的仿真以及可视

化［２１－２８］等方面的工作，主要是依靠各类分析软件

进行的．其三是火炮振动研究促进了动力学理论的
应用和发展．火炮振动研究不仅为结构与多体分析
软件提供了很好的应用案例，而且在利用多体系统

动力学研究火炮振动的过程中，多体动力学理论也

得到了发展．魏孝达［２９］将速度矩阵引入火炮多体

建模过程，简化了动力学方程的烦琐推导过程，郭

保全［３０］则改进了文［２９］中的速度矩阵法，考虑了
计及系统能量损耗下的火炮振动问题．芮筱亭将机
械系统传递矩阵法与多体系统动力学分析方法相

结合，给出多体系统传递矩阵法［３１－４０］，并将其应用

于火炮多体系统的固有振动研究［４１－４４］．
虽然将多体系统理论用于研究火炮振动已取

得了部分成果，但以往的研究工作基本上是围绕

Ｋａｎｅ方法或Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立火炮振动的多体系
统模型，利用Ｇｕａｓｓ变分研究火炮柔性多体系统动
力学的工作并不多见．由于变分原理是间接的建模
方法，所以在约束与目标函数确定之后，可以直接

利用优化软件进行振动分析，所以下面将在综合多

体系统建模方法的基础上，建立基于 Ｇｕａｓｓ变分的
火炮多刚体、多柔体建模方法，同时发展多柔性体

动力学的Ｇａｕｓｓ变分理论，给出普遍适用且能更加
精确反映火炮振动的动力学模型，并分别运用变分

方法和Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，分析对比火炮振动系统的建
模特点，并研究火炮射击过程的动力学响应与固有

振动特性，发展多体动力学与火炮设计理论．

１　火炮振动的多体动力学建模方法

自上世纪７０年代起，多体系统动力学已在运

动生物力学、航天器材控制、机器人学、机械动力学

等领域受到广泛应用，并迅速成为经典刚体力学、

分析力学与计算机科学相结合的重要力学分支．在
上述研究领域中，多体动力学理论解决的是系统实

时控制与运动仿真正逆两类问题．对于火炮而言，
关注的是系统的振动特性．鉴于火炮机械结构符合
多体系统的拓扑结构特征，因此相关研究成果可直

接用于火炮系统的振动建模与分析．利用多体系统
描述火炮拓扑结构，研究冲击作用下火炮振动对射

击精度的影响，是开展火炮振动建模与分析的主要

目的．
将火炮视为多体系统，可利用多种方法达到振

动建模与分析的目的，包括 Ｎｅｗｔｏｎ—Ｅｕｌｅｒ方程、
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程、Ｒｏｂｅｒｓｏｎ－Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ法、Ｋａｎｅ方
法、Ｇｕａｓｓ变分法等［４５］．
１．１　Ｎｅｗｔｏｎ－Ｅｕｌｅｒ法

Ｎｅｗｔｏｎ－Ｅｕｌｅｒ法的基础矢量力学，它将空间
中的一般运动分解为随其上某点的平动和绕此点

的转动，并分别利用牛顿定律和欧拉方程进行处

理［４６］．Ｎｅｗｔｏｎ－Ｅｕｌｅｒ法中要求对所研振动系统的
每个振动单元列写动力学方程，由于铰约束力的存

在，动力学方程中会出现大量未知理想约束反力．
约束反力的计算有利于强度校核，但对火炮振动分

析而言，约束力并非关注重点，因此在求解火炮振

动方程时需将其消去，才能获得与振动系统自由度

数目相同的动力学方程．由此可见依据 Ｎｅｗｔｏｎ－
Ｅｕｌｅｒ法建立火炮振动分析所需动力学方程并不方
便，反而由于需附加考虑约束反力的消去问题，使

后期振动建模变得愈加繁琐．
１．２　Ｌａｇｒａｎｇｅ方程

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程法是振动分析中常用的一种能
量分析方法，适合建立关于约束力学系统的振动方

程．Ｌａｇｒａｎｇｅ方程如（１）式所示．
ｄ
ｄｔ
Ｔ
ｑｋ
－Ｔ
ｑｋ
＋Ｕ
ｑｋ
＝Ｑｋ　（ｋ＝１，２，…，ｎ） （１）

（１）式为针对具有理想约束的 ｎ自由度完整系统
的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，其中ｑｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ）为系统独
立的拉格朗日广义坐标，Ｔ为系统动能，Ｕ为系统
势能，Ｑｋ为对应全部非有势主动力的广义力．Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程用动能描述系统运动的动力学量，用广
义力和势能描述主动力作用的动力学量，适用于理

想约束的完整系统，方程中不含理想约束力．当系

４０３
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统存在非理想约束时，将其解除，计算与该约束力

相应的广义力，并计入（１）式右端．完整系统的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程数目与系统自由度数相同．依据 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程法建立火炮振动分析所需动力学方程，
可在很大程度上简化火炮各组成构件间的大量约

束力运算，因此便于火炮系统的振动建模与分析．
１．３　Ｒｏｂｅｒｓｏｎ－Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ法

Ｒｏｂｅｒｓｏｎ－Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ法是由 Ｒｏｂｅｒｓｏｎ［４７］和
Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ［４８－４９］提出的一种动力学分析方法．该方
法利用图论相关概念和数学工具描述所研系统内

各构件间的作用状况，对于复杂树形结构系统，可

给出统一形式的数学模型，对于非树形结构系统，

可利用铰切割法转化成树形结构系统处理．Ｒｏｂｅｒ
ｓｏｎ－Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ法的创造性在于采用图论工具描
述系统拓扑结构，有利于运动学和系统动能的统一

描述，最终获得的动力学方程表现形式也较理想，

但由于图论分析中的关联矩阵含有大量零元素，使

得相关数学模型的计算效率降低，除此之外，单管

火炮的开链结构简单，运动学具有递推关系，因而

无需采用图论工具．
１．４　Ｋａｎｅ方法

Ｋａｎｅ方法是一种广义速率（Ｌａｇｒａｎｇｅ形式）下
的ｄ？Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理，以伪速度［５０］作为独立变量来

描述系统运动，所获数学模型是一阶微分方程组．
Ｋａｎｅ方法既适用于完整系统，也适用于非完整系
统，但其优势在于处理非完整系统，在不考虑柔性、

双时变身管约束的情况下，利用 Ｋａｎｅ方法推得的
火炮振动分析所需的动力学方程，其本质上就是

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．伪速度就是广义坐标的导数，因此
对于简化后为完整约束的火炮系统，采用 Ｋａｎｅ方
法建立振动系统的模型，其过程和结果就是 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程．
１．５　Ｇｕａｓｓ变分法

变分法依据极值问题间接获得研究系统的动

力学特性，Ｇｕａｓｓ变分法即其中的典型．前面给出的
几种振动分析方法，都是根据某个直接描述系统运

动规律的力学原理建立动力学方程，并通过求解方

程确定所研系统的振动规律．而 Ｇｕａｓｓ变分法则是
利用微分变分原理，即最小拘束原理来解决系统的

振动分析问题［４５］．
最小拘束原理：在理想约束条件下，系统在某

一瞬时的真实运动与位置、速度、约束条件均相同

但加速度不同的可能运动相比较，其真实运动应使

系统拘束度Ｚ取最小值，即

δＺ＝０ （２）
变分的力学原理并不直接描述系统运动的客

观规律，而是把真实运动与可能发生的运动进行比

较，在相同条件所有可能发生的运动中，找出产生

真实运动所应满足的条件．此方法无需建立系统的
动力学方程，仅以加速度为变量，依据拘束度 Ｚ这
个泛函的极值条件，直接求解系统的运动规律．其
优点在于可利用各种有效的数学规划方法寻求泛

函极值，同时对于带有控制的振动系统而言，振动

分析过程可结合系统优化同步进行．
综上分析可知，Ｌａｇｒａｎｇｅ方程法和 Ｇｕａｓｓ变分

法较适用于火炮系统的振动建模与分析，文中将建

立基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程、Ｇｕａｓｓ变分的火炮多刚体、
多柔体振动建模与分析方法，同时发展火炮多体振

动理论．

２　火炮振动的刚体系统模型

火炮系统可看成一个复杂的多体系统，采用多

体系统动力学分析方法进行火炮的动力学建模与

仿真，能够较全面的描述火炮发射的全过程，特别

是后坐部分的大位移运动．同时，也能预测出火炮
发射过程中的炮口动态响应，以及各组成构件的作

用载荷及整个系统的瞬态运动与响应情况，从而可

全面分析火炮系统的总体性能，并进行结构优化．
２．１　刚性多体模型

以某型单管舰炮为例，将其视为由刚体Ｂｉ（ｉ＝

０，１，２，３）组成的具有四个自由度的多体系统，如图

１所示．其中Ｂ０为固定基座（甲板），不具有任何自

由度；Ｂ１为旋回架，相对Ｂ０有两个回转自由度（水

平旋回、垂直俯仰），分别用广义坐标 ｑ１与 ｑ２表

示；Ｂ２为摇架，相对旋回架有一个回转自由度，用

广义坐标ｑ３表示；Ｂ３为后坐部分，相对摇架有一个

滑移自由度，用广义坐标ｑ４表示．以上各部分构件
间含有弹簧和阻尼器，分别代表驻退复进机、高低

齿弧机、方向机的作用和甲板的弹性等．

取坐标系ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ（ｉ＝０，１，２，３）为刚体Ｂｉ的

连体坐标系，当ｉ＝０时，为惯性坐标系．其中 ｏ０为

旋回架底面与旋回轴的交点；ｏ１与ｏ０重合；ｏ２为俯

仰轴中点；ｏ３在炮膛轴线上，初始位置位于包含炮

５０３
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耳轴且与炮膛轴线垂直的平面内．各坐标轴的具体
选择如图１所示．

图１　舰炮刚性多体系统模型

Ｆｉｇ．１　Ｇｕｎｂｙｔｈｅｒｉｇｉｄｍｕｌｔｉ－ｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌ

进行舰炮的多刚体动力学方程推导前，需作如

下符号约定：ｒｉ：空间任意向量 ｒ在 ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ坐标

系中对应的坐标列阵；Ａｊｉ：ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ坐标系与 ｏｊ－

ｘｊｙｊｚｊ坐标系间的旋转变换矩阵，ｒ
ｉ＝Ａｊｉｒ

ｊ；ｌｉ：坐标原
点ｏｉ在ｏｉ－１－ｘｉ－１ｙｉ－１ｚｉ－１坐标系中的坐标列阵；Ｐｉ：
刚体Ｂｉ的质心ｚｃｉ在 ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ坐标系中的坐标列
阵；ｒｉ：质心ｚｃｉ的绝对坐标列阵；ｖｉ：质心 ｚｃｉ的绝对
速度列阵；ｒｏｉ：原点 ｏｉ的绝对坐标列阵；ｖｏｉ：原点 ｏｉ
的绝对速度列阵；Ｊｉ：ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ坐标系中刚体 Ｂｉ相
对其质心ｚｃｉ的惯性张量矩阵；ωｉ：ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ坐标系
中刚体Ｂｉ的角速度列阵；Ｉ３：３阶单位矩阵；θ：火炮
射角；ｍｉ：刚体Ｂｉ的质量；ｇ：重力加速度．以上各量
的矢量关系如图２所示．

图２　运动矢量关系图

Ｆｉｇ．２　Ｖｅｃｔｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｆｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

对于图１中舰炮多体模型，以上各符号有以下

关系式：

ｒ１＝ｒｏ１＋Ａ
１
０Ｐ１　ｒｏ１＝ｌ１＝０ （３）

ｒ２＝ｒｏ２＋Ａ
２
０Ｐ２　ｒｏ２＝Ａ

１
０ｌ２＋ｌ１＝Ａ

１
０ｌ２　Ａ

２
０＝Ａ

１
０Ａ
２
１

（４）

ｒ３＝ｒｏ３＋Ａ
３
０Ｐ３　ｒｏ３＝Ａ

２
０ｌ３＋Ａ

１
０ｌ２＋ｌ１

Ａ３０＝Ａ
１
０Ａ
２
１Ａ
３
２ （５）

其中

Ａ１０＝

ｃｏｓｑｉ －ｓｉｎｑ１ｃｏｓｑ２ ｓｉｎｑ１ｓｉｎｑ２
ｓｉｎｑ１ ｃｏｓｑ１ｃｏｓｑ２ －ｓｉｎｑ２ｃｏｓｑ１
０ ｓｉｎｑ２ ｃｏｓｑ









２

Ａ１０＝

１ ０ ０
０ ｃｏｓ（ｑ３＋θ） －ｓｉｎ（ｑ３＋θ）

０ ｓｉｎ（ｑ３＋θ） ｃｏｓ（ｑ３＋θ









）

Ａ３２＝Ｉ３
并且有

Ｐｊ＝［ｘｐｊ　ｙｐｊ　ｚｐｊ］
Ｔ　

ｌｊ＝［ｘｌｊ　ｙｌｊ＋δ（ｊ－３）ｑ４　ｚｌｊ］
Ｔ

这里各坐标列阵内元素（１
!

ｊ
!

３）由舰炮具体结
构参数决定，δ函数的定义如下

δ（ｍ－ｎ）＝
１　ｍ＝ｎ
０　ｍ≠{ ｎ

　ｍ，ｎ为自然数 （６）

２．２　基于Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的动力学方程推导
利用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程进行舰炮多刚体动力学方

程的推导，首先需确定舰炮多体系统的动能、势能

及广义力函数．其中，动能由两部分组成，平动动能
和转动动能，取值为

Ｔ＝∑
Ｎ

ｋ＝０

１
２ｍｋｖ

Ｔ
ｋｖｋ＋∑

Ｎ

ｋ＝０

１
２ω

Ｔ
ｋＪｋωｋ，Ｎ＝３（７）

其中

ｒ＝ｄｒｄｔ　ｖｋ＝ｒｋ　ω０＝０

ω１＝［ｑ２ｃｏｓｑ１　ｑ２ｓｉｎｑ１　ｑ１］
Ｔ

ω２＝ω３＝［ｑ３　０　０］
Ｔ

势能的计算时，仅将重力作为有势力处理，其

余有势力（如弹簧力等）均转化为等效力（矩），在

广义力部分处理．取ｏ０－ｘ０ｙ０为零势能面，则有

Ｕ＝∑
Ｎ

ｋ＝０
ＧＴｋｒｋ，　Ｎ＝３ （８）

其中

Ｇｋ＝［０　０　ｍｋｇ］
Ｔ

对于舰炮而言，所受的主动力有火药气体压

力、驻退复进机力、高低机、方向机等效力矩、甲板

反力矩以及各处的摩擦力．其中火药气体压力为冲
击力，其作用在炮膛上形成的炮膛合力是引起火炮

振动的最重要的一类力，同时也是使火炮振动系统

有别于其它振动系统的原因之一．由弹道学相关理

６０３
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论可知，炮膛合力（Ｐｔ）的数值计算应分两个阶段进

行［５１］．
第一阶段为内弹道时期，此时弹丸还未飞出炮

口，炮膛合力（Ｐｎｄ）可由实验数据，插值、拟合后求

得［９］．第二阶段为后效期，此时弹丸已飞出炮口，炮
膛合力（Ｐｈｘ）迅速下降，理论上，其值可由式（８）确
定．

Ｐｈｘ＝Ｐｇｅｘｐ［－（ｔ－ｔｇ）／ｂ］　（ｔ＞ｔｇ）

ｂ＝（β－０．５）ξυ０／Ｐ{
ｇ

（９）

式中ｅｘｐ（·）为指数函数，ｔｇ为弹丸出炮口时间，
Ｐｇ为弹丸出炮口瞬时炮膛合力，ｂ为炮膛合力衰减
系数，υ０为弹丸初速，ξ为装药量，β为火药气体作
用系数．驻退复进机力（Ｒｔ）的处理方式与火药气体
压力类似，亦可由实验数据插值、拟合后求得．

为简化计算，高低机、方向机以及甲板的力

（矩）作用均转化成相应的弹簧与阻尼器进行处

理．设轴向单位矢量为 ｅ，则相应弹簧 Ｆｓ与阻尼器
Ｆｄ的力可表示为

Ｆｓ＝－ｆ（ｕ，ｕ）ｅ

Ｆｄ＝－ｇ（ｕ，ｕ）{ ｅ
（１０）

式中，ｕ、ｕ为轴向运动位移与速率，ｆ（ｕ，ｕ）与 ｃ（ｕ，
ｕ）是取决于舰炮结构与物理特性的函数．对线性弹
簧与线性阻尼器有

ｆ（ｕ，ｕ）＝ｋｕ＋ｋ０
ｇ（ｕ，ｕ）＝ｃｕ＋ｃ{

０

（１１）

式中ｋ和ｋ０、ｃ和ｃ０为等效刚度、阻尼系数．
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程中，外力是以广义力的形式出现

的，因此需进一步将上述主动力转换为广义力．设
某主动力及其力的作用点在惯性坐标系中的坐标

列阵分别为Ｆｊ和Ｒｊ，则此力所做虚功为

δＷｊ＝Ｆ
Ｔ
ｊ珓δＲｊ＝Ｂ

Ｔ
ｊ珓δｑ （１２）

其中珓δ（·）为等时变分函数，ｑ＝［ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４］
Ｔ，

Ｂｊ为与此主动力对应的广义力坐标列阵，进而舰炮
系统的广义力坐标列阵为

Ｑ＝∑
Ｍ

ｊ＝０
Ｂｊ＝［Ｑ１　Ｑ２　Ｑ３　Ｑ４］

Ｔ （１３）

其中Ｍ为舰炮系统所受全部主动力的个数．
求得系统动能、势能及广义力后，代入 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ方程（１）中，即可得舰炮多刚体系统的动力
学方程

Ａ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）ｑ＝ｆ（ｑ，ｔ） （１４）

其中Ａ、Ｃ、Ｇ、ｆ均为广义坐标 ｑ的矩阵函数，方程
（１３）的推导过程繁琐、结果复杂，其解析表达式可
参见附录．
２．３　基于Ｇｕａｓｓ变分的动力学方程推导

由前述分析可知，采用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程法进行舰
炮多体系统的振动建模，需首先确定舰炮系统的动

能、势能和广义力函数，之后需对时间 ｔ和广义坐
标ｑ作求导与偏导运算，因而工作量较大，建模过
程繁琐．对于自由度较多的复杂多体系统，即使利
用计算机求解，也需相当长的时间．

Ｇｕａｓｓ变分建模可避开 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程中的各
类求导运算，在不推导封闭形式动力学方程的情形

下进行舰炮射击振动的数值仿真．同时，由于Ｇｕａｓｓ
变分建模采用递推运算方法，因此可在很大程度上

降低动力学方程符号解算的运算量．
仍以前述舰炮为例，将其简化为由多个刚体

Ｂｉ（ｉ＝０，１，２，３）组成的链状结构，如图３所示．图
中各符号含义及构件运动关系与图１相同，此处不
再赘述．需说明是，此模型假设舰炮各组成构件间
具有铰链约束Ｒｅｓｉ（ｉ＝１，２，３），其上作用有驱动力
（矩），分别代表高低、方向机等效力矩、甲板弹性

反力矩及各处的摩擦力等．

图３　舰炮链状结构模型

Ｆｉｇ．３　Ｃｈａｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌｏｆａｇｕｎ

同样，推导舰炮多刚体动力学方程前，作如下

符号约定：
ｖｍｉ：刚体 Ｂｉ上任意质点

ｖＰｉ的质量；ｍｉ：刚体 Ｂｉ的

质量；ｖＰ０ｉ：质点在 ｏ０－ｘ０ｙ０ｚ０坐标系中位置矢径对

应的齐次坐标列阵［４５］；ｖρｉｉ：质点
ｖＰｉ在 ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ坐

标系中位置矢径对应的齐次坐标列阵；ｖｆ０ｉ：作用于

质点ｖＰｉ上的主动力在 ｏ０－ｘ０ｙ０ｚ０坐标系中对应的

齐次坐标列阵；ｖｆｉｉ：作用于质点
ｖＰｉ上的主动力在 ｏｉ

－ｘｉｙｉｚｉ坐标系中对应的齐次坐标列阵；ｌｉ：原点 ｏｉ
在ｏｉ－１－ｘｉ－１ｙｉ－１ｚｉ－１坐标系中位置矢径对应的笛卡

尔坐标列阵；Ｐｉ：刚体 Ｂｉ的质心 ｚｃｉ在 ｏｉ－ｘｉｙｉｚｉ坐

７０３
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标系中位置矢径对应的笛卡尔坐标列阵；Ｔｉ：刚体

Ｂｉ的位姿矩阵；Ａｉ：刚体Ｂｉ的相对位姿矩阵；Φｉ：刚

体Ｂｉ的主动力矩阵；Ｈｉ：刚体 Ｂｉ的广义惯量矩阵；

Θｒ（ｘｉ／ｙｉ／ｚｉ）：刚体Ｂｉ相对ｘｉ／ｙｉ／ｚｉ轴的转动投影矩阵；

Θｍ（ｘｉ／ｙｉ／ｚｉ）：刚体Ｂｉ相对轴的移动投影矩阵；Ｚｉ：刚体

Ｂｉ的拘束度；Ｉ４：４阶单位矩阵；θ：火炮射角．

对于图３中舰炮多体链状模型，以上各项有以
下关系

ｖρ０ｉ＝Ｔ
ｖ
ｉρ
ｉ
ｉ　Ｔｉ＝Ｔｉ－１Ａｉ （１５）

Ｈｉ＝∑
υ

υ
ｍυｉρ

ｉ
ｉ（
υρｉｉ）

Ｔ　Φｉ＝∑
υ

υ
ｆ０ｉ（υρ

ｉ
ｉ）
Ｔ

（１６）

其中

Ａ１＝

ｃｏｓｑｉ －ｓｉｎｑ１ｃｏｓｑ２ ｓｉｎｑ１ｓｉｎｑ２ ０

ｓｉｎｑ１ ｃｏｓｑ１ｃｏｓｑ２ －ｓｉｎｑ２ｃｏｓｑ１ ０

０ ｓｉｎｑ２ ｃｏｓｑ２ ０













０ ０ ０ １

Ａ２＝

１ ０ ０ ０
０ ｃｏｓ（ｑ３＋θ） －ｓｉｎ（ｑ３＋θ） ｙｌ２
０ ｓｉｎ（ｑ３＋θ） ｃｏｓ（ｑ３＋θ） ｚｌ２













０ ０ ０ １

Ａ０＝Ｔ０＝Ｉ４

Θｒ（ｄｉ）＝

０ δ′（ｄｉ＝ｚｉ） δ′（ｄｉ＝ｙｉ） ０

δ′（ｄｉ＝ｚｉ） ０ δ′（ｄｉ＝ｘｉ） ０

δ′（ｄｉ＝ｙｉ） δ′（ｄｉ＝ｘｉ） ０ ０













０ ０ ０ ０

Θｍ（ｄｉ）＝

０ ０ ０ δ′（ｄｉ＝ｘｉ）

０ ０ ０ δ′（ｄｉ＝ｙｉ）

０ ０ ０ δ′（ｄｉ＝ｚｉ）













０ ０ ０ ０

Ｐｉ＝［ｘｐｉ　ｙｐｉ　ｚｐｉ］
Ｔ

ｌｉ＝［ｘｌｉ　ｙｌｉ＋δ（ｉ－３）ｑ４　ｚｌｉ］
Ｔ

这里坐标列阵Ｐｉ、ｌｉ内元素由舰炮具体结构参数决
定，δ函数的定义参见（６）式，δ′函数的定义如下

δ′（ｓｔｒ）＝
１　ｓｔｒ为真
０　ｓｔｒ{ 为假

　 ｓｔｒ为逻辑表达式 （１７）

下面利用Ｇｕａｓｓ变分原理，推导舰炮多刚体动
力学方程．首先计算系统的拘束度．依据 Ｇｕａｓｓ拘

束定义［４５］，同时利用矢量运算特性（ａＴｂ＝ｔｒ

（ａｂＴ）），则有刚体Ｂｉ的拘束度为

Ｚｉ＝
１
２∑υ ｔｒ｛

υｍｉ（υρ̈
０
ｉ－

　
υｆ０ｉ
υｍｉ
）（υｍｉ（υρ̈

０
ｉ－

υｆ０ｉ
υｍｉ
）Ｔ｝ （１８）

式中ｔｒ（·）函数为矩阵的迹函数．舰炮系统的总拘
束度Ｚ可由各构件拘束度Ｚｉ求和获得

　Ｚ＝∑
３

ｉ＝０
Ｚｉ＝∑

３

ｉ＝０

１
２ｔｒ｛Ｔ

¨
ｉＨｉＴ

Ｔ̈
ｉ｝－

　∑
３

ｉ＝０
ｔｒ｛ΦｉＴ

Ｔ̈
ｉ｝＋… （１９）

（１９）式中仅列出了与加速度相关的项．当然舰炮
系统的总拘束度还应包括与加速度无关的相关项，

但增加或减少这些项并不会影响系统拘束度取极

小值时的加速度值，因此在此并不列出．等式右边
主动力矩阵Φｉ的计算，仅考虑重力、火药气体压力
和驻退复进机力的作用，而高低、方向机等效力矩、

甲板反力矩以及各处的摩擦力则等效为作用于铰

链Ｒｅｓｉ上的驱动力（矩），在铰链约束部分处理．主
动力的分析、计算过程在Ｌａｇｒａｎｇｅ方程法中已有详
细说明，此处不再赘述．

处理铰链约束．在图３所示舰炮链状结构中，
各构件间由铰链Ｒｅｓｉ进行连接，每个铰链给出的位
置约束条件，可由相对变化原理写出

Ｔ１＝Ｔ０Ａ１（ｑ１，ｑ２）Ｔ１＝ＴＡ１（ｑ２），

Ｔ ＝Ｔ０Ａ０（ｑ１）

Ｔｉ＝Ｔｉ－１Ａｉ（ｑｉ＋１）　ｉ＝２，
{

３

（２０）

其中

Ａ０＝

ｃｏｓｑ１ －ｓｉｎｑ１ ０ ０

ｓｉｎｑ１ ｃｏｓｑ１ ０ ０

０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

，

Ａ１ ＝

１ ０ ０ ０
０ ｃｏｓｑ１ －ｓｉｎｑ２ ０

０ ｓｉｎｑ２ ｃｏｓｑ２ ０













０ ０ ０ １

将（２０）式对时间ｔ求两次导数，并略去与加速
度无关的项，可得铰链Ｒｅｓｉ对加速度的约束条件

Ｔ¨１＝Ｔ
¨
０Ａ１（ｑ１，ｑ２）＋Ｔ０Θｒ（ｚ０）Ａ１（ｑ１，ｑ２）̈ｑ１＋

　ＴΘｒ（ｘ１）Ａ１（ｑ２）̈ｑ２＋

Ｔ¨ｉ＝Ｔ
¨
ｉ－１Ａｉ（ｑｉ＋１）＋Ｃｉ̈ｑｉ＋１＋…ｉ＝２，

{
３

（２１）

式中
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Ｃｉ＝Ｔｉ－１［（１－εｉ）Θｒ（ｘｉ）＋εｉΘｍ（ｙｉ）］Ａｉ （２２）

其中εｉ为铰链系数，对于转动副 εｉ＝０，对于移动

副εｉ＝１．铰链Ｒｅｓｉ上作用有驱动力，由高低、方向
机等效力矩、甲板反力矩以及各处的摩擦力等效形

成，相应力的处理方法详见 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程法内容．
由文［４５］可知，舰炮系统中所有铰链驱动力在拘
束表达式中相应的项为

Ｚ′＝－∑
４

ｉ＝１
Ｑｉ̈ｑｉ （２３）

式中Ｑｉ为折算到铰链Ｒｅｓｉ轴上的对应于广义坐标

ｑｉ的广义力．
Ｇｕａｓｓ变分原理表明，系统拘束度最小时的运

动对应的是系统的真实运动．由此可将求解舰炮射
击过程中各运动构件的动力学问题，转化为满足约

束方程（２１）条件下求解拘束函数 Ｚ＋Ｚ′的极小值
问题，即不建立解析形式的动力学方程，通过极值

问题间接获得动力学或振动特性．为方便求解极值
问题，同时也为证明变分模型与Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的等

价性，引入Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子矩阵 λｉ（ｉ＝１，２，３，４），进
一步把有约束条件的极小值问题化为无约束条件

的极小值问题进行处理，则拘束函数Ｚ＋Ｚ′可写为

Ｚ＋Ｚ′＝∑
３

ｉ＝０
ｔｒ｛１２Ｔ

¨
ｉＨｉＴ

Ｔ̈
ｉ－ΦｉＴ

Ｔ̈
ｉ｝＋ｔｒ｛λ１（Ｔ

¨
 －

　Ｔ¨０Ａ０－Ｔ０Θｒ（ｚ０）Ａ０̈ｑ１）
Ｔ｝＋ｔｒ｛λ２（Ｔ

¨
１－

　Ｔ¨Ａ１ －ＴΘｒ（ｘ１）Ａ１ｑ̈２）
Ｔ｝＋∑

３

ｉ＝０
ｔｒ｛λｉ（Ｔ

¨
ｉ－１－

　Ｔ¨ｉ－２Ａｉ－１－Ｃｉ－１̈ｑｉ）
Ｔ｝－∑

３

ｉ＝０
Ｑｉ̈ｑｉ＋… （２４）

欲求函数Ｚ＋Ｚ′的极小值，可令其加速度的等时变
分为零，即

珓δ（Ｚ＋Ｚ′）＝０ （２５）
整理可得

λ１＝λ２Ａ
Ｔ
１

λｉ＝λｉ＋１Ａ
Ｔ
ｉ＋Φｉ－Ｔ

¨
ｉ－１Ｈｉ－１　ｉ＝２，３，{ ４

（２６）

Ｑ１＋ｔｒ｛λ１（Ｔ０Θｒ（ｚ０）Ａ０）
Ｔ｝＝０

Ｑ２＋ｔｒ｛λ２（ＴΘｒ（ｘ１）Ａ１）
Ｔ｝＝０

Ｑｉ＋ｔｒ｛λｉＣ
Ｔ
ｉ－１｝＝０　ｉ＝３，

{
４

（２７）

ｔｒ｛λ５珓δＴ
¨Ｔ
３｝＝０ （２８）

这里（２６）至（２８）式分别为舰炮链状多体系统的对
偶条件、力恒等条件和边界条件．其中：（２６）式中

引入的非奇异矩阵Ａ４为４阶单位阵；（２８）式中也

引入了一个拉格郎日乘子矩阵 λ５，考虑到刚体 Ｂ３
上无附加约束，由边界条件可取 λ５＝０．确定乘子
矩阵 λ５后，由（２６）式进行递推运算，可求出其余
乘子矩阵λｉ（ｉ＝１，２，３，４）．将其代入（２７）式中，可
进一步获得动力学方程，即

Ｕ（ｑ）̈ｑ＋Ｌ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）ｑ＝Ｖ（ｑ，ｔ） （２９）
式中ｑ＝［ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４］

Ｔ，Ｕ、Ｌ、Ｇ、Ｖ分别为 ｑ的矩
阵函数．实际振动分析中，无需给出类似于（２９）式
的动力学方程，而仅依赖（２６）至（２８）式即可完成
舰炮链状多体系统的动力学计算，这也正是基于

Ｇｕａｓｓ变分建模的独特之处．对比（１４）式和（２９）式
后可知，基于Ｇｕａｓｓ变分推得的动力学方程与利用
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程推得的动力学方程实际是等价关系．

３　考虑柔性身管振动的刚柔耦合建模

前面建模过程均将火炮视为由多个刚体组成

的系统，但鉴于射击过程中的身管变形是射击精度

必须考虑的因素，刚性身管的假设势必带来振动分

析的误差，因此，为更精确地分析火炮振动，应将身

管弹性纳入建模考虑范围，尤其是中小口径火炮必

须考虑身管的变形．在考虑弹性身管的情形下，需
要建立柔性体系统动力学模型．与刚体系统动力学
相比，柔性系统动力学除了含有有限个广义坐标描

述的运动之外，还含有无限个弹性体的振型函数，

即含有无限个广义模态坐标，并且连体坐标系会随

着柔性体的振动产生浮动，采用何种力学原理、假

定何种形式的变形函数、截取多少阶的模态坐标，

建立何种形式的浮动坐标，获得何种方式的耦合振

动方程等，至今仍然是理论研究所关心的焦点．
３．１　刚柔耦合模型

仍以某型单管舰炮为例，将其视为由多个刚性

体和柔性体组成的混合多体系统，如图４所示．其
中刚性体部分由刚体 Ｂｉ（ｉ＝０，１，２）构成．Ｂ０为固
定基座（甲板），不具有任何自由度；Ｂ１为旋回架，
相对Ｂ０有两个回转自由度（水平旋回、垂直俯
仰），分别用广义坐标 ｑ１与 ｑ２表示；Ｂ２为摇架，相
对旋回架有一个回转自由度，用广义坐标 ｑ３表示．
柔性体部分由柔性身管 Ｂ３构成，相对摇架有一个
滑移自由度，用广义坐标ｑ４表示，其上各点的柔性
变形由变形向量 ｕｆ表示．以上各部分构件间含有
弹簧和阻尼器，分别代表驻退复进机、高低齿弧机、

方向机、甲板的弹性等．各刚、柔性构件上建立有连
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体坐标系，坐标原点与坐标轴的选择如图４．

图４　舰炮刚柔耦合多体系统模型

Ｆｉｇ．４　Ｒｉｇｉｄ－ｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｕｐｌｉｎｇｍｕｌｔｉｂｏｄｙ

ｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌｏｆａｇｕｎ

为便于舰炮系统的多体建模，进一步将柔性体

Ｂ３简化为 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ悬臂梁，仅考虑舰炮射
击时身管横向振动引起的柔性变形，则此时柔性变

形向量ｕｆ简化为梁的弯曲挠度 ｕｆ．综合运用柔性
多体动力学、机械振动理论，采用模态分析法描述

柔性体Ｂ３的柔性变形ｕｆ如下
ｕｆ＝Λｑｆ＝［Λ１（－ｙ３）　Λ２（－ｙ３）　…　Λｎ

（－ｙ３）］［ｑ５　ｑ６　…　ｑｎ］
Ｔ （３０）

其中行矩阵 Λ为描述柔性体 Ｂ３变形模式的形函
数矩阵，其元素的选取与时间 ｔ无关；列矩阵 ｑｆ为
与之相应的柔性变形广义坐标向量；ｙ３为图４中ｏ３
－ｙ３ｚ３平面内任意一点的横坐标．依据Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒ
ｎｏ－ｕｌｌｉ悬臂梁的横向振动特性，经分离变量法处
理后的梁挠度亦可分解为（３０）式中行矩阵与列矩
阵的乘积形式，由此可取Λｎ（－ｙ３）为

Λｎ（－ｙ３）＝［ｃｈλｎｙ３－ｃｏｓλｎｙ３＋

　
ｓｈλｎｌ－ｓｉｎλｎｌ
ｃｈλｎｌ＋ｃｏｓλｎｌ

（ｓｈλｎｙ３－ｓｉｎλｎｙ３）］ （３１）

式中ｌ为身管长度，λ≈（ｎ－０．５）πｌ．

鉴于模型中刚性体部分的符号含义已在刚性

多体建模中给出过详细说明，此处仅针对柔性体部

分进行符号说明．
描述柔性体 Ｂ３在其连体坐标系 ｏ３－ｘ３ｙ３ｚ３中

任意微元段 ｄｙ３的符号有：Ｚｒ：绝对坐标列阵；Ｚｖ：
绝对速度列阵；ｌ′：柔性变形坐标列阵；ρ（ｙ３）：质量
密度；Ａ（ｙ３）：横截面积；Ｅ（ｙ３）：弹性模量；Ｉ（ｙ３）：
截面惯性矩．以上各项有以下关系式

Ｚｒ＝∑
３

ｉ＝０
Ａｉ－１０ ｌｉ＋Ａ

３
０ｌ′ （３２）

其中

Ａ３０＝Ａ
２
０　ｌ３＝［ｘｌ３　ｙｌ３＋ｑ４　ｚｌ３］

Ｔ

ｌ′＝［０　 －ｙ３　∑
３

ｊ＝０
Λｊ（－ｙ３）ｑｊ＋４］

Ｔ

３．２　基于Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的动力学方程推导
分别确定系统动能、势能、主动力和广义力．系

统动能为

Ｔ＝１２∑
２

ｉ＝１
ｍｉｖ

Ｔ
ｉｖｉ＋

１
２∑

２

ｉ＝１
ωＴｉＪｉωｉ＋

　 １２∫
ｌ２

－ｌ１
ρ（ｙ３）Ａ（ｙ３）Ｚｖ

ＴＺｖｄｙ３ （３３）

式中前两项为舰炮刚性部分的动能，由平动动能、

转动动能两部分组成，最后一项为计及身管柔性变

形后额外出现的舰炮柔性部分的动能．其中参数
ｌ１、ｌ２的选取，由身管的具体结构决定，且有 ｌ１＋ｌ２
＝ｌ．与系统动能类似，系统势能也分为刚性重力势
能与柔性体弹性势能两部分．取ｏ０－ｘ０ｙ０平面为零
势能面，则有系统势能为

Ｕ＝∑
３

ｉ＝１
ＧＴｉｒｉ＋

　 １２∫
ｌ２

－ｌ１
Ｅ（ｙ３）Ｉ（ｙ３）（

ｕｆ
ｙ３
）Ｔ（
ｕｆ
ｙ３
）ｄｙ３ （３４）

主动力和广义力的处理，与刚性建模完成相

同，此处不再赘述．至此，可由Ｌａｇｒａｎｇｅ方程推得舰
炮系统的刚柔耦合多体动力学方程

Ａ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）ｑ＝ｆ（ｑ，ｔ） （３５）
此方程的推导过程与刚性条件下相比，要繁琐、复

杂得多，所得的表达式也相当冗长，作为例子，在此

仅列出质量矩阵Ａ（ｑ）的一个元素ａ１１如下
令：

ｓ３＝ｓｉｎ（ｑ２＋ｑ２＋θ）　ｃ３＝ｃｏｓ（ｑ２＋ｑ３＋θ）
ｓ４＝ｓｉｎ（ｑ２＋ｑ３－ｑ１＋θ）　ｃ４＝ｃｏｓ（ｑ２＋ｑ３－ｑ１＋θ）
ｓ５＝ｓｉｎ（ｑ１＋ｑ２＋ｑ３＋θ）　ｃ５＝ｃｏｓ（ｑ１＋ｑ２＋ｑ３＋θ）
Ｒ１＝ｃｏｓｑ１（ｚｌ２ｓｉｎｑ２－ｙｌ２ｃｏｓｑ２）－０．５［（ｃ４＋
　ｃ５）（ｙｌ３＋ｑ４）＋（ｓ４＋ｓ５）ｚｌ３］
Ｒ２＝ｓｉｎｑ１（ｚｌ２ｓｉｎｑ２－ｙｌ２ｃｏｓｑ２）＋０．５［（ｓ４－
　ｓ５）（ｙｌ３＋ｑ４）＋（ｃ４－ｃ５）ｚｌ３］

Ｖｉ＝
２ｉ－１
２ π　Ｋｉ＝

ｓｈＶｉ－ｓｉｎＶｉ
ｃｈＶｉ＋ｃｏｓＶｉ

　Ｍｉ＝
２ｑ４＋ｉＫｉ
Ｖｉ

ａ１１＝Ｊｙ１ｓｉｎ
２ｑ２＋Ｊｙｚ１ｓｉｎ２ｑ２＋Ｊｚ１ｃｏｓ

２ｑ２＋［（ｙ
２
ｐ１－

　ｚ２ｐ１）ｃｏｓ
２ｑ２＋ｘ

２
ｐ１－ｙｐ１ｚｐ１ｓｉｎ２ｑ２＋ｚ

２
ｐ１］ｍ１＋

　［ｚｌ２ｓｉｎｑ２－ｙｌ２ｃｏｓｑ２＋ｚｐ２ｓ３－ｙｐ２ｃ３］
２ｍ２＋

　０．５｛（Ｒ２１＋Ｒ
２
２）＋［（ｓ４－ｓ５）Ｒ２－（ｃ４＋

０１３
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　ｃ５）Ｒ１］ｌ＋［（ｓ４＋ｓ５）Ｒ１＋（ｃ４－
　ｃ５）Ｒ２］（Ｍ１＋Ｍ２＋…＋Ｍｎ）｝ｍ３ （３６）

式中ｍ３的系数为刚柔耦合项，其中Ｍｉ的取值由柔
性体Ｂ３的变形模态决定；去除ａ１１表达式的最后一
项后，剩余部分的表达式与刚性建模条件下获得的

计算结果完全一致，符合文中仅考虑身管柔性变形

这一基本假设；Ｊｙ１、Ｊｙｚ１、Ｊｚ１为惯性张量矩阵 Ｊ１中的
相应元素．
３．３　基于Ｇｕａｓｓ变分的动力学方程推导

将前述火炮视为一刚柔耦合多体链状结构，包

括三个刚性体Ｂｉ（ｉ＝０，１，２），一个柔性体 Ｂ３，如图
５所示．图中各符号含义及构件运动关系与图４相
同，此处不再赘述．其中，Ｂ３为柔性身管，其上各点
的柔性变形由３．１节中的变形向量 ｕｆ表示．以上
各构件间具有铰链约束Ｒｅｓｉ（ｉ＝１，２，３），其上作用
有驱动力（矩），分别代表高低、方向机等效力矩、

甲板弹性反力矩及各处的摩擦力等．

图５　舰炮刚柔耦合链状结构模型

Ｆｉｇ．５　Ｇｕｎ’ｓｍｏｄｅｌｂｙｔｈｅｒｉｇｉｄ－ｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｕｐｌｉｎｇｃｈａｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

同样，刚性体部分的符号含义已在刚性多体建

模中给出过详细说明，此处仅针对柔性体部分进行

符号说明．对柔性体Ｂ３的描述，除包含与刚性部分
相同的符号说明外，还需引入一些新的符号说明：

Ｈｅｐ（ｐ＝１，２，３，４）：相对广义惯量矩阵Ｈ３的附加矩

阵；Φｅ：相对主动力矩阵Φ３的附加矩阵．以上各项

与υρ３３的关系式如下

Ｈｅ１ ＝∑
υ

υ
ｍυｉρ

３
３（
υρ３３）

Ｔ　Ｈｅ２ ＝∑
υ

υ
ｍυｉ̈ρ

３
３（
υρ３３）

Ｔ

Ｈｅ３ ＝∑
υ

υ
ｍυｉρ

３
３（
υρ３３）

Ｔ　Ｈｅ４ ＝∑
υ

υ
ｍυｉ̈ρ

３
３（
υρ３３）

Ｔ

（３７）

Φｅ ＝∑
υ

υ
ｆ０３（υρ̈

３
３）
Ｔ （３８）

其中

υρ３３ ＝［０　 －ｙ３　∑
ｎ

ｊ＝１
Λｊ（－ｙ３）ｑｊ＋４　１］

Ｔ

进行变分解算前，首先计算系统的拘束度．考

虑身管的柔性变形后，舰炮系统的拘束度与刚性建

模（取ｕｆ＝０）下的结果相比有较大不同，如（３９）式
所示

Ｚ＝∑
３

ｉ＝０
Ｚｉ＝∑

３

ｉ＝０

１
２ｔｒ｛Ｔ

¨
ｉＨｉＴ

Ｔ̈
ｉ｝－∑

３

ｉ＝０
ｔｒ｛ΦｉＴ

Ｔ̈
ｉ｝＋

　２ｔｒ｛Ｔ·３Ｈｅ１Ｔ
Ｔ̈
３｝＋ｔｒ｛Ｔ３Ｈｅ２Ｔ

Ｔ̈
３｝＋２ｔｒ｛Ｔ

·

３Ｈｅ３Ｔ
Ｔ
３｝＋

　 １２ｔｒ｛Ｔ３Ｈｅ４Ｔ
Ｔ
３｝－ｔｒ｛ΦｅＴ

Ｔ
３｝＋… （３９）

与（１９）式类似，上式中略去了与加速度无关的相
关项，其中最后五项表达式２ｔｒ｛Ｔ·３Ｈｅ１Ｔ

Ｔ̈
３｝、ｔｒ｛Ｔ３Ｈｅ２

ＴＴ̈３｝、２ｔｒ｛Ｔ
·

３Ｈｅ３Ｔ
Ｔ
３｝、０．５ｔｒ｛Ｔ３Ｈｅ４Ｔ

Ｔ
３｝、－ｔｒ｛ΦｅＴ

Ｔ
３｝为

舰炮刚柔耦合多体建模过程中，计及身管柔性变形

后，系统拘束中出现的附加项．可以看出，此时的计
算工作量要远大于刚性建模．这里等式右边主动力
矩阵Φｉ、Φ３附加矩阵 Φｅ的计算，仅考虑重力、火
药气体压力和驻退复进机力的作用，而高低、方向

机等效力矩、甲板反力矩以及各处的摩擦力则等效

为作用于铰链 Ｒｅｓｉ上的驱动力（矩），在铰链约束
部分进行处理．各类主动力、驱动力的计算方法，已
于刚性建模中给出明确说明，此处不再赘述．

处理系统的铰链约束．比较图３和图５可知，
舰炮刚柔耦合多体链状结构中的铰链约束，与刚性

多体链状结构中的铰链约束完全相同，都由三个铰

链约束Ｒｅｓｉ（ｉ＝１，２，３）构成，无额外附加约束．因
此，刚柔耦合多体建模中的铰链位置约束条件、加

速度约束条件也可由（２０）－（２２）式确定．最终，铰
链驱动力在拘束表达式中相应的项为

Ｚ′＝－∑
４

ｉ＝１
Ｑｉ̈ｑｉ （４０）

式中Ｑｉ为折算到铰链Ｒｅｓｉ（ｉ＝１，２，３）轴上的对应

于刚性广义坐标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）的广义力，而与柔
性广义坐标ｑｉ（ｉ＝５，…，ｎ）无关．

由Ｇｕａｓｓ变分原理，同时引入拉格郎日乘子矩
阵λｉ（ｉ＝１，２，３，４），将满足约束方程（２１）条件下
拘束函数Ｚ＋Ｚ′的极小值问题，转化为无约束条件
的极小值问题，此时，拘束函数可写为

Ｚ＋Ｚ′＝∑
３

ｉ＝０
ｔｒ｛１２Ｔ

¨
ｉＨｉＴ

Ｔ̈
ｉ－ΦｉＴ

Ｔ̈
ｉ｝＋２ｔｒ｛Ｔ

·

３Ｈｅ１Ｔ
Ｔ̈
３｝＋

　ｔｒ｛Ｔ３Ｈｅ２Ｔ
Ｔ̈
３｝＋２ｔｒ｛Ｔ

·

３Ｈｅ３Ｔ
Ｔ
３｝＋

１
２ｔｒ｛Ｔ３Ｈｅ４Ｔ

Ｔ
３｝－

　ｔｒ｛ΦｅＴ
Ｔ
３｝＋ｔｒ｛λ１（Ｔ

¨
 －Ｔ

¨
０Ａ０－

　Ｔ０Θｒ（ｚ０）Ａ０ｑ̈１）
Ｔ｝＋ｔｒ｛λ２（Ｔ

¨
１－Ｔ

¨
Ａ１ －
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　ＴΘｒ（ｘ１）Ａ１ｑ̈２）
Ｔ｝＋∑

４

ｉ＝３
ｔｒ｛λｉ（Ｔ

¨
ｉ－１－

　Ｔ¨ｉ－２Ａｉ－１－Ｃｉ－１ｑ̈ｉ）
Ｔ｝－∑

４

ｉ＝１
Ｑｉ̈ｑｉ＋… （４１）

欲求（４１）式的极小值，令其加速度的等时变分为
零，整理可得如下方程组

λ１＝λ２Ａ
Ｔ
１

λｉ＝λｉ＋！Ａ
Ｔ
ｉ＋Φｉ－Ｔ

¨
ｉ－１Ｈｉ－１　ｉ＝２，３，{ ４

（４２）

Ｑ１＋ｔｒ｛λ１（Ｔ０Θｒ（ｚ０）Ａ０）
Ｔ｝＝０

Ｑ２＋ｔｒ｛λ２（ＴΘｒ（ｘ１）Ａ１）
Ｔ｝＝０

Ｑｉ＋ｔｒ｛λｉＣ
Ｔ
ｉ－１｝＝０　ｉ＝３，４

∑
υ

υ
Ｐ（３）Λｊ（－ｙ３）＝０　ｊ＝１，…，











 ｎ

（４３）

ｔｒ｛λ５珓δＴ
¨Ｔ
３｝＝０ （４４）

其中：（４２）式中引入的非奇异矩阵 Ａ４为４阶单位

阵；（４３）式中的υＰ（３）由（４５）式确定；（４４）式中引
入的拉格郎日乘子矩阵λ５为零矩阵．

υＰ＝υｍ３Ｔ
Ｔ̈
３［Ｔ

¨
３
υρ３３＋２Ｔ

·

３
υρ３３＋Ｔ３υρ̈

３
３－υｆ

０
３］＝

　［υＰ（１）　υＰ（２）　υＰ（３）　υＰ（４）］Ｔ （４５）
与刚性建模时类似，这里的（４２）－（４４）式，也

分别为舰炮刚柔耦合多体链状结构的对偶条件、力

恒等条件和边界条件，利用这一系列条件，无需推

导刚柔耦合多体动力学方程即可进行舰炮射击过

程的振动分析．确定乘子矩阵 λ５后，由（４２）式进
行递推运算，可求出其余乘子矩阵 λｉ（ｉ＝１，２，３，
４），将其代入（４３）式中，整理后也可获得舰炮链状
结构的刚柔耦合多体动力学方程

Ｕ（ｑ）̈ｑ＋Ｋ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）ｑ＝Ｖ（ｑ，ｔ） （４６）
式中ｑ＝［ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ］

Ｔ，Ｕ、Ｌ、Ｇ、Ｖ分别为 ｑ的矩
阵函数．

４　火炮振动案例

４．１　多刚体建模算例
（１）Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
根据上文推得的动力学方程（１４），针对某型

舰炮的射击过程进行数值仿真．参数选取：状态初
值ｘ（ｔ＝０）＝［ｑ１，ｑ１，ｑ２，ｑ２，ｑ３，ｑ３，ｑ４，ｑ４］

Ｔ＝０，射角

θ＝４５°，身管长度 ｌ＝５．５ｍ，炮膛截面积 Ｓ＝７．９×
１０－３ｍ２，炮膛合力衰减系数 ｂ＝２．５×１０－３，弹丸出
炮口时间ｔｇ＝８×１０

－３ｓ，甲板、高低机、方向机等效

刚度系数ｋｊ＝８×１０
８Ｎ·ｍ－１、ｋｇ＝５×１０

８Ｎ·ｍ－１、

ｋｆ＝１×１０
８Ｎ·ｍ－１，等效阻尼系数 ｃｊ＝１×１０

６Ｎ·ｓ

·ｍ－１、ｃｇ＝３×１０
５Ｎ·ｓ·ｍ－１、ｃｆ＝３×１０

５Ｎ·ｓ·

ｍ－１．炮膛合力Ｐｔ、驻退复进机力 Ｒｔ由文［９］中实
验数据插值、拟合后确定．不考虑舰炮各处的摩擦
力，可得仿真结果如图６所示．

图６　广义坐标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

Ｆｉｇ．６　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

图７　炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．７　Ｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｕｒｖｅｓ

图６（ａ）－（ｄ）给出了火炮射击过程中广义坐
标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）随时间变化的曲线．从图中可以
看出，火炮在４５０ｍｓ内完成一次射击，最大后坐距
离约为５３ｃｍ；广义坐标 ｑｉ（ｉ＝１，２，３）偏离初始平

衡位置做非对称振动，数量级分别为 １０－４ｒａｄ与
１０－３ｒａｄ；火炮振动主要集中在垂直方向上，且由广
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义坐标ｑｉ（ｉ＝２，３）决定．
为便于进行炮口振动分析，将炮口简化为一质

点，其在连体坐标系ｏ３－ｘ３ｙ３ｚ３中位置矢径对应的

坐标列阵近似为［０，－ｌ，０］Ｔ．考虑炮口偏离初始射
击位置的水平（Ｄｈｏｒ）、垂直（Ｄｖｅｒ）方向振动位移，
仿真结果如图７所示．

比较图７（ａ）、（ｂ）两图可以发现，炮口垂直方
向振幅远大于水平方向振幅，即炮口振动主要体现

在垂直方向上，且最大幅值可达３～４ｃｍ，与文［９］
中实验数据最大幅值约３．６ｃｍ相符合．

分别改变甲板、高低机的等效刚度，其余初值

条件保持不变，重新进行炮口垂直方向振动位移的

数值仿真，结果如图８所示．（ａ）图为甲板刚度变
化的情况，（ｂ）图为高低机刚度变化的情况．图中
虚线代表等效刚度降低１×１０８Ｎ·ｍ－１后（ｋｊ＝７×

１０８Ｎ·ｍ－１、ｋｇ＝４×１０
８Ｎ·ｍ－１）获得的仿真结果，

点划线代表等效刚度增大１×１０８Ｎ·ｍ－１后（ｋｊ＝９

×１０８Ｎ·ｍ－１、ｋｇ＝６×１０
８Ｎ·ｍ－１）获得的仿真结

果，实线代表参数不作改变的情况．

图８　等效刚度变化后炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．８　Ｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｕｒｖｅｓｗｈｅｎ

ｃｈａｎｇｅｄｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

比较图８（ａ）、（ｂ）两图后可发现甲板刚度对炮
口垂直振动的影响要远大于高低机刚度，且随着甲

板刚度的提高，炮口振动幅度逐渐减少，反之炮口

振幅增加．因此提高火炮安装底座的甲板刚度，是
一种有效的降低炮口振动的方法．值得注意的是高
低机刚度对炮口振动的影响与甲板的规律有所不

同，需分三个阶段进行说明．刚度增加：后坐初期
（０ｓ～０．０５ｓ），振动幅度减小；后坐后期（０．０５ｓ～０．
２ｓ），炮口振动变化规律不明显；复进期（０．２ｓ～０．
４５ｓ），振动幅度减小．刚度减小，变化规律则与之相
反．

（２）Ｇｕａｓｓ变分法
参数选取与４．１节①中相同，不考虑舰炮各处

的摩擦力，仿真结果如图９所示．图９（ａ）－（ｄ）为
基于高斯变分建模给出的舰炮射击过程中广义坐

标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）的仿真曲线．由图可知，舰炮完
成一次射击动作所需的时间为４５０ｍｓ，后坐的最大
距离约为５３ｃｍ；广义坐标 ｑｉ（ｉ＝１，２，３）在初始平
衡位置附近做非对称振动，振幅的数量级分别为

１０－４ｒａｄ与 １０－３ｒａｄ；垂直方向上的振动为主要振
动，且由广义坐标ｑｉ（ｉ＝２，３）决定．事实上，图９中
给出的广义坐标 ｑｉ仿真结果与图６基本一致，这
从另一侧面反映了Ｇｕａｓｓ变分建模方法的可行性，
同时也可看出 Ｇｕａｓｓ变分原理与 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程是
等价的．

图９　广义坐标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

Ｆｉｇ．９　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

图１０为将炮口简化为一质点后，进行振动分
析，所得的炮口射击振动变化曲线．其中（ａ）图为
炮口偏离初始射击位置的水平（Ｄｈｏｒ）方向振动位

移变化曲线，（ｂ）图为相应的垂直（Ｄｖｅｒ）方向振动

位移变化曲线．比较图１０（ａ）、（ｂ）两图中曲线，可

发现炮口垂直方向的振动变化范围远大于水平方
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向，即炮口的振动主要表现在垂直方向上，且垂直

方向的最大振动幅值可达３～４ｃｍ，与最大幅值约
３．６ｃｍ的实验结果符合较好，同时也与图７的炮口
振动仿真结果一致．

图１０　炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

图１１　等效刚度变化后炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｗｉｔｈ

ｃｈａｎｇｅｄｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

依次改变甲板、高低机的等效刚度，其余仿真

参数保持不变，重新进行炮口垂直方向振动位移的

数值仿真，结果如图１１所示．其中（ａ）图为改变甲
板刚度后的仿真结果，（ｂ）图为改变高低机刚度后
的仿真结果，且虚线代表等效刚度降低的情况（ｋｊ
＝７×１０８Ｎ·ｍ－１、ｋｇ＝４×１０

８Ｎ·ｍ－１），点划线代

表等效刚度增大的情况（ｋｊ＝９×１０
８Ｎ·ｍ－１、ｋｇ＝６

·１０８Ｎ·ｍ－１），实线代表刚度未调整的情况．
比较图１１（ａ）、（ｂ）两图，并关注等效刚度调整

后的炮口垂直振动曲线变化幅度可知，甲板刚度为

影响炮口垂直振动的关键因素，其影响要远大于高

低机刚度，且甲板刚度越高，炮口振动幅度越小，反

之则炮口振幅增大．考虑到射击过程中炮口的振动
主要表现在垂直方向上，而甲板刚度又为影响炮口

垂直振动的主要因素，因此提高舰炮安装底座的甲

板刚度，对于炮口减振来说，是一种行之有效的措

施．类似可讨论高低机刚度变化对炮口振动幅度的
影响规律，与甲板刚度有所不同，此时需分三个阶

段进行说明．第一阶段为后坐初期（０ｓ～０．０５ｓ），此
时高低机刚度变化对炮口振动的影响规律与甲板

相同，即刚度越大，振幅越小；第二阶段为后坐后期

（０．０５ｓ～０．２ｓ），此时影响规律与第一阶段相反，变
为刚度越大，振幅越大；第三阶段为复进期（０．２ｓ～
０．４５ｓ），此时影响规律又恢复为刚度越大，振幅越
小．由此可见，高低机刚度对炮口振动的影响较为
复杂，应恰当设计其等效刚度，以达到降低炮口振

动、改善射击性能的目的．另外值得说明的是，此处
获得的刚度变化对炮口振动影响的各种规律，与

４．１节①中给出的结论一致，这从数值计算的角度
再次印证了 Ｇｕａｓｓ变分原理与 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的等
价性．
４．２　刚柔耦合建模算例

（１）Ｌａｇｒａｎｇｅ方程

由上文推得的舰炮刚柔耦合动力学方程

（３５），编制相应计算程序，并针对某型舰炮的发射
过程进行数值仿真．参数选取：状态初值 ｘ（ｔ＝０）＝

［ｑ１，ｑ１，ｑ２，ｑ２，…，ｑｎ，ｑｎ］
Ｔ＝０，身管长度 ｌ＝５．５ｍ，

密度ρ＝７．８×１０３ｋｇ·ｍ－３，弹性模量 Ｅ＝２１０Ｇｐａ，

惯性矩Ｉ＝１．３９×１０－５ｍ４，身管模态截维数取为３，
其余参数选取与刚性建模一致，不考虑舰炮各处的

摩擦力．
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图１２－１６为利用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程进行刚柔耦合
建模获得的动力学仿真结果．其中图１２为广义坐
标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）在舰炮射击过程中随时间变化
的仿真结果．从图中可以看出：舰炮在４５０ｍｓ内完
成一次射击，最大后坐距离约为 ５３ｃｍ；广义坐标
ｑ１，ｑ２，ｑ３偏离初始平衡位置做非对称振动，数量级

分别为１０－４ｒａｄ与１０－３ｒａｄ；舰炮振动主要集中在
垂直方向上，由广义坐标 ｑ２，ｑ３决定．图１３为柔性
变形广义坐标 ｑｉ（ｉ＝５，６，７）随时间变化的仿真结
果．其中ｑ５的数量级为０．１ｍｍ，远大于 ｑ６、ｑ７的幅
值变化范围，因此在计算身管的柔性变形时起主导

作用．身管的模态截维数还可取得更高，但随着舰
炮系统自由度的不断增加，会导致动力学方程

（３５）的求解工作量呈几何级数迅速增大，因此本
文并未给出其仿真结果．实际上，文［１４，５２］中已
经证明此类问题仅取有限截断项即可满足足够的

计算精度．

图１２　广义坐标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

Ｆｉｇ．１２　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

将炮口简化为一质点，分别考虑其在刚性、柔

性建模条件下偏离初始射击位置的水平、垂直方向

振动位移，结果如图１４所示．图中实线为刚性建模
条件（取ｕｆ＝０）下的仿真结果，点划线为柔性建模
条件下的仿真结果．

从图１４中可看出，无论是柔性建模，还是刚性
建模，炮口水平、垂直方向振动位移的最大幅值分

别约为 １．８ｍｍ和 ３．３ｃｍ，与实验数据最大幅值
２ｍｍ和３．６ｃｍ符合较好．身管的柔性变形对炮口
水平、垂直方向的振动位移都会产生影响，只是与

炮口的刚性位移相比，垂直方向上柔性位移所占的

百分比很小，在图１４中难以观察出来．

图１３　柔性广义坐标ｑｉ（ｉ＝５，６，７）

Ｆｉｇ．１３　Ｆｌｅｘｉｂｌｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑｉ（ｉ＝５，６，７）

图１４　炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．１４　Ｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

图１５为局部放大的炮口振动位移曲线．从图
１５中可以看出，在弹丸飞出炮口瞬时（ｔ＝８ｍｓ），与
刚性建模下的结果相比，身管的柔性变形对炮口的

水平、垂向方向振动位移都产生了影响，进而影响

弹丸飞出炮口的初始扰动，并最终影响射击精度．
图１６为局部放大的炮口振动速度曲线．

通过以上仿真分析可以发现，采用Ｌａｇｒａｎｇｅ方
程，对舰炮系统进行刚柔耦合多体动力学分析，其

获得的结果与纯刚性建模下的结果相比，更贴近于

舰炮的实际发射情况．虽然考虑身管柔性变形下的
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动力学建模过程远比刚性情况复杂，但对于计算精

度要求较高的场合（如炮口振动），有必要采用此

种建模方法．仿真结果同时表明，身管的柔性变形
影响弹丸飞出炮口的初始扰动，并最终影响射击精

度．因此，在进行舰炮总体的动力学建模时，将身管
视为柔性体是必要的．

图１５　局部放大的炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．１５　Ｐａｒｔｉａｌｅｎｌａｒｇｅｄｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

图１６　局部放大的炮口振动速度曲线

Ｆｉｇ．１６　Ｐａｒｔｉａｌｅｎｌａｒｇｅｄｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

（２）Ｇｕａｓｓ变分法

选取与４．２节①中相同初始参数，开展舰炮射
击振动的数值仿真，结果如图１７－２０所示．其中：
图１７为舰炮射击过程中广义坐标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）
随时间变化的仿真结果；图１８为柔性变形广义坐
标ｑｉ（ｉ＝５，６，７）随时间变化的仿真结果；图１９为
刚性（取ｕｆ＝０）、柔性建模条件下，炮口偏离初始
射击位置的水平、垂直方向振动位移仿真结果；图

２０为局部放大的炮口振动位移曲线．

图１７　广义坐标ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

Ｆｉｇ．１７　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）

图１８　柔性广义坐标ｑｉ（ｉ＝５，６，７）

Ｆｉｇ．１８　Ｆｌｅｘｉｂｌｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑｉ（ｉ＝５，６，７）

将以上各图与利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建模获得的
仿真图形进行比较，可以发现，尽管由于不同建模

方法导致不同的误差累使得两种建模方法的仿真

曲线取值并不完全相同，然而两者无论在幅度方

面，还是在变化规律方面总体上都比较吻合．故对
于舰炮系统的刚柔耦合的建模问题，不仅理论上可

以严格证明该等价性，由仿真曲线也可看出，

Ｇｕａｓｓ变分原理与 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程是两种等价的分
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析方法．

图１９　炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．１９　Ｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

图２０　局部放大的炮口振动位移曲线

Ｆｉｇ．２０　Ｐａｒｔｉａｌｅｎｌａｒｇｅｄｍｕｚｚｌｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

５　火炮振动固有频率分析

火炮振动致使火炮射击精度变差．长期以来，

几阶共振频率在火炮振动中起主导作用一直是个

难题，且精确的确定更加困难．火炮作为复杂的机
械系统，所含固有频率较多，经典的弹簧 －质量块
系统由于模型差异并不能完全、准确的确定火炮系

统固有频率．而火炮多体模型，既能满足对火炮动
力学系统的简化需求，又能较全面的逼近火炮运动

的真实情况，因此可更精确，更完全的计算火炮系

统的固有频率．本节利用前述推导的火炮多体系统
发射动力学方程进行火炮系统的固有振动频率计

算，并试图找出影响火炮射击振动的共振频率分

量．
５．１　刚性建模固有频率计算

首先给出刚性建模条件下推得的火炮多体系

统动力学方程

Ａ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）ｑ＝ｆ（ｑ，ｔ） （４７）
式中ｑ为多刚体系统的广义坐标列阵，Ａ（ｑ）、Ｇ
（ｑ）、Ｃ（ｑ，ｑ）分别为相应的质量矩阵、刚度矩阵和
阻尼矩阵，其相应解析表达形式可参见附录内容．
不考虑火炮系统的阻尼，则由方程（４７）可得火炮
系统的固有振动方程为

Ａ（ｑ）̈ｑ＋Ｇ（ｑ）ｑ＝０ （４８）
可进一步将火炮系统的固有振动频率计算问题转

化为特征方程（４８）的特征值求解问题
ｄｅｔ（Ｇ（ｑ）－（２πｆ）２Ａ（ｑ））＝０ （４９）

式中ｄｅｔ（·）为矩阵的行列式函数，ｆ为系统固有
振动频率．

由（４９）式，计算刚性建模条件下火炮系统的
固有振动频率．取火炮射角 θ＝０°，计算火炮系统
的固有振动频率如表１所示．其中无后座时取ｑ４＝
０ｍ，后座时取ｑ４＝０．１ｍ．

表１　刚体火炮系统固有振动频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｎａｔｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｒｉｇｉｄｇｕｎｓｙｓｔｅｍ

ｏｒｄｅｒ
Ｒｅｃｏｉｌｌｅｓｓ
（ｈｚ）

Ｒｅｃｏｉｌ
（ｈｚ）

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
（ｈｚ）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
（％）

０
０

Ｒｉｇｉｄｍｏｄａｌ
０

Ｒｉｇｉｄｍｏｄａｌ
１ ８．９７ ９．２１ ８．６５ ３．７０
２ １５．９８ １６．４０ １５．２５ ４．７９
３ ３０．４２ ３２．１７ ２８．７５ ５．８１

考虑表１中无后座时火炮系统的固有振动频
率．一阶固有振动频率为０，代表火炮系统中存在
纯刚性运动．其余固有振动频率的计算结果与模态
实验结果［９］（未后坐）符合较好，且计算误差小，
从而验证了本文理论与方法的可行性．表１中还给
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出了身管后坐０．１ｍ时火炮系统的固有振动频率，
由此可知，文中给出的火炮多体建模方法，不仅可

以计算传统的火炮静止时的固有振动频率，还可用

于计算火炮多类工况下的固有振动频率，为火炮固

有振动频率的计算提供了一条新途径；同时，欲计

算更高阶的火炮系统固有振动频率，可通过进一步

细化火炮多体系统模型来实现．
观察表１中数据还可发现，火炮系统的最低阶

固有振动频率为８．９７ｈｚ，而文中所选型号火炮的发
射率为１０发／ｍｉｎ～９０发／ｍｉｎ（０．１７ｈｚ～１．５ｈｚ），远
低于火炮系统的最低阶固有振动频率，因此在该型

火炮正常工作的情况下是不会产生共振现象的，即

火炮发射率对全炮的振动影响不大．但对于某些射
速较高的小口径火炮而言，则可能会出现发射率接

近低阶固有振动频率的情形，此时应合理控制火炮

的发射率，以抑制火炮发射时的全炮振动．同时，也
可通过调整火炮的部分结构参数，改变火炮系统的

固有振动频率分布，避免射击共振现象发生．

５．２　刚柔耦合建模固有频率计算
与刚性建模类似，首先给出火炮刚柔耦合系统

动力学方程，为便于与刚性系统动力学方程（４７）
区分，写成如下形式

Ａｃ（ｑｃ）̈ｑｃ＋Ｃｃ（ｑｃ，ｑｃ）ｑｃ＋Ｇｃ（ｑｃ）ｑｃ＝ｆｃ（ｑｃ，ｔ）

（５０）

式中下标 ｃ代表刚柔耦合项，ｑｃ、Ａｃ、Ｃｃ、Ｇｃ分别为
火炮刚柔耦合多体系统的广义坐标列阵、质量矩

阵、阻尼矩阵和刚度矩阵．同样，利用特征方程
（５１）的特征值即可求解火炮刚柔耦合多体系统的

固有振动频率ｆｃ．

ｄｅｔ（Ｇｃ（ｑｃ）－（２πｆｃ）
２Ａｃ（ｑｃ））＝０ （５１）

上式中，广义坐标列阵 ｑｃ的柔性截断维数取为３．
同样，取射角θ＝０°，讨论火炮有、无后坐两种工况
下刚柔耦合系统的固有振动频率，如表２所示．其

中无后座时取ｑ４＝０ｍ，后座时取ｑ４＝０．１ｍ．
比较表２与表１中数据可发现，计及身管柔性

的火炮系统固有振动频率计算结果与刚性建模情

况并不完全一致．此时，在原有刚性多体系统固有
振动频率的基础上，附加出现了另外３个固有振动
频率，分别为２．４４ｈｚ、４．６０ｈｚ、５．９２ｈｚ．分析可知，计
及身管柔性后，身管的刚度降低，除相对摇架作后

坐、复进平动外，还在与其轴线垂直的方向上作横

向振动．因此，在０ｈｚ～８．８７ｈｚ之间出现了３个附
加的固有振动频率，这与刚柔耦合建模时选定的柔

性截断维数３相吻合，但鉴于与该部分频率相对应
的横向振动幅度较小，模态实验时并未激发出来．
类似，表２中也给出了身管后坐过程中刚柔耦合火
炮系统的固有振动频率，再次验证了文中多体建模

方法在火炮系统固有振动频率计算方面的优势．表
２中第４、５、６阶固有振动频率与表１中第１、２、３阶
固有振动频率十分接近，且与模态实验结果吻合，

表明文中刚柔耦合动力学模型与刚性动力学模型

都能较好的逼近火炮系统的固有振动特性．表３为
不同建模条件下，火炮系统固有振动频率的计算结

果比较情况．
表２　刚柔耦合火炮系统固有振动频率

Ｔａｂｌｅ２　ＮａｔｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅＲｉｇｉｄ－ｆｌｅｘｉｂｌｅ

ｃｏｕｐｌｉｎｇｇｕｎｓｙｓｔｅｍ

ｏｒｄｅｒ
Ｒｅｃｏｉｌｌｅｓｓ
（ｈｚ）

Ｒｅｃｏｉｌ
（ｈｚ）

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
（ｈｚ）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
（％）

０
０

Ｒｉｇｉｄｍｏｄａｌ
０

Ｒｉｇｉｄｍｏｄａｌ
１ ２．４４ ２．４４
２ ４．６０ ４．６１
３ ５．９２ ５．９３
４ ８．８７ ９．１９ ８．６５ ２．５４
５ １５．８３ １６．２８ １５．２５ ３．８０
６ ２９．７８ ３１．４０ ２８．７５ ３．５８

表３　不同建模条件下火炮系统固有振动频率比较

Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｇｕｎｓｙｓｔｅｍｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
（ｈｚ）

Ｒｉｇｉｄ
（ｈｚ）

Ｒｉｇｉｄｅｒｒｏｒ
（％）

Ｒｉｇｉｄ－ｆｌｅｘｉｂｌｅ
Ｃｏｕｐｌｉｎｇ／（ｈｚ）

Ｃｏｕｐｌｉｎｇ
ｅｒｒｏｒ／（％）

８．６５ ８．９７ ３．７０ ８．８７ ２．５４
１５．２５ １５．９８ ４．７９ １５．８３ ３．８０
２８．７５ ３０．４２ ５．８１ ２９．７８ ３．５８

由表３中数据可知，刚柔耦合模型下求得的火
炮系统固有振动频率与刚性模型相比，更加贴近实

验结果．因此，为获得较高精度的火炮系统固有振
动特性，有必要考虑身管的柔性变形．

６　结论

振动影响火炮的射击精度．文中研究了火炮发
射动力学建模问题，在分析多体动力学基本原理的

基础上，比较了火炮动力学建模方法的特点，提出

了火炮振动的变分建模方法，建立了方便、通用、精
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确的火炮动力学模型，分析了火炮的冲击与振动特

性，获得了火炮振动规律，并发展了火炮动力学和

多体系统动力学理论．主要工作与成果如下：
（１）建立了舰炮的多刚体动力学模型，该模型

适用于各型舰炮乃至火炮的动力学分析．运用多刚
体系统动力学理论，将舰炮简化为基座、旋回架、摇

架和后坐部分组成的多体系统，推导了舰炮的动力

学方程及相应的解析表达式，给出了舰炮射击过程

中各种主要外力，尤其是火药气体冲击力的处理方

法．结合相关实验、资料数据，分析了舰炮射击过程
中各组成构件的运动特性，并讨论了影响炮口振动

的主要因素．研究表明：甲板刚度为引起炮口振动
的主要因素，提高舰炮安装底座的甲板刚度，可有

效降低炮口振动；高低机刚度对炮口振动的影响较

为复杂，应进行合理设计以达到对炮口振动的最佳

抑制．
（２）建立了舰炮多体系统的 Ｇｕａｓｓ变分模型．

Ｇｕａｓｓ变分方法基于 Ｇｕａｓｓ变分原理，通过将舰炮
转化为由多个构件组成的链状结构，从系统拘束的

角度描述舰炮各组成构件的约束关系，进而给出系

统运动规律．Ｇｕａｓｓ变分方法不需推导封闭形式的
动力学方程，仅依赖链状结构的对偶方程、力恒等

方程和边界方程即可完成多体系统的动力学分析，

分析结果与Ｌａｇｒａｎｇｅ方程符合较好，两者实际上是
等价关系．

（３）形成了舰炮多体系统的刚柔耦合动力学
分析理论．在舰炮多刚体系统模型的基础上，附加
考虑身管的柔性形变，建立了舰炮的刚柔耦合多体

动力学模型；采用模态分析法，引入柔性广义坐标

刻画身管的柔性形变，分别采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程和
Ｇｕａｓｓ变分原理推导了封闭形式的刚柔耦合动力学
方程，给出了舰炮射击过程的动态仿真结果，并与

刚性建模下的仿真结果进行了比较分析．分析表
明：计及身管柔性的舰炮刚柔耦合多体动力学方程

推导过程，远比刚性的情况复杂，但其获得的仿真

结果与刚性建模下相比，更贴近于舰炮的实际发射

情况；身管的柔性变形影响弹丸飞出炮口的初始扰

动，进而影响射击精度．因而，在进行火炮系统的多
体建模时，尤其是中小口径火炮的建模时，将身管

视为柔性体是十分必要的．柔性 Ｇｕａｓｓ变分方法发
展了多体系统动力学理论．

（４）利用文中建立的火炮多体动力学理论，系

统的研究了火炮系统的固有振动特性，并分别计算

了刚性建模、刚柔耦合建模下舰炮系统的固有振动

频率．计算表明：所建多体系统模型能有效模拟火
炮的动力学性能，所得固有振动频率与模态实验结

果符合较好；为满足对火炮系统固有振动特性精确

分析的需求，有必要将身管视为柔性体；给出的封

闭形式通用动力学方程，可同时计算多种工况下火

炮系统的固有振动频率．
文中工作建立了普遍性的火炮动力学建模与

振动分析方法，丰富了火炮多体动力学理论；以舰

炮为案例，获得了发射过程中动力学模型与振动特

性．需进一步开展的研究工作有：
（１）进行各种情形下的射击实验与振动测试．
（２）考虑更多的子结构以及部件运动等因素，

建立模型，并研究各运动构件间的接触、间隙与弹

性对射击振动特性的影响．
（３）进一步考虑舰艇平台摇摆、身管双支撑时

变约束等问题，推广火炮动力学与振动模型．
（４）在火炮进行动力学建模与振动分析的基

础上，发展火炮身管的吸振、减振理论与技术．
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ａｔｆｉｒｉｎｇ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＢａｌｌｉｓｔｉｃｓ，２０００，１２（３）：２２～２６（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２３　王长武，陈强，杨国来，等．可视化在火炮发射动力学

仿真中的应用研究．南京理工大学学报，２０００，２４（４）：

３０７～３１０（ＷａｎｇＣＷ，ＣｈｅｎＱ，ＹａｎｇＧＬ，ｅｔａｌ．Ｖｉｓｕａｌ

ｉｚａｔｉｏｎｏｆｇｕｎｌａｕｎｃｈｄｙｎａｍｉｃｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎ

ｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０００，２４（４）：

３０７～３１０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２４　马吉胜，马英忱．基于虚拟样机技术的自行火炮接地

压力分布研究．计算机仿真，２００５，２２（７）：１３９～１４１（Ｍａ

ＪＳ，ＭａＹＣ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｔｈｅｇｒｏｕｎｄｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｏｆａｓｅｌｆｐｒｏｐｅｌｌｅｄｇｕｎｂａｓｅｄｏｎｖｉｒｔｕａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｅｔｅｃｈｎｏｌｏ

ｇｙ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２００５，２２（７）：１３９～１４１（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

２５　杨军荣，何永，米粮川．基于虚拟样机技术的双管火炮

耦合发射动力学仿真．南京理工大学学报，２００６，３０

０２３
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（４）：４３９～４４３（ＹａｎｇＪＲ，ＨｅＹ，ＭｉＬＣ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｉｍｕ

ｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｆｉｒｉｎｇｆｏｒｔｗｉｎｔｕｂｅｇｕｎｂａｓｅｄｏｎｖｉｒｔｕａｌ

ｐｒｏｔｏｔｙｐｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉ

ｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００６，３０（４）：４３９～４４３（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

２６　杭焱，王晓锋，陈运生．基于多体动力学的火炮虚拟现

实系统实时仿真．弹道学报，２００６，１８（１）：５５～５８（Ｈａｎｇ

Ｙ，ＷａｎｇＸＦ，ＣｈｅｎＹＳ．Ｒｅａｌｔｉｍｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎ

ｍｕｌｔｉｂｏｄｙｄｙｎａｍｉｃｓｉｎｖｉｒｔｕａｌｒｅａｌｉｔｙｏｆｇｕｎ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ，２００６，１８（１）：５５～５８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２７　杭焱，王晓峰，杨国来，等．火炮发射动力学的可视化

仿真．弹道学报，２００７，１９（３）：８５～８８（ＨａｎｇＹ，ＷａｎｇＸ

Ｆ，ＹａｎｇＧＬ，ＣｈｅｎＹＳ，ｅｔａｌ．Ｖｉｓｕａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｇｕｎ

ｌａｕｎｃｈｉｎｇｄｙｎａｍｉｃｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＢａｌｌｉｓｔｉｃｓ，２００７，１９（３）：

８５～８８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２８　杭焱，王晓峰，杨国来，等．层次建模技术在火炮虚拟

现实系统中的应用．火炮发射与控制学报，２００８，（１）：

３０～３４（ＨａｎｇＹ，ＷａｎｇＸＦ，ＹａｎｇＧＬ，ＣｈｅｎＹＳ，ｅｔａｌ．

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｍｏｄｅｌｉｎｇｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｉｎｇｕｎｖｉｒ

ｔｕａｌｒｅａｌｉｔｙｓｙｓｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕｎＬａｕｎｃｈ＆ Ｃｏｎｔｒｏｌ，

２００８，（１）：３０～３４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２９　魏孝达．多体完整系统的速度矩阵法．兵工学报，

１９９６，１７（３）：１９３～１９７（ＷｅｉＸＤ．Ｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｍａｔｒｉｘ

ｍｅｔｈｏｄｏｎｍｕｌｔｉｂｏｄｙｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．ＡｃｔａＡｒｍａｍｅｎｔａ

ｒｉｉ，１９９６，１７（３）：１９３～１９７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３０　郭保全，侯宏花，潘玉田．改进的速度矩阵法在火炮动

力学上的应用研究．华北工学院学报，２００２，２３（１）：５０

～５５（ＧｕｏＢＱ，ＨｏｕＨＨ，ＰａｎＹＴ．Ｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｉｍ

ｐｒｏｖｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｏｎｇｕｎｄｙｎａｍｉｃｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＮｏｒｔｈＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＣｈｉｎａ，２００２，２３（１）：５０～５５（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

３１　芮筱亭，刘亚飞．梁系统振动的传递矩阵法．力学与实

践，１９９３，１５（５）：６６～６７（ＲｕｉＸＴ，ＬｉｕＹＦ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａ

ｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｏｆｂｅａｍｓｙｓｔｅｍｖｉｂｒａｔｉｏｎ．ＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉ

ｎｅｅｒｉｎｇ，１９９３，１５（５）：６６～６７（ｉｎＣｈｉｎｉｅｓｅ））

３２　芮筱亭，隋文海，邵允中．刚体的场传递矩阵及其在多

体动力学中的应用．宇航学报，１９９３，１４（４）：８２～８７

（ＲｕｉＸＴ，ＳｕｉＷ Ｈ，ＳｈａｏＹＺ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｏｆｒｉｇｉｄ

ｂｏｄｙａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｎｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，１９９３，１４（４）：８２～８７（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

３３　芮筱亭，王士明，孙一平．带有集中质量和弹簧及刚体

的分布质量梁系统振动的传递矩阵法．南京理工大学

学报，１９９３，１７（６）：７６～８０（ＲｕｉＸＴ，ＷａｎｇＳＭ，ＳｕｎＹ

Ｐ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｂｅａｍｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｓｐｒｉｎｇ，ｒｉｇｉｄｂｏｄｙ，ｌｕｍｐｅｄｍａｓｓａｎｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｍａｓｓ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ），１９９３，１７（６）：７６～８０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３４　芮筱亭，陆毓琪．多体系统振动的传递矩阵法．宇航学

报，１９９５，１６（３）：４１～４７（ＲｕｉＸＴ，ＬｕＹＱ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａ

ｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｖｉｂｒａｔｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｓｔｒｏ

ｎａｕｔｉｃｓ，１９９５，１６（３）：４１～４７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３５　ＲｕｉＸＴ，ＨｅＢ，ＬｕＹＱ．Ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ

ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓ．ＭｕｌｔｉｂｏｄｙＳｙｓｔｅｍ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ，２００５，１４：３１７～３４４

３６　ＲｕｉＸＴ，ＷａｎｇＧＰ，ＬｕＹＱ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｆｏｒ

ｌｉｎｅａｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍ ．ＭｕｌｔｉｂｏｄｙＳｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ，

２００８，１９：１７９～２０７

３７　ＨｅＢ，ＲｕｉＸＴ，ＷａｎｇＧＰ．Ｒｉｃｃａｔｉｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｔｒａｎｓｆｅｒ

ｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｆｏｒｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍｕｎｄｅｒ

ｇｏｉｎｇｌａｒｇｅｏｖｅｒａｌｌｍｏｔｉｏｎ．ＭｕｌｔｉｂｏｄｙＳｙｓｔｅｍＤｙｎａｍｉｃｓ，

２００７，１８：５７９～５９８

３８　芮筱亭，何斌，陆毓琪，等．刚柔多体系统动力学离散

时间传递矩阵法．南京理工大学学报，２００６，３０（４）：３９０

～３９４（ＲｕｉＸＴ，ＨｅＢ，ＬｕＹＱ，ＹｕｎＬＦ，ｅｔａｌ．Ｄｉｓｃｒｅｔｅ

ｔｉｍｅｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｆｏｒｒｉｇｉｄｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓ

ｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄ

Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ），２００６，３０（４）：３９０～３９４（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

３９　何斌，芮筱亭，陆毓琪．多体系统动力学Ｒｉｃｃａｔｉ离散时

间传递矩阵法．兵工学报，２００６，２７（４）：６２２～６２５（Ｈｅ

Ｂ，ＲｕｉＸＴ，ＬｕＹＱ．Ｒｉｃｃａｔｉｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ

ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓ．ＡｃｔａＡｒｍａｍｅｎｔａｒｉｉ，

２００６，２７（４）：６２２～６２５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４０　芮筱亭，
"

来峰，陆毓琪，等．多体系统传递矩阵法及

其应用．北京：科学出版社，２００８（ＲｕｉＸＴ，ＹｕｎＬＦ，Ｌｕ

ＹＱ，ｅｔａｌ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙａｎｄｉｔｓ

ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，２００８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４１　芮筱亭，党双喜，张金奎，等．多体系统传递矩阵法在

火炮动力学中的应用．力学与实践，１９９５，１７（４）：４２～

４４（ＲｕｉＸＴ，ＤａｎｇＳＸ，ＺｈａｎｇＪＫ，ｅｔａｌ．Ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ

ｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｎａｒｔｉｌｌｅｒｙｄｙｎａｍ

ｉｃ．ＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９５，１７（４）：４２～４４（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

４２　芮筱亭，邱风昌．多体火炮系统的固有振动特性．兵工

学报，１９９５，１６（２）：６～１２（ＲｕｉＸＴ，ＱｉｕＦＣ．Ｎａｔｕｒａｌｖｉ

ｂｒａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙｇｕｎｓｙｓｔｅｍｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄｏｆ

ｍｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓ．ＡｃｔａＡｒｍａｍｅｎｔａｒｉｉ，１９９５，１６

（２）：６～１２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４３　芮筱亭．用传递矩阵法研究火炮系统特性．兵工学报，

１２３
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１９９６，１７（１）：７５～７８（ＲｕｉＸＴ，ＱｉｎＹＸ，ＹｉＺＱ．Ｅｔｃ．

Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｓｔｉｃｓｏｆｇｕｎｓｙｓｔｅｍｓｓｔｕｄｉｅｄｔｈｒｏｕｇｈ

ｔｈｅｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘｍｅｔｈｏｄ．ＡｃｔａＡｒｍａｍｅｎｔａｒｉｉ，１９９６，１７

（１）：７５～７８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４４　ＲｕｉＸＴ，ＱｉｕＦＣ．Ｎａｔｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙｇｕｎｓｙｓ

ｔｅｍ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＣａｎｎｏｎａｎｄＧｕｎｔｅｃｈｎｏｌｏ

ｇｙ，Ｃｈｉｎａ，Ｎａｎｊｉｎｇ，１９９３：４９４～５０２
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ｆｏｒｌｏｎｇｔｉｍｅｄｕｅｔｏｐａｒｔｉｃｕｌａｒｉｔｙｏｆｔｈｅｓｈｏｃｋｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｙｓｔｅｍ，ｉｔｉｓｔｈｅｄｏｍｉ
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Ｇａｕｓｓｉａｎｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

２２３
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附录：

３．２节中的舰炮多刚体系统动力学方程为：
Ａ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）ｑ＝ｆ（ｑ，ｔ）

其中Ａ（ｑ）、Ｇ（ｑ）、Ｃ（ｑ，ｑ）、ｆ（ｑ，ｔ）分别为多刚体系
统的质量矩阵、刚度矩阵、阻尼矩阵和整理后的广

义力矩阵．设矩阵Ａ（ｑ）、Ｇ（ｑ）、Ｃ（ｑ，ｑ）、ｆ（ｑ，ｔ）内
元素分别为ａｉｊ、ｇｉｊ、ｃｉｊ、ｆｉ，且有

ｓ１＝ｓｉｎ２（ｑ３＋θ＋ｑ２）　ｃ１＝ｃｏｓ２（ｑ３＋θ＋ｑ２）
ｓ２＝ｓｉｎ（ｑ３＋θ＋２ｑ２）　ｃ２＝ｃｏｓ（ｑ３＋θ＋２ｑ２）
ｓ３＝ｓｉｎ（ｑ３＋θ＋ｑ２）　ｃ３＝ｃｏｓ（ｑ３＋θ＋ｑ２）

ｋｆ、ｋｊ、ｋｇ分别为方向机、甲板、高低机等效刚度
ｃｆ、ｃｊ、ｃｇ分别为方向机、甲板、高低机等效阻尼
θ为火炮射角、ｍｉ为刚体Ｂｉ质量

Ｐｔ为炮膛合力，Ｒｔ为后坐复进过程中的阻力

Ｐｉ＝［ｘｐｉ　ｙｐｉ　ｚｐｉ］
Ｔ　ｌｉ＝［ｘｌｉ　ｙｌｉ＋δ（ｉ－３）ｑ４　ｚｌｉ］

Ｔ

Ｊｉ＝

Ｊｘｉ　Ｊｘｙｉ　Ｊｘｚｉ
Ｊｙｘｉ　Ｊｙｉ　Ｊｙｚｉ
Ｊｚｘｉ　Ｊｚｙｉ　Ｊ









ｚｉ

Ｊｘｙｉ＝Ｊｙｘｉ　Ｊｘｚｉ＝Ｊｚｘｉ　Ｊｙｚｉ＝Ｊｚｙｉ
则矩阵Ａ（ｑ）、Ｇ（ｑ）、Ｃ（ｑ，ｑ）、ｆ（ｑ，ｔ）的表达式如下：
（１）质量矩阵Ａ（ｑ）

ａ１１＝Ｊｙ１ｓｉｎ
２ｑ２＋Ｊｙｚ１ｓｉｎ２ｑ２＋Ｊｚ１ｃｏｓ

２ｑ２＋［（ｙ
２
ｐ１－

　ｚ２ｐ１）ｃｏｓ
２ｑ２＋ｘ

２
ｐ１－ｙｐ１ｚｐ１ｓｉｎ２ｑ２＋ｚ

２
ｐ１］ｍ１＋

　［ｚｌ２ｓｉｎｑ２－ｙｌ２ｃｏｓｑ２＋ｚｐ２ｓ３－ｙｐ２ｃ３］
２ｍ２＋

　［ｚｌ２ｓｉｎｑ２－ｙｌ２ｃｏｓｑ２＋（ｚｌ３＋ｚｐ３）ｓ３－（ｑ４＋

　ｙｌ３＋ｙｐ３）ｃ３］
２ｍ３

ａ１２＝－ｘｐ１（ｚｐ１ｃｏｓｑ２＋ｙｐ１ｓｉｎｑ２）ｍ１＋
　Ｊｘｙ１ｓｉｎｑ２＋Ｊｘｚ１ｃｏｓｑ２
ａ１３＝ａ１４＝０　ａ２１＝ａ１２
ａ２２＝Ｊｘ１＋（ｚ

２
ｐ１＋ｙ

２
ｐ１）ｍ１＋｛［－ｙｐ２ｓｉｎ（ｑ３＋θ）－

　ｚｐ２ｃｏｓ（ｑ３＋θ）－ｚｌ２］
２＋［ｙｌ２＋ｙｐ２ｃｏｓ（ｑ３＋θ）－

　ｚｐ２ｓｉｎ（ｑ３＋θ）］
２｝ｍ２＋｛［－ｚｌ３－ｚｐ３－

　ｚｌ２ｃｏｓ（ｑ３＋θ）＋ｙｌ２ｓｉｎ（ｑ３＋θ）］
２＋［ｙｐ３＋

　ｙｌ２ｃｏｓ（ｑ３＋θ）＋ｙｌ３＋ｑ４＋ｚｌ２ｓｉｎ（ｑ３＋θ）］
２｝ｍ３

ａ２３＝［ｙ
２
ｐ２＋ｚ

２
ｐ２＋ｓｉｎ（ｑ３＋θ）（ｙｐ２ｚｌ２－ｙｌ２ｚｐ２）＋

　ｃｏｓ（ｑ３＋θ）（ｚｐ２ｚｌ２＋ｙｌ２ｙｐ２）］ｍ２＋｛ｙ
２
ｐ３＋ｚ

２
ｌ３＋

　ｚ２ｐ３＋ｙ
２
ｌ３＋ｑ

２
４＋２［ｚｌ３ｚｐ３＋ｙｌ３ｙｐ３＋ｑ４（ｙｌ３＋

　ｙｐ３）］＋ｃｏｓ（ｑ３＋θ）［ｚｌ２（ｚｌ３＋ｚｐ３）＋ｙｌ２（ｙｌ３＋
　ｑ４＋ｙｐ３）］＋ｓｉｎ（ｑ３＋θ）［ｚｌ２（ｙｐ３＋ｑ４＋ｙｌ３）－
　ｙｌ２（ｚｌ３＋ｚｐ３）］｝ｍ３
ａ２４＝［－（ｚｌ３＋ｚｐ３）＋ｙｌ２ｓｉｎ（ｑ３＋θ）－

　ｚｌ２ｃｏｓ（ｑ３＋θ）］ｍ３
ａ３１＝ａ１３　ａ３２＝ａ２３
ａ３３＝Ｊｘ２＋Ｊｘ３＋（ｙ

２
ｐ２＋ｚ

２
ｐ２）ｍ２＋［（ｙｐ３＋ｙｌ３＋

　ｑ４）
２＋（ｚｌ３＋ｚｐ３）

２］ｍ３
ａ３４＝－（ｚｐ３＋ｚｌ３）ｍ３
ａ４１＝ａ１４　ａ４２＝ａ２４　ａ４３＝ａ３４　ａ４４＝ｍ３

（２）刚度矩阵Ｇ（ｑ）
ｇ１１＝ｋｆ　ｇ２２＝ｋｊ　ｇ３３＝ｋｇ　ｇ２４＝ｃ３ｍ３ｇ　ｇ３４＝ｃ３ｍ３ｇ
ｇ１２＝ｇ１３＝ｇ１４＝ｇ２１＝ｇ２３＝ｇ３１＝
　ｇ３２＝ｇ４１＝ｇ４２＝ｇ４３＝ｇ４４＝０

（３）阻尼矩阵Ｃ（ｑ，ｑ）
－ｃ１１＝ｑ２［（ｙ

２
ｐ１－ｚ

２
ｐ１）ｓｉｎ２ｑ２＋２ｙｐ１ｚｐ１ｃｏｓ２ｑ２］ｍ１＋

　｛ｓ１（ｑ３＋ｑ２）ｙ
２
ｐ２＋［（ｓ２ｙｌ２＋２ｃ１ｚｐ２－ｃｏｓ（ｑ３＋

　θ）ｚｌ２＋ｙｌ２ｓｉｎ（ｑ３＋θ）＋ｃ２ｚｌ２）ｑ３＋２（ｓ２ｙｌ２＋

　ｃ２ｚｌ２＋ｃ１ｚｐ２）ｑ２］ｙｐ２＋［２ｙｌ２ｚｐ２ｃ２＋（ｙ
２
ｌ２－

　ｚ２ｌ２）ｓｉｎ２ｑ２－２ｚｌ２ｚｐ２ｓ２＋２ｙｌ２ｚｌ２ｃｏｓ２ｑ２－ｚ
２
ｐ２ｓ１］ｑ２＋

　［－ｚ２ｐ２ｓ１－ｚｌ２ｚｐ２ｓ２＋ｚｌ２ｚｐ２ｓｉｎ（ｑ３＋θ）＋
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