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一类奇异线性脉冲系统的中心和焦点

凌琳　刘苏雨　蒋贵荣

（桂林电子科技大学数学与计算科学学院，桂林　５４１００４）

摘要　利用离散映射讨论了一类二维奇异线性脉冲系统无穷多个周期解的存在性，利用得到的周期解讨论

了特征值不连续变化的现象以及中心和焦点存在的条件，用数值例子给出了系统存在焦点和中心的相图，

很好的验证了理论分析结果．
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引 言

二维常系数的奇异线性系统的动力学性质简

单，有零特征根，存在奇线，没有中心和焦点［１，２］．
在航天技术、控制系统、通信、经济、信息科学等许

多学科中，系统的变量在变化过程中的某个时刻会

发生突然的变化，这种复杂的动力行为可用脉冲微

分动力系统来描述［３，４］．脉冲的应用广泛，如复杂
网络的脉冲同步［５，６］，碰撞动力学分析［７］等等．

将脉冲效应引进线性微分系统后情况变得复

杂起来．尽管得到了一些类似于线性常微分系统理
论，如解的存在惟一性、稳定性等等，但仍有许多

未知的现象和解的性质有待人们探索．由于周期解
的重要性及其在实际中的应用，人们想法寻找它

存在的条件，讨论它的稳定性．性脉冲哈密顿系统
的周期解可以用 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论来讨论［４］，文［８，９］
讨论了周期解的存在性和稳定性．但这里的周期解
是唯一的，对系统存在多个周期解的研究不多，文

［１０］获得了系统存在３个周期解的条件．
本文讨论脉冲动力系统存在无穷多个周期解

的条件，并且利用周期解讨论特征值的不连续变化

以及存在焦点和中心的条件．

１　奇异线性脉冲系统

考虑下列线性脉冲系统

ｘ（ｔ）＝ａｘ（ｔ）＋ｂｙ（ｔ），
ｙ（ｔ）＝ｃｘ（ｔ）－ａｙ（ｔ }），ｔ≠ｎＴ

Δｘ＝－（１－ｐ）ｘ，

Δｙ＝－（１－ｒ）ｙ＋ｈ}，ｔ＝ｎＴ （１）

在条件ａ２＋ｂｃ＝０下，（１）中第一、二个方程组成的
线性常微分系统是奇异的，不存在中心和焦点．为
易于计算，令Ｔ＝１／ａ．现假设系统（１）从初始点 Ａｋ
（ｘｋ，ｙｋ）出发的轨线在时刻 Ｔ到达 Ｂｋ（ｘｋ０，ｙｋ０），然
后在脉冲地的作用下跳跃到点Ａｋ＋１（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）．由
系统（１）得映射（２）：

Ｆ：
ｘｋ＋１＝２ｐｘｋ＋

ｐｂ
ａｙｋ

ｙｋ＋１＝
ｒｃ
ａｘｋ＋ｈ

{ ，

　ａｘｋ＋ｂｙｋ≠０ （２ａ）

Ｇ：
ｘｋ＋１＝ｐｘｋ
ｙｋ＋１＝ｒｙｋ＋ｈ{ ，

　ａｘｋ＋ｂｙｋ≠０ （２ｂ）

２　特征值的不连续变化

当ｈ＝０时，Ａ（０，０）是（２）有唯一的不动点，特
征值为λ１Ａ＝ｐ，λ２Ａ＝ｒ．在条件 －１＜ｐ，ｒ＜１下，系
统（２）有唯一的稳定的零解．

当ｈ≠０时，Ｂ（ ｐｂ
ａ（１－２ｂ＋ｐｒ）ｈ，

１－２ｐ
１－２ｂ＋ｐｒｈ）为

（２）的不动点．在条件１３＜ｐ＜１，－１＜ｒ＜２－
１
ｐ下，

不动点Ｂ的特征值为 λ１２Ｂ＝ｐ± ｐ
２

槡 ＝ｐｒ，其中特征
值λＢ＞１在单位圆的外部．故在（１）中，随着 ｈ的
变化，不动点不发生跳跃，特征值发生了跳跃．下面

考虑ｈ＝０和参数曲线Ｌ１：ｒ＝－２－
１
ｐ，Ｌ２：ｒ＝

１
ｐ．
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３　焦点

考虑Ｌ１和ｈ＝０，复合映射Ｆ
２为

ｘｋ＋２＝（４ｐ
２＋２ｐ＋１）ｘｋ＋

２ｐ２ｂ
ａｙｋ，

ｙｋ＋２＝
（－４ｐ－２）ｃ

ａ ｘｋ＋（２ｐ＋１）ｙ{
ｋ

（３）

令映射（３）的不动点为（ｘ０，ｙ０），由（３）有（４ｐ
２＋

２ｐ）ｘ０＋
２ｐ２ｂ
ａｙ０＝０，ａｘ０＋ｂｙ０≠０．从而映射（３）具有

无穷多个不动点，系统（１）具有无穷多个周期 －２
解，这些解上的初始点都在同一条直线 Ｌ：（２ｐ＋１）

ｘ＋ｐｂａｙ＝０上．

现假设直线Ｌ过第二、四象限，并且在 Ｌ上取

点（ｘｋ，ｙｋ），其中ｘｋ＜０，ｙｋ＞０．令 ｒ＝－２－
１
ｐ＋β．

如果（ｘｋ＋２，ｙｋ＋２）仍然在第二象限，并且 ｘｋ＜ｘｋ＋２＜
０，ｙｋ＞ｙｋ＋２＞０，则原点是稳定的焦点．故有

ｘｋ＜（４ｐ
２－ｐ（－２－１ｐ＋β））ｘｋ＋

２ｐ２ｂ
ａｙｋ＜０

ｙｋ＞
２ｐ（－２－１ｐ＋β）ｃ

ａ ｘｋ－

　ｐ（－２－１ｐ＋β）ｙｋ＞













 ０

（４）
由（５）和（ｘｋ，ｙｋ）∈Ｌ有

０＜ｐβ＜１，

－ａ（２ｐ＋１）ｐβ
＜－（１－ｐβ）ａ（２ｐ＋１）ｐβ

＋

　２ｐβｃａ ＜











 ０

（５）

如果（ｘｋ＋２，ｙｋ＋２）仍然在第二象限，并且ｘｋ＋２＜
ｘｋ＜０，ｙｋ＋２＞ｙｋ＞０，则原点是不稳定的焦点，类似
可得

ｐβ＜０，

－（１－ｐβ）ａ（２ｐ＋１）ｐβ
＋２ｐβｃａ ＜

　－ａ（２ｐ＋１）ｐβ
＜











 ０

（６）

定理１　令ｒ＝－２－１ｐ＋β和 ｈ＝０，则系统（１）在

条件（５）下存在一个稳定的焦点，在条件（６）下存
在一个不稳定的焦点．

４　中心

本节中令ａ＝ｃ＝－ｂ，ｈ＝０，考虑参数曲线 Ｌ２．

设初始点为（０，ｌ），当 ｐ≠ ±槡１２，±
槡２
２，±

槡３
２时，由映

射（２）有相继的６个点为：
Ａ（０，ｌ），Ｂ（－ｐｌ，０），Ｃ（－２ｐ２ｌ，－ｌ），

Ｄ（ｐ（１－４ｐ２）ｌ，－２ｐｌ），

Ｅ（４ｐ２（１－２ｐ２）ｌ，（１－４ｐ２）ｌ），

Ｆ（ｐ（１２ｐ２－１６ｐ４－１）ｌ，４ｐ（１－２ｐ２）ｌ）．

当ｐ＝１２时，（０，ｌ），（０．５ｌ，０），（－０．５ｌ，－ｌ），（０．

５ｌ，０），（０．５ｌ，ｌ），（０，ｌ）依次为解上的点，这些点按
逆时针回到起点，系统存在周期 －６解，并且这些
点关于原点对称．当 ｌ取不同的值时，｜ｌ｜的值大的
相图包围着的值小的相图．当 ｌ＝０时，系统的解是
零解，原点是中心．可以证明从任意点出发的解都
是周期－６解，有结论：
定理２　系统（１）在条件 ｈ＝０，ｒ＝２，ｐ＝０．５下存
在无穷多个周期－６解，其中任意两个周期解中一
个包围另一个，从而原点是中心．

类似的，考虑点 Ｃ，当 ｐ＝槡２２时，系统（１）存在

无穷多个周期－８解；考虑点 Ｄ，当 ｐ＝槡３２时，系统

（１）存在无穷多个周期 －１２解；考虑 Ｅ，当 ｐ＝

槡２＋２
２ 时，系统（１）存在无穷多个周期－１６解．对于

不为上述特殊值的 ｐ＞０，系统（１）的解不是周期
解，但这些解的脉冲点围成一个椭圆．所有这些椭
圆中的任意两个椭圆中一个包围着另一个，原点仍

然是中心，有结论：

定理３　系统（１）在条件 ｈ＝０，ｒ＝１／ｐ＞０下任意
两个解中一个包围另一个，从而原点是中心．

５　数值模拟

在系统（１）中，取 ａ＝ｃ＝－ｂ＝１令初始点为
（－１０，０．１），ｐ＝－０．５，β＝－０．１条件（５）成立，ｐ
＝－０．５，β＝０．１条件（６）成立，图１和图２分别画
出了系统稳定和不稳定的焦点，验证了定理１．

取ｐ＝０．５和ｐ＝０．７５，系统（１）的相图分别如
图３和图４所示，系统存在中心，验证了定理２．

００３
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图１　系统（１）在ｐ＝－０．５，β＝－０．１，ｒ＝－０．１时的相图

Ｆｉｇ．１　Ａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）ｗｉｔｈｐ＝－０．５，β＝－０．１，ｒ＝－０．１

图２　系统（１）在ｐ＝－０．５，β＝０．１，ｒ＝０．１时的相图

Ｆｉｇ．２　Ａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）ｗｉｔｈｐ＝－０．５，β＝０．１，ｒ＝０．１

图３　系统（１）在ｐ＝０．５，ｒ＝２时的相图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆ（１）ｗｉｔｈｐ＝０．５，ｒ＝２

图４　系统（１）在ｐ＝０．７５，ｒ＝０．７５－１时的相图

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆ（１）ｗｉｔｈｐ＝０．７５，ｒ＝０．７５－１

６　结论

本文讨论了一类二维奇异线性脉冲系统动力

学性质．利用离散映射讨论了征值不连续变化的现
象；分析得到了系统存在无穷多个周期 －２解的充
分条件，继而得到了系统存在稳定和不稳定焦点的

条件；分析得到了系统存在无穷多个周期 －６解的
充分条件，继而得到了系统中心的条件．值得一提
的是，对于本文中的二维奇异线性脉冲系统的中心

情形，存在非周期解包围着另一个非周期的现象，

这与常微分方程里的中心情形不同．数值结果也很
好的验证了理论分析的正确性．
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