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摘要　随机特性和随机载荷会引起转子系统动力响应的不确定性，是转子动力学分析中的重要影响因素．

本文基于Ｔｉｍｏｓｈｅｋｅ梁理论，把转轴的材料和几何随机特性表示为一维随机场函数，推导出随机转轴有限元

列式，建立转子系统随机动力学模型，并给出随机载荷作用下随机转子系统动力响应统计量的分析方法．分

别对线性和非线性涡轮泵转子系统进行了随机动力响应分析，并同 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真结果进行对比，结果表

明所建立的随机有限元动力学模型和给出的随机响应分析方法是合理可行的，可以有效应用于实际转子系

统随机动力学分析和设计中．

关键词　随机有限元，　转子系统，　随机响应，　随机参数，　不确定性

引 言

在旋转机械中，许多因素，如非均匀材料参数、

制造和测试误差、外载荷的波动等，导致系统参数

和载荷不同层面的不确定性．转子动力学问题中通
常涉及两类随机性：不确定参数和随机载荷．在转
子动力学分析和设计中应该考虑材料、几何参数和

外载荷的不确定性．
旋转机械转子系统经常承受流体湍流、不均匀

燃烧等引起的随机激励．一些学者关注了随机载荷
作用下转子系统的动力特性研究．Ｈａｓｈｉｓｈ和 Ｓａｎ
ｋａｒ［１］给出了一种柔性转子系统随机响应的简单计
算方法．Ｎａｍａｃｈｃｈｉｖａｙａ［２］研究了谐波载荷和平稳
随机过程共同作用下转轴的均方稳定性．文献［３－
５］中分析了随机地震激励下转子系统的随机振动．
Ｙｏｎｇ等［６］应用有限元法研究了随机轴向载荷作用

下转子系统的横向振动．上述研究中都没有考虑转
子系统的材料和几何参数随机性．

转子系统中参数随机性问题已经出现在许多

实际工程中，尤其是高精尖旋转机械中．对系统动
力响应和动力特性有明显影响．Ｖｉｎｏｇｒａｄｏｖ［７］提出
一种方法用于研究部件的随机公差引起的振动和

支承力的概率分布．Ｌｅｎｇ等［８］用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法
研究了裂纹转子的分岔和混沌现象．Ｄｉｍｅｎｔｂｅｒｇ和
Ｎａｅｓｓ［９］考虑内阻尼随机性分析了简单Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子

的非线性振动．Ｄｒｉｏｔ等［１０］研究几何参数不确定性

影响下不对称Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子的概率稳定性和平稳响
应．但是这些研究都是针对简单的 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子用
解析方法或 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真进行分析，很难应用
于实际工程中复杂的转子系统．

随机有限元法在过去二十年中吸引了许多学

者的研究兴趣，已经扩展到许多研究领域，如透平

叶片随机振动和可靠性研究［１１，１２］，随机结构响应

分析［１３，１４］，随机结构特征值问题研究［１５，１６］以及其

它领域的应用［１７－２０］．但是对于转子系统的随机动
力学问题，除了Ｓａｎｋａｒ等［２１］的工作外，受到的关注

并不多．Ｓａｎｋａｒ等［２１］考虑转子系统材料特性的随

机性，基于Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁理论提出了转轴随机有限元
方法，分析了转子系统涡动速度和模态统计量．

本文考虑材料和几何的随机特性，提出了转轴

的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁随机有限元法，发展了随机响应
分析方法，使之推广到包括随机特性和随机载荷的

转子系统响应分析中．应用线性和非线性涡轮泵转
子系统这两个算例，通过和 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真结果
的比较，验证了所提出的随机模型和分析方法．

１　转轴随机特性

考虑转轴绕中心线以角速度ω旋转，用固定坐标
系ｘｙｚ来描述其运动．坐标轴的原点位于转轴的左端，
ｘ轴和转轴中心线重合，ｙｚ平面是转轴横截面．
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转轴的材料特性，即弹性模量 Ｅ、剪切模量 Ｇ
和质量密度 ρ，是沿长度方向关于其均值随机波
动，可以表达为

Ｅ（ｘ）＝Ｅ－（１＋ε１（ｘ）） （１）

Ｇ（ｘ）＝Ｇ－（１＋ε２（ｘ）） （２）

ρ（ｘ）＝ρ－（１＋ε３（ｘ）） （３）

其中Ｅ－、Ｇ－和 ρ－分别是 Ｅ、Ｇ和 ρ的均值．当转轴离
散为 Ｎ个有限转轴单元，如果每个单元的横截面
是圆形且不变，横截面面积 Ａ、惯性矩 Ｉ、单位长度
的横向和轴向转动惯量Ｊｄ和Ｊｐ可以表示为沿转轴
长度的随机变量

Ａ（ｘ）＝Ａ－ｅ（１＋ε４（ｘ）） （４）

Ｉ（ｘ）＝Ｉ－ｅ（１＋ε５（ｘ）） （５）

Ｊｐ（ｘ）＝２Ｊｄ（ｘ）＝Ｊ
－ｅ
ｐ（１＋ε６（ｘ）） （６）

其中Ａ－ｅ、Ｉ－ｅ和 Ｊ－ｅｐ是Ａ、Ｉ和Ｊｐ在第ｅ个单元长度上
的均值．其中上标 ｅ表示单元数，ｅ＝１，２，…，Ｎ．εｋ
（ｘ），ｋ＝１，２，…是均值为零、方差为σ２ｋ的一维均匀
随机场．

２　Ｔｉｍｅｓｈｏｎｋｏ转轴随机有限元

根据Ｔｉｍｏｓｈｅｋｏ梁理论，长度为 ｌ的随机有限
转轴单元的动能Ｔ和势能Ｐ分别为

Ｔ＝１２∫
ｌ

０
｛ρ（ｘ）Ａ（ｘ）［ｕ

( )ｔ
２
＋ ｖ
( )ｔ

２
］＋

　Ｊｄ（ｘ）［α( )ｔ
２
＋ β
( )ｔ

２
］＋

　ωＪｐ（ｘ）βαｔ
－αβ( )ｔ｝ｄｘ （７）

Ｐ＝１２∫
ｌ

０
｛Ｅ（ｘ）Ｉ（ｘ）［α

( )ｘ
２
＋ β
( )ｘ

２
］＋

　κＧ（ｘ）Ａ（ｘ）［ｕ
ｘ
－( )α２

＋ ｖ
ｘ
－( )β２

］｝ｄｘ

（８）
上式中ｕ和ｖ分别是横截面中线沿ｙ和ｚ方向的平
动位移；α和 β分别是 ｘｙ和 ｘｚ平面内的随机角位
移；ｔ是时间；κ是截面剪切校正因子．

在每个转轴段应用八自由度两节点单元，单元

ｅ在节点ｉ和ｊ上的节点位移矢量为
　｛ｑｅ（ｔ）｝＝｛ｕｉ　ｖｉ　αｉ　βｉ　ｕｊ　ｖｊ　αｊ　βｊ｝

Ｔ （９）
每个单元长度内任意位置的随机平动位移和

角位移，｛ｗ｝＝｛ｕ　ｖ｝Ｔ和｛θ｝＝｛α　β｝Ｔ，可以用
节点位移的形函数近似表达为

｛ｗ（ｘ，ｔ）｝＝［ψ（ｘ）］｛ｑｅ（ｔ）｝ （１０）
｛θ（ｘ，ｔ）｝＝［（ｘ）］｛ｑｅ（ｔ）｝ （１１）

其中ψ和分别是转轴单元的平动和角位移的形
函数．关于弯曲和剪切变形的形函数中的转轴材料
几何特性不依赖于 ｘ，取对应物理量的均值，即 Ｅ－、
Ｇ－、Ａ－ｅ和 Ｉ－ｅ．因此，ψ和可以采用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ旋转
梁单元［１］中采用的Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式形函数．

依照标准推导过程，用拉格朗日方程推导出如

下随机有限转轴单元的动力学方程

［Ｍｅ］｛̈ｑｅ｝－ω［Ｇｅ］｛ｑｅ｝＋［Ｋｅ］｛ｑｅ｝＝
　｛Ｆｅｄ｝＋｛Ｆ

ｅ
ｓ｝ （１２）

式中｛Ｆｅｄ｝和｛Ｆ
ｅ
ｓ｝分别表示作用在单元节点上的确

定性和随机性载荷；［Ｍｅ］、［Ｇｅ］和［Ｋｅ］分别是单元
的随机质量、陀螺和刚度矩阵，其系数计算公式如下

ｍｉｊ＝∫
ｌ

０
ρ（ｘ）Ａ（ｘ）ψｉψｊｄｘ＋∫

ｌ

０
Ｊｄ（ｘ）ｉｊｄｘ＝

　∫
ｌ

０
ρ－Ａ－（１＋ε３＋ε４＋ε３ε４）ψｉψｊｄｘ＋

１
２∫

ｌ

０
Ｊ－ｐ（１＋

　ε６（ｘ））ｉｊｄｘ （１３）

ｇｉｊ＝∫
ｌ

０
Ｊｐ（ｘ）（２ｉ１ｊ－１ｉ２ｊ）ｄｘ＝∫

ｌ

０
Ｊ－ｐ（１＋

　ε６）（２ｉ１ｊ－１ｉ２ｊ）ｄｘ （１４）

ｋｉｊ＝∫
ｌ

０
Ｅ（ｘ）Ｉ（ｘ）ψ＂ｉψ

＂
ｊｄｘ＋∫

ｌ

０
κＧ（ｘ）Ａ（ｘ）（ψ′ｉ－

　ｉ）（ψ′ｊ－ｊ）ｄｘ＝∫
ｌ

０
Ｅ－Ｉ－（１＋ε１＋ε５＋

　ε１ε５）ψ
＂
ｉψ
＂
ｊｄｘ＋∫

ｌ

０
κＧ－Ａ－（１＋ε２＋ε４＋

　ε２ε４）（ψ′ｉ－ｉ）（ψ′ｊ－ｊ）ｄｘ （１５）

其中ｍｉｊ、ｇｉｊ和ｋｉｊ分别是［Ｍ
ｅ］、［Ｇｅ］和［Ｋｅ］的系数．

撇号指示关于空间坐标的求导，关于时间的求导用

符号上面的圆点表示．注意关于质量密度和横截面
面积的随机场ε３和ε４本质上是互不相关的．可以
把ε３ε４定义为一个新的随机场 ε７，其统计特性为

均值Ｅ（ε７）＝Ｅ（ε３ε４）＝０和方差 σ
２
７＝Ｖａｒ（ε７）＝

Ｖａｒ（ε３ε４）＝σ
２
３σ
２
４，其中 Ｅ（·）和 Ｖａｒ（·）表示均

值和方差算子．同样可以定义 ε８＝ε１ε５和 ε９＝

ε２ε４是两个均值为零、方差为 σ
２
８＝σ

２
１σ
２
５和 σ

２
９＝

σ２２σ
２
４的随机场．

３　转子系统随机有限元方程

组合每个转轴单元并考虑阻尼力，可以推导出

整体随机转子系统的动力有限元方程

４８２
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［Ｍ］｛̈ｑ｝＋［Ｄ］｛ｑ｝－ω［Ｇ］｛ｑ｝＋［Ｋ］｛ｑ｝＝
　｛Ｆｄ｝＋｛Ｆｓ｝ （１６）

其中节点上刚性盘传递来的载荷和轴承刚度可以直

接引入相应的矩阵．［Ｍ］、［Ｄ］、［Ｇ］和［Ｋ］分别是整
体转子系统的随机质量、阻尼、陀螺和刚度矩阵．
｛Ｆｄ｝和｛Ｆｓ｝分别表示作用在整体转子系统上的确
定性和随机载荷．其它载荷，如不平衡力、密封和叶
轮引起的非线性流体激振力等，包含在｛Ｆｄ｝中．

４　随机矩阵和载荷的扩展形式

式（１６）中转子系统的随机矩阵可以分别写为
如下形式

［Ｍ］＝［Ｍ０］＋∑
９

ｉ＝１

［Ｍ］
εｉ
εｉ＝［Ｍ

０］＋∑
９

ｉ＝１
［Ｍｉ］εｉ

（１７）

［Ｇ］＝［Ｇ０］＋∑
９

ｉ＝１

［Ｇ］
εｉ
εｉ＝［Ｇ

０］＋∑
９

ｉ＝１
［Ｇｉ］εｉ

（１８）

［Ｋ］＝［Ｋ０］＋∑
９

ｉ＝１

［Ｋ］
εｉ
εｉ＝［Ｋ

０］＋∑
９

ｉ＝１
［Ｋｉ］εｉ

（１９）
其中上标０表示随机变量的均值对应的确定性项．
如果阻尼矩阵的变动可以用均值为零方差为σ２１０的
随机场ε１０（ｘ）表征，随机阻尼矩阵可以分解为均值
部分和波动部分

［Ｄ］＝［Ｄ０］＋［Ｄ０］ε１０ （２０）
注意由于随机载荷矢量｛Ｆｓ｝的存在，微分方程

（１６）是和随机激励时间相关的．由于随机载荷作
用在转子支承位置，比较转子支承间的跨度可以忽

略随机载荷的空间相关性．假设随机载荷沿不同方
向相关性可以用权重系数反映，｛Ｆｓ｝可以认为围绕
其概率平均振幅ｆ０波动，可以重新表示为

｛Ｆｓ（ｔ）｝＝（ｆ０＋ｆ（ｔ））｛Ｉ｝ （２１）
式中｛Ｉ｝是随机载荷作用位置指示矢量，并且包含
有不同方向的权重系数．ｆ（ｔ）是载荷作用的随机过
程，可以离散为［１７］

ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｍ＝－ｎ
ｆｍδ（ｔ－ｔｍ）Δｔ （２２）

其中ｆｍ是零均值的离散随机变量；Δｔ是时间增量；

δ（ｔ－ｔｍ）是脉冲函数，满足

∫
ｔｍ＋Δｔ／ｓ

ｔｍ－Δｔ／２
δ（ｔ－ｔｍ）ｄｔ＝１ （２３）

然后，｛Ｆｓ｝可以从均值ｆ０扩展为

｛Ｆｓ｝＝ｆ０｛Ｉ｝＋ｆｍｌｉｍｎ→∞∑
ｎ

ｍ＝－ｎ
δ（ｔ－ｔｍ）Δｔ｛Ｉ｝（２４）

５　随机响应分析的摄动方程

在火箭发动机涡轮泵、喷气发动机等实际的高精

尖旋转机械中，随机转子参数的波动量相对是个小

量，其变异系数也是个小量．因此，在这类随机转子系
统的随机响应分析中应用摄动技术是合理有效的．

节点位移矢量｛ｑ｝的二阶摄动方程可以表达为

｛ｑ｝＝｛ｑ０｝＋｛ｑ｝
ｆｍ
ｆｍ＋∑

１０

ｉ＝１

｛ｑ｝
εｉ
εｉ＋

１
２∑
１０

ｉ＝１

２｛ｑ｝
εｉｆｍ

εｉｆｍ＋
１
２
２｛ｑ｝
ｆ２ｍ
ｆ２ｍ＋

１
２∑
１０

ｉ＝１
∑
１０

ｊ＝１

２｛ｑ｝
εｉεｊ

εｉεｊ （２５）

因为关于转子材料几何特性和载荷是互不相关的，

关于εｉｆｍ的响应成分在后面随机响应分析中并不
需要，所以关于 εｉｆｍ的项可以从上面展开式中移
走．当参数激励在系统方程中不存在时，因为关于
ｆ２ｍ的响应成分为０，关于 ｆ

２
ｍ的项也是不必要的．由

此，式（２５）可以简化为

｛ｑ｝＝｛ｑ０｝＋｛ｑ｝
ｆｍ
ｆｍ ＋∑

１０

ｉ＝１

｛ｑ｝
εｉ
εｉ＋

１
２∑

１０

ｉ＝１
∑
１０

ｊ＝１

２｛ｑ｝
εｉεｊ

εｉεｊ＝｛ｑ
０｝＋｛ｑ１ｆ｝ｆｍ＋∑

１０

ｉ＝１
｛ｑ１ｉ｝εｉ＋∑

１０

ｉ＝１
∑
１０

ｊ＝１
｛ｑ２ｉｊ｝

εｉεｊ （２６）
把式（１７－２０）和式（２４、２５）代人式（１６），可以

获得转子系统随机响应问题的零阶、一阶和二阶方

程，分别如下：

零阶方程

［Ｍ０］｛̈ｑ０｝＋［Ｄ０］｛ｑ０｝－ω［Ｇ０］｛ｑ０｝＋
　［Ｋ０］｛ｑ０｝＝｛Ｆｄ｝＋ｆ０｛Ｉ｝ （２７）

一阶方程

［Ｍ０］｛̈ｑ０ｆ｝＋［Ｄ
０］｛ｑ０ｆ｝－ω［Ｇ

０］｛ｑ０ｆ｝＋

　［Ｋ０］｛ｑ０ｆ｝＝ｌｉｍ
ｎ

ｍ＝－ｎ
δ（ｔ－ｔｍ）Δｔ｛Ｉ｝ （２８）

［Ｍ０］｛̈ｑ１ｉ｝＋［Ｄ
０］｛ｑ１ｉ｝－ω［Ｇ

０］｛ｑ１ｉ｝＋

　［Ｋ０］｛ｑ１ｉ｝＝－｛Ｆ
１
ｉ｝ （２９）

二阶方程

［Ｍ０］｛̈ｑ２ｉｊ｝＋［Ｄ
０］｛ｑ２ｉｊ｝－ω［Ｇ

０］｛ｑ２ｉｊ｝＋

　［Ｋ０］｛ｑ２ｉｊ｝＝－｛Ｆ
２
ｉｊ｝ （３０）

其中

｛Ｆ１ｉ｝＝［Ｍ
ｉ］｛̈ｑ０｝＋［Ｄ０］｛ｑ０｝－

　ω［Ｇｉ］｛ｑ０｝＋［Ｋｉ］｛ｑ０｝ （３１）
｛Ｆ２ｉｊ｝＝［Ｍ

ｉ］｛̈ｑ１ｊ｝＋［Ｄ
０］｛ｑ１ｊ｝－
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　ω［Ｇｉ］｛ｑ１ｊ｝＋［Ｋ
ｉ］｛ｑ１ｊ｝ （３２）

应用逐步时间积分算法可以从式（２７）求得
｛ｑ０｝的解．当式（２７）中的确定性载荷矢量｛Ｆｄ｝中
包含非线性流体激振力、轴承支反力等非线性载荷

时，通过数值积分中增加 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ迭代来
确定｛ｑ０｝．方便的是在一阶和二阶方程（２８－３０）
中没有非线性项，是线性微分方程．因此，由于非线
性载荷增加的计算耗费并不大．意味着非线性转子
系统的随机响应分析也是切实可行的．根据｛ｑ０｝，
确定出｛Ｆ１ｉ｝，然后式（２９）就可以求解，式（３０）的解
也就可以顺次获得．

６　位移响应统计量

一旦求得转子系统响应关于随机变量和激励

的零阶、一阶和二阶摄动量，就可以计算转子系统

动力响应的统计量．位移响应的均值和方差矢量可
以用下列方程计算：

Ｅ（｛ｑ｝）＝｛ｑ０｝＋∑
１０

ｉ＝１
∑
１０

ｊ＝１
｛ｑ２ｉｊ｝Ｃｏｖ（εｉ，εｊ） （３３）

Ｖａｒ（｛ｑ｝）＝ｄｉａｇ（｛ｑ１ｆ｝｛ｑ
１
ｆ｝
Ｔ）Ｒ（ｆｍ）＋

　∑
１０

ｉ＝１
∑
１０

ｊ＝１
ｄｉａｇ（｛ｑ１ｆ｝｛ｑ

１
ｆ｝
Ｔ）Ｃｏｖ（εｉ，εｊ） （３４）

其中Ｅ（·）、Ｃｏｖ（·）、Ｖａｒ（·）和Ｒ（·）分别是期
望、协方差、方差和自相关算子；符号ｄｉａｇ（·）表示
矩阵的对角量．

在两个不同节点ｋ和ｌ上位移响应协方差为

　Ｃｏｖ（ｑｋ，ｑｌ）＝ｑ
１
ｆｋｑ
１
ｆｌＲ（ｆｍ）＋∑

１０

ｉ＝１
∑
１０

ｊ＝１
ｑ１ｉｋｑ

１
ｊｌＣｏｖ（εｉｋ，εｊｌ）（３５）

如果随机变量 εｉ假设彼此不相关，上面协方差公
式可以写为

Ｃｏｖ（ｑｋ，ｑｌ）＝ｑ
１
ｆｋｑ
１
ｆｌＲ（ｆｍ）＋∑

１０

ｉ＝１
ｑ１ｉｋｑ

１
ｉｌＲｉ（Δｘ）（３６）

其中Ｒｉ（Δｘ）是随机变量εｉ的自相关函数，Δｘ是节
点ｋ和ｌ间的距离．当随机变量εｉ的功率谱密度已
知时，自相关函数Ｒｉ（Δｘ）可以容易地求得．

７　数值算例

如图１所示为涡轮泵转子系统，文献［２２］中
已经研究了该系统在确定条件下的动力特性．本文
以此转子系统为例验证所提出的随机有限元模型

和随机响应分析方法．涡轮泵转子系统转轴两端安
装有泵和涡轮．考虑式（１－６）中所示的随机特性，
应用本文提出的随机有限元方法建立转子系统１０
个有限单元和１１个节点动力学模型．泵和叶轮作

用简化为位于节点４和１０的两个盘，支承作用位
于节点５和８．假设转子系统承受从支承传递来的
平稳白噪声激励．ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真因为需要取足够
样本数进行大量的重复计算，所以计算耗费巨大，

尤其是非线性转子系统有限元模型分析．因此
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真通常用于验证其它方法获得统计
量的正确性．本文中，我们将用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真对
比验证所提出模型和分析方法．

图１　涡轮泵转子系统随机有限元模型，１～１１：节点数

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｔｕｒｂｏｐｕｍｐ

ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ．１～１１：ｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒ

图２　线性转子系统位移响应均值，ω＝８００Ｈｚ

Ｆｉｇ．２　Ｍｅａｎｖａｌｕｅｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｌｉｎｅａｒ

ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍａｔω＝８００Ｈｚ

图３　线性转子系统位移响应标准差，ω＝８００Ｈｚ

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｌｉｎｅａｒ

ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍａｔω＝８００Ｈｚ

在随机载荷和泵质量偏心引起的不平衡力作用

下，计算获得涡轮泵转子系统位移响应的均值和标

准差．各时刻下泵端支承处的响应统计量如图２和
图３所示，图中比较了本文方法获得结果和 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ仿真结果．从中可以看出本文方法获得计算结

６８２
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果和ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真计算结果是非常接近的．
当考虑泵出口处流体密封的非线性动力影响，

由于密封引起的非线性流体激振力，该转子系统变

为一个非线性系统．非线性流体激振力可以用
Ｍｕｓｚｙｎｓｋａ密封力模型等效为作用在节点４上的集
中载荷．转子系统非线性位移响应的均值和标准差
分别绘于图４和图５中．同图２中周期波动的均值
相比较，图４中位移均值由于非线性因素的影响，其
位移均值是随时间非周期变化的．相似的现象也可以
在图５标准差变化中发现．但是，根据本文提出模型
和方法求得的结果和ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真结果是非常一
致的，表明所提出模型和分析方法是实用有效的．

图４　非线性转子系统位移响应均值，ω＝８２００Ｈｚ

Ｆｉｇ．４　Ｍｅａｎｖａｌｕｅｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍａｔω＝８２００Ｈｚ

图５　非线性转子系统位移响应标准差，ω＝８２００Ｈｚ

Ｆｉｇ．５　Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍａｔω＝８２００Ｈｚ

８　结论

考虑转子系统在加工和测量中的不确定性，把

弹性模量、剪切模量、质量密度、横截面面积、惯性

矩、转动惯量和阻尼系数表示为一维随机场函数，

根据 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论提出转轴的随机有限单
元，列出转子系统随机有限元方程．所提出的随机
有限元模型不仅可以包含随机外载荷，而且包含不

平衡力、非线性流体激振力等载荷．
把随机载荷处理为随机时间序列，根据二阶摄

动方法给出转子系统的随机响应分析方法，以获得

转子系统在随机特性和随机载荷下的均值和方差

响应．因为随机响应解源于确定性系统响应的摄
动，所提出的方法可以方便、有效地应用于实际工

程中复杂转子系统的随机动力响应分析．应用两个
算例，线性和非线性涡轮泵转子系统，通过和

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真结果的对比，验证了所提出的随机
模型和响应分析方法．
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