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Ｄｕｆｆｉｎｇ系统中 Ｌéｖｙ噪声诱导的随机共振与相转移

李娟娟　许勇　冯晶
（西北工业大学应用数学系，西安　７１００７２）

摘要　研究了Ｌéｖｙ噪声激励下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的随机共振与相转移问题．分析了噪声强度、阻尼系数及稳定性

指标对系统随机共振的影响，结果表明减小阻尼系数有利于观测系统的随机共振现象，而稳定性指标的减

小削弱了随机共振的发生．模拟了系统的稳态概率密度函数，通过调节噪声参数来观察稳态概率密度峰数

的变化，进而讨论了系统的相转移现象，发现Ｌéｖｙ噪声的噪声强度、稳定性指标及偏斜参数均能诱导系统发

生相转移，而高斯噪声激励下，噪声强度不能诱导系统发生相转移，从而反映了高斯噪声与Ｌéｖｙ噪声对系统

的不同作用机理．
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引 言

在实际工程中，外界的随机扰动是无处不在的，

系统不可避免的要受到外界噪声的干扰，因此考察

噪声对动力系统的影响已成为动力学发展的主要方

向．目前，随机因素和非线性共同作用下诱导的物理
现象已成为物理界研究的主要课题，例如：噪声诱导

相转移与跃迁、随机共振、随机分岔等［１］．
近年来，噪声诱导的随机共振以及逃逸问题的

研究已经成为人们关注的焦点．随机共振（ＳＲ）是
一种涉及到多个自然科学领域的新理论和新方法，

它是研究系统的输出与噪声、系统参数及外界信号

之间非单调性的一种非线性现象，而相转移经常被

作为刻画逃逸问题的重要指标，从而引起了各领域

学者的广泛关注．２０１０年，Ｋｅｎｆａｃｋ和 Ｓｉｎｇｈ［２］通过
数值模拟信噪比的方法证明了在高斯白噪声激励

下，二阶耦合系统中伴随着随机共振的发生．２００５
年，Ｇｈｏｓｈ和 Ｂａｒｉｋ［３］等对白噪声激励下双稳系统
的相转移进行了研究，发现调节外界噪声可以使系

统的稳态概率密度从单峰变为双峰，从而观察到了

相转移现象．２００７年，徐和曾［４］等人对一阶系统中

Ｌéｖｙ噪声诱导的随机共振进行了相关的研究，并
通过模拟误差概率来度量随机共振．２００９年，Ｄｙ
ｂｉｅｃ［５］证实了在Ｌéｖｙ噪声的激励下，单势井中仍然
可以发生随机共振，同时对 Ｌéｖｙ噪声激励下一阶

系统的相转移与分岔进行了讨论．２０１１年，许［６］等

利用随机平均法研究了高斯色噪声激励下 Ｄｕｆｆｉｎｇ
－ｖａｎｄｅｒｐｏｌ振子的随机分岔，发现系统参数、噪
声强度和关联时间的变化都能够诱导系统出现随

机分岔现象．
在以上的研究中，大多数学者都假定外界噪声

是高斯的情形，然而在非高斯随机激励下动力系统

所表现出来的特征是不同的．Ｌéｖｙ噪声作为一类
重要的非高斯噪声，具有长拖尾、不连续跳以及无

穷可分性，能够更为准确地反映客观实际存在的随

机扰动．近年来，不仅在物理学，生物学，地球科学
等自然学科，而且在经济学，社会学等领域里都已

经观察到了Ｌéｖｙ噪声的存在．尽管如此，近年来对
于Ｌéｖｙ噪声诱导的随机共振与相转移研究较多的
还是针对于一阶非线性系统，对于 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统及
高维系统的研究依然很少．

本文主要研究 Ｌéｖｙ噪声激励下 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统
的随机共振与相转移问题．首先，通过模拟信噪比
关于噪声强度的函数来观察随机共振现象，分析各

个参数对随机共振的影响．此外，进一步探讨噪声
强度、稳定性指标及偏斜参数对系统稳态概率密度

函数的影响，进而说明系统的相转移行为．

１　Ｄｕｆｆｉｎｇ系统和Ｌéｖｙ噪声

考虑如下形式的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，它满足如下方程
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ｘ̈＋γｘ＋ｄＶ（ｘ）ｄｘ ＝Ｆ（ｔ）＋η（ｔ） （１）

其中γ为阻尼系数，Ｆ（ｔ）＝Ａｃｏｓ（ωｔ）是外部周期信
号，Ａ和ω分别代表信号的振幅和频率，η（ｔ）代表
稳定性指标为α的 Ｌéｖｙ白噪声，它是 Ｌéｖｙ过程 ζ
（ｔ）的时间导数．势函数Ｖ（ｘ）定义为：

Ｖ（ｘ）＝－ａｘ２／２＋ｂｘ４／４　（ａ＞０，ｂ＞０） （２）

显而易见，Ｖ（ｘ）有两个稳定点 ｘｓ１，２ 槡＝± ａ／ｂ和一

个不稳定点ｘｕｎ＝０，势垒的高度 ΔＶ（ｘ）＝ａ
２／４ｂ．系

统在未受到信号干扰时，势函数是对称的双势阱，

而当在系统中载入周期信号后，信号便会调制势阱

的变化，使得势垒的高度不断上升或者下降，从而

为粒子在两个势阱之间的跃迁提供了可能．
随机变量ζ（ｔ）的样本数据服从 Ｌéｖｙ分布 Ｌα，β

（ζ；σ，μ），其可用如下形式的特征函数 Φ（ｋ）来表

示，即 Φ（ｋ）＝∫
＋∞

－∞
ｄζｅｉｋζＬα，β（ζ；σ，μ），故当 α∈

（０，１）∪（１，２］时

Φ（ｋ）＝ｅｘｐ［ｉμｋ－σα｜ｋ｜α（１－

　ｉβｓｇｎ（ｋ）ｔａｎπα２）］ （３）

当α＝１时

Φ（ｋ）＝ｅｘｐ［ｉμｋ－σ｜ｋ｜（１＋

　ｉβｓｇｎ（ｋ）２π
ｌｎ｜ｋ｜）］ （４）

其中参数α∈（０，２］，β∈［－１，１］，σ∈［０，＋∞），μ
∈Ｒ．稳定性指标 α决定了分布曲线尾部的平坦程
度，当α＝２时，Ｌéｖｙ分布退化为高斯分布．偏斜参
数β描绘了分布曲线的对称性，β＝０说明分布是
对称的，β＞０与 β＜０表示分布右偏或左偏．尺度
参数σ表明了 Ｌéｖｙ分布的范围和离散度，位置参
数μ表明了分布的中心．噪声强度定义为Ｄ＝σα．

２　Ｌéｖｙ噪声激励下的随机共振现象

采用信噪比（ＳＮＲ）这一量化指标来研究系统
的随机共振现象．将输出信号的功率谱与噪声功率
谱的比值作为衡量信噪比的指标，并且模拟信噪比

关于噪声强度变化的函数．随着噪声强度的变化，
如果信噪比会在某噪声强度处出现局部极大值，就

认为系统在该噪声强度处发生了随机共振，并且该

峰值越大就说明更容易观测到系统的随机共振现

象．在此取参数ａ＝１，ｂ＝１，μ＝０，ｔ＝０．００１．

２．１　数值方法
为了模拟系统（１）中粒子的运动轨迹及系统

的输出信噪比，我们用四阶龙格库塔法对系统求

解，并用Ｊａｎｉｃｋｉ－Ｗｅｒｏｎ算法［７］生成 Ｌéｖｙ随机数．
对系统（１）作如下变换：

ｘ＝ｙ

ｙ＝－γｙ－ｄＶ（ｘ）ｄｘ ＋Ｆ１（ｔ）＋η（ｔ{ ）
（５）

并对其进行离散化［４，５，７］：

ｘｎ＋１＝ｘｎ＋ｙｎΔｔ，

ｙｎ＋１＝ｙｎ＋［－γｙｎ＋ａｘｎ－ｂｘ
３
ｎ＋

　Ｆ１（ｎΔｔ）］·Δｔ＋Δｔ
１／α

{
ζ

（６）

这里 ζ是噪声强度为 Ｄ、稳定性指标为 α的 Ｌéｖｙ
随机数．图１模拟出了不同噪声强度下的输入与输
出信号，黑色虚线表示输入信号，即 Ｄ＝０．０，红色
实线表示输出信号，可以看出噪声强度较小时，粒

子只在一个势阱中运动，随着噪声强度的增大，粒

子开始在两个势阱之间进行跳跃，而且跳跃的频率

随着噪声强度的增大而加强，这说明噪声强度有助

于粒子在两势阱间的跃迁．其中参数Ａ＝０．１５，α＝１．

７５，β＝０，γ＝０．０２，ｗ＝槡２／２０．

图１　不同噪声强度下的输入与输出信号

Ｆｉｇ．１　Ｉｎｐｕｔ／ｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

随着稳定性指标的减小，考虑到 Ｌéｖｙ噪声的
不连续跳会导致粒子的样本路径变化很快以至无

穷，文献［８］在数值模拟的过程中对ｘ（ｔ）进行了人
为的截断．这里由于方程（１）的解大都在正负１附

近，据此设定临界值 １０１３，如果（１）式的解小于

１０１３，就认为该样本有效，否则视为无效样本，最终

通过对有效样本取平均来获取系统的信噪比．本文

采用的信噪比定义如下［９］：

ＳＮＲ＝１０ｌｏｇ
Ｐｓｉｇｎａｌ
Ｐｎｏｉｓｅ

（７）

９７２
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由于信号对系统始终起主导作用，而噪声仅仅起调

制作用，因此信号的功率谱定义为 Ｐｓｉｇｎａｌ＝｜Ｙ（ｋ０）

｜２，其中Ｙ（ｋ）是输出信号序列｛ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，…，
Ｎ－１｝的快速傅里叶变换，即

Ｙ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｅ－２πｊｋｎ／Ｎ （８）

Ｎ是Ｌéｖｙ噪声序列的长度，取Ｎ＝２１３．由于Ｌéｖｙ白
噪声的功率谱变化比较平缓，且对于给定的信号，｜
Ｙ（ｋ）｜２的最大值所对应的频率不会随着噪声强度
的变化而变化，故ｋ０定义为较小噪声强度下｜Ｙ（ｋ）

｜２（ｋ＝０，…，Ｎ－１）取得最大值时所对应的 ｋ，且随
着噪声强度的增大，ｋ０将保持不变．噪声的功率谱

可以通过在｜Ｙ（ｋ０）｜
２周围取平均得到，定义为［９］

Ｐｎｏｉｓｅ＝
１
２Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
（｜Ｙ（ｋ０＋ｉ）｜

２＋｜Ｙ（ｋ０－ｉ）｜
２）

（９）
其中Ｍ是一个整数，我们取Ｍ＝５．

为了验证上述数值方法的有效性与正确性，在

此取α＝２，β＝０（即高斯噪声的情形），系统参数 Ａ

＝０．１５，ｗ＝槡２／２０，分别模拟出三个不同阻尼系数
下的信噪比函数，如图２，结果与文献［２］中的结果
有相同的趋势．

图２　高斯白噪声激励下的信噪比函数

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅＳＮＲｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ

２．２　数值结果
根据以上数值方法，模拟系统（１）在不同的阻

尼系数及稳定性指标下的输出信噪比，如图３和图

４．取参数β＝０，信号频率ｗ＝槡２／２０，振幅Ａ＝０．２．
图３展示了不同阻尼系数下的信噪比函数，可

以看出信噪比随着噪声强度的变化呈现出非单调

依赖关系．随着噪声强度的增大，系统的输出信噪
比不断减小并达到极小值，随后不断增大噪声强度

至ＤＳＲ，信噪比函数取得极大值，此后便一直减小．
这就说明在ＤＳＲ处，噪声的能量有效地转化为信号
能量，使信号得到了放大，而噪声受到了抑制，最终

系统（１）的输出信噪比得到了大大的提高，这是由
系统发生随机共振所引起的．而随着阻尼系数的增
大，信噪比的峰值逐渐右移，且该峰值不断减小，这

就说明较小的阻尼系数更有利于系统观测到随机

共振现象．因此我们可以确定出系统发生随机共振
的最佳阻尼系数，即γ＝０．０２．

图３　不同阻尼系数下的信噪比函数

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅＳＮＲｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒ

图４　不同稳定性指标下的信噪比函数

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅＳＮＲｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔａｂｉｌｉｔｙｉｎｄｅｘ

取阻尼系数γ＝０．０２，图４描绘了不同的稳定
性指标下的信噪比函数．可以看出在不同的稳定性
指标α的作用下，信噪比函数随着噪声强度的增大
均呈现出非单调依赖关系，随着 α的减小，信噪比
函数的峰值不断减小且逐渐右移，同时由于α的减
小，Ｌéｖｙ噪声的不连续跳不断加剧，从而使得有效
样本数不断减少，进而导致信噪比曲线越来越不光

滑，这就说明了较大的稳定性指标α更有利于系统

０８２
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发生随机共振．

３　Ｌéｖｙ噪声激励下系统的相转移

噪声诱导的相转移已引起了各学者的广泛关

注．下面主要研究系统（１）在信号幅值Ａ＝０时的相
转移问题．类似的，对方程（６）进行求解，并利用蒙特
卡洛算法模拟系统的稳态概率密度函数，通过观察

稳态概率密度函数峰值个数的变化来讨论系统的相

转移现象．取系统阻尼系数γ＝０．７５，时间步长ｔ＝０．

０１及ａ＝１，ｂ＝１，μ＝０．
图５考虑了不同的偏斜参数β及稳定性指标α

对系统稳态概率密度函数ｐｓｔ（ｘ，ｙ）所对应的边缘密
度函数ｐｓｔ（ｘ）的影响，取噪声强度Ｄ＝０．２５．可以看
出对于固定的α，随着β的增大ｐｓｔ（ｘ）从双峰逐渐变
为单峰，即β诱导系统发生了相转移．同样地，固定

β，随着α的增大，ｐｓｔ（ｘ）左边的峰值不断减小，而右
边的峰值不断增大，最终使得ｐｓｔ（ｘ）从单峰变为双
峰，这说明α同样可以诱导系统发生相转移．

图５　不同的偏斜参数及稳定性指标下的稳态边缘概率密度函数

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｍａｒｇｉｎａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｉｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｋｅｗｎｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｉｎｄｅｘ

图６　高斯白噪声与Ｌéｖｙ噪声激励下系统的边缘稳态概率密度函数随噪声强度的变化

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｍａｒｇｉｎａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｉｅｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｕｎｄｅｒＧａｕｓｓｉａｎａｎｄＬéｖｙｎｏｉｓｅ

　　图６分析了高斯白噪声及Ｌéｖｙ噪声激励下噪
声强度 Ｄ的变化对系统的稳态边缘密度函数 ｐｓｔ
（ｘ）的影响，取偏斜参数β＝０．５．可以看出，在高斯
白噪声激励下，增大噪声强度不会改变 ｐｓｔ（ｘ）的峰
值个数，即噪声强度不会诱导系统发生相转移，而

在Ｌéｖｙ噪声激励下噪声强度的增大导致 ｐｓｔ（ｘ）从
双峰变为单峰，从而观察到了系统的相转移现象．

４　结论

本文研究了 Ｌéｖｙ噪声激励下 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的
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随机共振与相转移问题．分析了阻尼系数、稳定性
指标及噪声强度对系统输出信噪比的影响，发现较

小的阻尼系数能够提高系统的输出信噪比，进而更

有利于系统随机共振现象的观测，而稳定性指标的

减小导致Ｌéｖｙ噪声的不连续跳加剧，从而使系统
的输出信噪比曲线更加不光滑，而且峰值随着稳定

性指标的减小而减小，这说明了稳定性指标的减小

削弱了随机共振的发生．
利用蒙特卡洛算法模拟了系统（１）在不受信

号调制下的稳态概率密度函数，结果表明，Ｌéｖｙ噪
声的稳定性指标、偏斜参数以及噪声强度的改变均

能使系统稳态概率密度函数的峰数发生变化，从而

观察到了系统的相转移行为．而在高斯噪声激励
下，噪声强度不会诱导系统发生相转移，从而揭示

了高斯噪声与 Ｌéｖｙ噪声对 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的不同作
用机理．
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