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变截面铁木辛柯梁振动特性快速计算方法

崔灿　李映辉

（西南交通大学，力学与工程学院，成都　６１００３１）

摘要　提出了一种快速计算变截面铁木辛柯梁横向振动特性的方法．基于铁木辛柯梁理论建立的变截面梁

的横向振动方程，其梁的截面参数如有效剪切面积、密度、弯曲刚度、转动惯量等沿梁轴线连续或非连续变

化；首先将变截面梁等效为多段均匀阶梯梁；然后基于相邻两段连接处的位移（位移、转角）和力（弯矩、剪

力）连续条件，建立相邻两段模态函数间相互关系，并递推出首段段与末段模态函数相互关系，利用边界条

件得到相应特征方程，使用Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ方法计算其固有频率；最后针对梁常见边界条件，得到计算变

截面铁木辛柯梁横向振动固有频率特征方程的具体形式．用该方法计算一变截面梁在常见边界条件下前三

阶固有频率．将计算结果同有限元计算结果进行比较，验证所提方法的有效性．然后与欧拉－伯努利梁计算

结果比较，验证了本文方法求解短粗梁固有频率具有更好适用性．

关键词　铁木辛柯梁，　变截面，　固有频率，　弯曲振动

引 言

作为工程结构基本构件，梁被广泛应用在各种

结构中．随着科技进步，变截面梁表现出了优异的
力学性能，如等强度梁等．因此变截面梁在航空、宇
航、机械、建筑等领域具有广泛的应用前景，受到人

们的关注．
针对计算变截面梁的振动特性，国内外已开展

了不少研究．文献［１－３］分别给出了矩形截面梁
固有频率的近似计算公式；但分别限定了截面厚度

和宽度沿轴线变化的方式，即均针对某种特定变化

的变截面梁开展的研究，不具有研究任意变截面梁

振动特性的普遍意义．文献［４－６］均研究了梁的
横向振动，但都未有研究变截面梁的横向振动．文
献［７］提出了一种计算阶梯状欧拉 －伯努利梁横
向振动特性的方法；但未考虑任意截面变化，并且

欧拉－伯努利梁仅适于细长梁，对短而粗的梁或计
算细长梁的高阶频率时，未考虑转动惯量与剪切变

形的影响，文献［７］的方法就有一定局限性．
本文将基于铁木辛柯梁理论，建立一种快速计

算任意变截面梁横向振动特性的半解析方法．给出
其相关的计算理论和常见边界条件下的特征方程

具体形式，通过算例说明方法的收敛性、有效性和

适用广泛性．

１　控制方程

基于铁木辛柯梁理论，长度 Ｌ、轴线和横向振
动方向分别是ｘ和ｙ方向的梁，由哈密顿原理得到
其自由振动的方程［８］

（（ｙ，ｘ－ψ）κＡＧ），ｘ－ρＡｙ，ｔｔ＝０ （１ａ）

（ＥＩψ），ｘ－ρＩψ，ｔｔ＋κＡＧ（ｙ，ｘ－ψ）＝０ （１ｂ）
式中ｙ是横向挠度函数，ψ是挠曲线转角函数，并
且都是关于ｘ和 ｔ函数．变量 κＡ、Ｇ、ρＡ、ＥＩ和 ρＩ分
别为有效剪切面积、剪切模量、线密度、弯曲刚度和

转动惯量，都是沿轴向方向连续或不连续变化的函

数，并且都是关于ｘ函数．对等截面梁，上述变量为
常数，方程（１）表示为

κＡＧ（ｙ，ｘｘ－ψ，ｘ）－ρＡｙ，ｔｔ＝０ （２ａ）
ＥＩψ，ｘｘ－ρＩψ，ｔｔ＋κＡＧ（ｙ，ｘ－ψ）＝０ （２ｂ）

由（２）可得到等截面铁木辛柯梁横向自由振动方
程

ＥＩｙ，ｘｘｘｘ－ρＩ（１＋Ｅ／κ′Ｇ）ｙ，ｘｘｔｔ＋ρＡｙ，ｔｔ－

　ｙ，ｘｘｘｘρ
２Ｉ／κＧ＝０ （３）

进一步，可得振动微分方程模态函数Ｙ．因此，等截面
梁在给定的边界条件下，其模态函数的解析解可由模

态函数给出，并可得到计算其固有频率的特征方程．
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但对变截面梁的振动方程（１）无法得到相应
的解析解，也无法直接采用上述方法计算其相应的

固有频率．分析发现对变截面梁的横向振动方程
（１），不能给出其模态函数的解析解、计算其固有
频率的原因在于变截面梁的特征参数 κＡ（ｘ）、Ｇ
（ｘ）、ρＡ（ｘ）、ＥＩ（ｘ）和 ρＩ（ｘ）不为常数，而是沿轴线
连续或非连续变化的函数．因此如果能将方程（１）
中的特征参数等效为常数，就可以求出其模态函数

的解析解及其振动固有频率．
于是基于分段思想，将变截面梁分为相互连

接的若干段的组合；如图 １所示，当段数足够多
时，则每一段视为等截面段．

图１　多段等效梁

Ｆｉｇ．１　ＥｑｕｉｖａｌｅｎｔｂｅａｍｏｆＮｓｅｇｍｅｎｔｓ

梁第ｉ段的特征参数分别用 ｌｉ、（κＡ）ｉ、（Ｇ）ｉ、

（ρＡ）ｉ、（ＥＩ）ｉ和（ρＩ）ｉ表示（ｉ＝１，２，…，Ｎ）．且各特
征参数表示为

　（κＡ）ｉ＝
１
ｌｉ∫

ｘｉ

ｘｉ－１
κＡ（ｘ）ｄｘ，（Ｇ）ｉ＝

１
ｌｉ∫

ｘｉ

ｘｉ－１
Ｇ（ｘ）ｄｘ

（４ａ）

　（ρＡ）ｉ＝
１
ｌｉ∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ρＡ（ｘ）ｄｘ，（ＥＩ）ｉ＝

１
ｌｉ∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ＥＩ（ｘ）ｄｘ

（４ｂ）

　（ρＩ）ｉ＝
１
ｌｉ∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ρＩ（ｘ）ｄｘ （４ｃ）

由等截面铁木辛柯梁 Ｙ（ｘ）和 Ψ（ｘ）表达式［９］，得

到梁第ｉ段的Ｙ（ｘ）和Ψ（ｘ）表达式
Ｙｉｖｉ（ｘ）＋ｓ

（１）
ｉ （ｓ

（２）
ｉ ＋ｓ

（３）
ｉ ）Ｙ

＂
ｉ（ｘ）＋

　　ｓ（１）ｉ （ｓ
（１）
ｉ ｓ

（２）
ｉ ｓ

（３）
ｉ －１）Ｙｉ（ｘ）＝０ （５ａ）

Ψｉｖｉ（ｘ）＋ｓ
（１）
ｉ （ｓ

（２）
ｉ ＋ｓ

（３）
ｉ ）Ψ

＂
ｉ（ｘ）＋

　　ｓ（１）ｉ （ｓ
（１）
ｉ ｓ

（２）
ｉ ｓ

（３）
ｉ －１）Ψｉ（ｘ）＝０ （５ｂ）

其中

ｓ（１）ｉ ＝
（ρＡ）ｉ
（ＥＩ）ｉ

ω２，ｓ（２）ｉ ＝
（Ｉ）ｉ
（Ａ）ｉ

，ｓ（３）ｉ ＝
（Ｅ）ｉ
（κＡ）ｉ

，

ａｉ＝ｓ
（１）
ｉ （ｓ

（２）
ｉ ＋ｓ

（３）
ｉ ）／２，ｂｉ＝ｓ

（１）
ｉ （ｓ

（１）
ｉ ｓ

（２）
ｉ ｓ

（３）
ｉ －１），

βｉ＝（ａ
２
ｉ－ｂ槡 ｉ＋ａｉ）

１／２，γｉ＝（ａ
２
ｉ－ｂ槡 ｉ－ａｉ）

１／２

ｍｉ＝（ｓ
（１）
ｉ ｓ

（３）
ｉ －β

２
ｉ）／βｉ，ｎｉ＝（ｓ

（１）
ｉ ｓ

（３）
ｉ ＋γ

２
ｉ）／γ

（５）中Ｙ（ｘ）和Ψ（ｘ）可表示为
Ｙｉ（ｘ）＝ＡｉｓｉｎＸ

（１）
ｉ ＋ＢｉｃｏｓＸ

（１）
ｉ ＋ＣｉｓｉｎｈＸ

（２）
ｉ ＋

　　ＤｉｃｏｓｈＸ
（２）
ｉ （６ａ）

Ψｉ（ｘ）＝－ＡｉｍｉｃｏｓＸ
（１）
ｉ ＋ＢｉｍｉｓｉｎＸ

（１）
ｉ ＋

　　ＣｉｎｉｃｏｓｈＸ
（２）
ｉ ＋ＤｉｎｉｓｉｎｈＸ

（２）
ｉ （６ｂ）

其中

Ｘ（１）ｉ ＝βｉ（ｘ－ｘｉ－１），Ｘ
（２）
ｉ ＝γｉ（ｘ－ｘｉ－１）

（７）
其中ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｘ０＝０，Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ，Ｄｉ是第 ｉ段的
待定系数．βｉ，γｉ，ｍｉ，ｎｉ，是ω的函数，ω是变截面梁
横向振动的固有圆频率，而非第 ｉ段振动的固有圆
频率．

由梁第ｉ段和 ｉ＋１段在连接点 ｘｉ处的位移、
转角、弯矩、剪力连续，得到如下关系

Ｙｉ＋１（ｘｉ＋１）＝Ｙｉ（ｘｉ）Ψｉ＋１（ｘｉ＋１）＝Ψｉ（ｘｉ）（８ａ）
ｖｉ＋１Ψ′ｉ＋１（ｘｉ＋１）＝ｖｉΨ′ｉ（ｘｉ） （８ｂ）

μｉ＋１（Ψｉ＋１（ｘｉ＋１）－Ｙ′ｉ＋１（ｘｉ））＝
　　μｉ（Ψｉ（ｘｉ）－Ｙ′ｉ（ｘｉ）） （８ｃ）

其中

μｉ＝（κＡ）ｉ（Ｇ）ｉ，　ｖｉ＝（ＥＩ）ｉ （９）
将式（６）带入（８）中，整理得

Ａ（ｉ＋１）＝Ｚ（ｉ）Ａ（ｉ） （１０）
其中

Ａ（ｉ）＝［Ａｉ　Ｂｉ　Ｃｉ　Ｄｉ］
Ｔ

式（１０）中矩阵Ｚ（ｉ）表示为

Ｚ（ｉ）＝

ｃ１δ
（２）
ｉ ／ｃ９　ｃ１δ

（１）
ｉ ／ｃ９　ｃ１δ

（４）
ｉ ／ｃ９　ｃ２δ

（２）
ｉ ／ｃ９

ｃ３δ
（１）
ｉ ／ｃ１０　ｃ３δ

（２）
ｉ ／ｃ１０　ｃ４δ

（３）
ｉ ／ｃ１０　ｃ４δ

（４）
ｉ ／ｃ１０

ｃ５δ
（２）
ｉ ／ｃ９　ｃ５δ

（１）
ｉ ／ｃ９　ｃ６δ

（４）
ｉ ／ｃ９　ｃ６δ

（３）
ｉ ／ｃ９

ｃ７δ
（１）
ｉ ／ｃ１０　ｃ７δ

（２）
ｉ ／ｃ１０　ｃ８δ

（３）
ｉ ／ｃ１０　ｃ８δ

（４）
ｉ ／ｃ













１０

（１１）
其中

δ（１）ｉ ＝ｓｉｎβｉｌｉ，　δ
（２）
ｉ ＝ｃｏｓβｉｌｉ，

δ（３）ｉ ＝ｓｈｉｎｈβｉｌｉ，　δ
（４）
ｉ ＝ｃｏｓｈβｉｌｉ，

ｃ１＝μｉ（βｉγｉ＋１＋γｉ＋１ｍｉ）＋μｉ＋１（βｉｎｉ＋１－
　βｉγｉ＋１），
ｃ２＝μｉ（γｉγｉ＋１－γｉ＋１ｎ）ｉ＋μｉ＋１（γｉｎｉ＋１－
　γｉγｉ＋１），
ｃ３＝ｖｉβｉｍｉ－ｖｉ＋１γｉ＋１γｉ＋１ｎｉ＋１，ｃ４＝ｖｉγｉｎｉ－
　ｖｉ＋１γｉ＋１ｎｉ＋１
ｃ５＝μｉ（βｉβｉ＋１－βｉ＋１ｍｉ）－μｉ＋１（βｉβｉ＋１－
　βｉｍｉ＋１）

９５２
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ｃ６＝μｉ（βｉ＋１ｎｉ－γｉβｉ＋１）＋μｉ＋１（γｉβｉ＋１ ＋

γｉｍｉ＋１），
ｃ７＝ｖｉβｉｍｉ－ｖｉ＋１βｉ＋１ｍｉ＋１，ｃ８＝－ｖｉγｉｎｉ＋ｖｉ＋１

βｉ＋１ｍｉ＋１，
ｃ９＝μｉ＋１（βｉ＋１ｎｉ＋１＋γｉ＋１ｍｉ＋１），ｃ１０＝ｖｉ＋１（βｉ＋１

ｍｉ＋１－γｉ＋１ｎｉ＋１）
考虑式（１０）中ｉ分别取１，２，…，Ｎ－１，Ｚ（１）和Ｚ（Ｎ）
关系为

Ａ（Ｎ）＝ＺＡ（１） （１２）
其中Ｚ＝Ｚ（Ｎ－１）Ｚ（Ｎ－２）…Ｚ（２）Ｚ（１），且矩阵各元素都
是固有圆频率 ω的函数．因此只需给出梁左右两
端的边界条件，即可得到关于固有圆频率 ω的表
达式，求解固有圆频率，并由（６ａ）得到模态函数．

２　常见边界条件下的特征方程

本节给出简支、固支支撑和自由端边界条件

下，变截面梁特征方程的具体形式．首先，梁第１段
左端边界和第Ｎ段右端边界条件写为

ＧＬＡ（１）＝０，　Ｇ
ＲＡ（Ｎ）＝０ （１３）

联立式（１２）和（１３）得

ΓＡ（１）＝０ （１４）
其中

Γ＝［ＧＬ　ＧＲＺ］Ｔ （１５）
为使式（１４）有非零解，Γ的行列式的值必为零．对
不同边界条件，若能写成式（１５）中 Γ的形式，则可
将不同边界条件的特征方程统一．以梁第 Ｎ段右
端边界条件为例，根据第 Ｎ段振动微分方程得到
相应的模态函数和挠曲线函数为

ＹＮ（Ｌ）＝［δ
（１）
Ｎ 　δ

（２）
Ｎ 　δ

（３）
Ｎ 　δ

（４）
Ｎ ］ＡＮ （１６ａ）

ΨＮ（Ｌ）＝［－ｍＮδ
（２）
Ｎ 　ｍＮδ

（１）
Ｎ 　ｎＮδ

（４）
Ｎ 　ｎＮδ

（３）
Ｎ ］ＡＮ
（１６ｂ）

针对简支约束问题，位移和弯矩为零，即

ＹＮ（Ｌ）＝０，　νＮΨ′Ｎ（Ｌ）＝０ （１７）
将（１６）代入（１７），写成矩阵形式为

ＧＲＳＡ（Ｎ）＝０ （１８）
其中

ＧＲＳ＝

δ（１）Ｎ νＮｍＮβＮδ
（１）
Ｎ

δ（２）Ｎ νＮｍＮβＮδ
（２）
Ｎ

δ（３）Ｎ νＮｍＮγＮδ
（３）
Ｎ

δ（４）Ｎ νＮｍＮγＮδ
（４）













Ｎ

（１９）

同理，固支和自由端边界的ＧＲ形式分别为

ＧＲＣ＝
δ（１）Ｎ δ（２）Ｎ δ（３）Ｎ δ（４）Ｎ
－ｍＮδ

（２）
Ｎ ｍＮδ

（１）
Ｎ ｎＮδ

（４）
Ｎ ｎＮδ

（３）[ ]
Ｎ

ＧＲＭ＝

νＮβＮδ
（１）
Ｎ －μＮ（ｍＮ＋βＮ）δ

（２）
Ｎ

νＮβＮδ
（２）
Ｎ μＮ（ｍＮ＋βＮ）δ

（１）
Ｎ

νＮγＮδ
（３）
Ｎ νＮ（ｎＮ＋γＮ）δ

（４）
Ｎ

νＮγＮδ
（４）
Ｎ νＮ（ｎＮ＋γＮ）δ

（３）













Ｎ

同理，梁第１段 ＧＬ亦可得到．由式（１５）知矩阵 Γ
中各元素都是固有圆频率 ω的非线性函数，可采
用Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ叠代法求解．得到相应边界条
件下变截面梁横向振动的固有圆频率ω．

３　方法有效性验证

本节通过算例，先讨论变截面梁的分段数对计算

精度的影响，即收敛性和有效性；然后讨论此方法的

适用性．在模型计算中，以有限元结果对本文结果进
行评估；有限元计算中，采用８节点实体单元模拟．
３．１　分段数对计算精度影响

使用半径线性变化的圆截面梁（两端直径分别

为：０．０２ｍ、０．０１ｍ），弹性模量 ２１０ＧＰａ，材料密度
７９００ｋｇ／ｍ３，截面形状系数０．９．表１给出了两端简
支梁（ＳＳ）、两端固支梁（ＣＣ）和悬臂梁（ＣＡ）下，使
用有限元法和本文方法计算的前三阶固有频率值

及相对误差．可见随着分段数（Ｎ）增加，计算精度
显著提高；并且当分段数为１６份时，相对误差均控
制在０．２％以内；当 Ｎ＝３２时，远小于有限元单元
数时，相对误差在０．１６６％以内，具有较高精度和
有效性，可满足一般的工程应用．
３．２　细长比对计算精度影响

使用半径线性变化的圆截面梁，计算不同细长

比时铁木辛柯梁和欧拉－伯努利梁固有频率，以讨
论方法对不同细长比梁的适用性．选取典型的短粗
型的变截面梁，两端直径分别为为：０．２ｍ、０．１ｍ；材
料特性同算例１．表２给出在两端简支梁（ＳＳ）、两
端固支梁（ＣＣ）、悬臂梁（ＣＡ）边界条件下，有限元
模型、铁木辛柯梁和欧拉－伯努利梁模型计算的前
三阶固有频率及相对误差．

由表２知：１）铁木辛柯梁和欧拉－伯努利梁模
型计算的固有频率值，均随着分段数的增加趋于稳

定，这是因为计算达到每种模型算法的最优值；２）
分析相对误差，铁木辛柯梁模型计算的固有频率比

欧拉梁模型计算值更加精确；３）随着固有频率阶数

０６２
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增加，铁木辛柯梁模型计算的固有频率比欧拉梁模 型计算值更加精确．

表１　变截面梁有限元法和本文方法计算的固有频率值

Ｔａｂｌｅ１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｂｙｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏａｎｄＥｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ

ｂｅａｍｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈＦＥＭｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｖａｒｉａｂｌｅｃｒｏｓｓ－ｓｅｃｔｉｏｎｂｅａｍ

Ｃａｓｅ Ｏｒｄｅｒ ＦＥＭ
Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ／Ｈｚ（Ｔｈｅｏｒｙｍｅｔｈｏｄ）
Ｎ＝２ Ｎ＝４ Ｎ＝８ Ｎ＝１６ Ｎ＝３２

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／％
Ｎ＝２ Ｎ＝４ Ｎ＝８ Ｎ＝１６ Ｎ＝３２

ＳＳ
１
２
３

２８．５０
１１９．２
２６７．１

２６．９６ ２８．０９ ２８．４３ ２８．５１ ２８．５３
１２４．２ １１７．５ １１８．９ １１９．２ １１９．３
２５９．２ ２６３．６ ２６６．０ ２６６．８ ２６６．９

５．４０４ １．４３９ ０．２４６ ０．０３５ ０．１０５
４．１９５ １．４２６ ０．２５２ ０．０００ ０．０８４
２．９５８ １．３１０ ０．４１２ ０．１１２ ０．０７５

ＣＣ
１
２
３

６７．５２
１８５．１
３６１．９

６５．１５ ６８．１９ ６７．８２ ６７．６３ ６７．５８
１９２．２ １８５．０ １８５．６ １８５．２ １８５．０
３５３．９ ３５５．１ ３６２．２ ３６１．６ ３６１．３

３．５１０ ０．９９２ ０．４４４ ０．１６３ ０．０８９
３．８３６ ０．０５４ ０．２７０ ０．０５４ ０．０５４
２．２１１ １．８７９ ０．０８３ ０．０８３ ０．１６６

ＣＡ
１
２
３

１８．９４
８０．００
１９８．６

１６．１９ １８．２１ １８．７８ １８．９３ １８．９６
６６．２６ ７６．２８ ７９．１４ ７９．８９ ８０．０８
１９１．２ １８９．１ １９６．４ １９８．３ １９８．８

１４．５２ ３．８５４ ０．８４５ ０．０５３ ０．１０６
１７．１７５ ４．６５０ １．０７５ ０．１３７ ０．１００
３．７２６ ４．７８３ １．１０８ ０．１５１ ０．１０１

表２　铁木辛柯梁和欧拉－伯努利梁模型固有频率及相对误差对比

Ｔａｂｌｅ２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｂｙｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏａｎｄＥｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍｍｏｄｅｌｓ

Ｃａｓｅ Ｏｒｄｅｒ ＦＥＭ
Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ／Ｈｚ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／％

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｍｏｄｅｌ Ｅｕｌｅｒｍｏｄｅｌ ｖｓ．Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｖｓ．Ｅｕｌｅｒ
Ｎ＝１６ Ｎ＝３２ Ｎ＝６４ Ｎ＝１２８ Ｎ＝１６ Ｎ＝３２ Ｎ＝６４ Ｎ＝１２８ Ｎ＝１２８

１ ２７７．４ ２７６．９ ２７７．１ ２７７．２ ２７７．２ ２８５．２ ２８５．４ ２８５．４ ２８５．４ ０．０７２ ３．０７０
ＳＳ ２ １０９０ １０８３ １０８４ １０８４ １０８４ １１９３ １１９４ １１９４ １１９４ ０．５５０ １０．２４９

３ ２２３３ ２２１０ ２２１２ ２２１２ ２２１２ ２６７４ ２６７６ ２６７６ ２６７６ ０．９４０ ２１．０８６
１ ６２４．９ ６２８．２ ６２７．５ ６２７．３ ６２７．２ ６７６．８ ６７６．３ ６７６．２ ６７６．１ ０．３６８ ７．６２５

ＣＣ ２ １５７１ １５７２ １５７０ １５７０ １５７０ １８５５ １８５４ １８５４ １８５４ ０．０６４ １７．９３９
３ ２７９８ ２７７７ ２７７５ ２７７３ ２７７３ ３６２９ ３６２６ ３６２５ ３６２５ ０．８９３ ３０．５３７
１ １８６．５ １８７．１ １８７．４ １８７．５ １８７．５ １８９．３ １８９．６ １８９．７ １８９．８ ０．５３６ １．４４３

ＣＡ ２ ７４５．８ ７５１．６ ７５３ ７５３．３ ７５３．３ ７９９．４ ８０１．４ ８０１．８ ８０２ １．００６ ６．７０６
３ １７１２ １７２３ １７２６ １７２６ １７２６ １９８６ １９９１ １９９３ １９９３ ０．８１８ １５．６７０

由表１和表２对比知：铁木辛柯梁模型计算结果仍
保持较高精度，欧拉－伯努利梁模型计算结果偏差
过大．因此本文建立的铁木辛柯梁模型计算变截面
梁振动特性的方法对短粗梁计算有较高精度，且计

算高阶频率时精度仍有较高精度，即具有较好的适

用性．

４　结论

本文基于铁木辛柯梁理论所建立任意变截面

梁横向振动方程，提出了计算任意变截面梁横向振

动固有频率的特征方程，基于该特征方程并结合

Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ叠代法，提出了一种计算任意变
截面梁横向振动固有频率和模态函数的方法．数值
算例表明该半解析方法具有相当好的收敛性和计

算精度．同欧拉 －伯努利梁模型相比，本文方法具
有更广泛的适用范围．

此外，本文方法可以容易地推广到弯－扭耦合

和弯－弯耦合等变截面梁振动特性的计算．

参　考　文　献

１　ＮａｇｕｌｅｓｗａｒａｎＳ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｎｔｈｅｔｗｏｐｒｉｎｃｉｐａｌｐｌａｎｅｓｏｆａ

ｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍｂｅａｍｏｆｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｎｅｓｉｄｅｏｆ

ｗｈｉｃｈｖａｒｉｅｓａｓｔｈｅｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｏｆｔｈｅａｘｉａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９４，１７２：３０５～３１９

２　ＬａｕｒａＰＡ，ＧｕｔｉｅｒｒｅｚＲＨ．ＲｏｓｓｉＲＥ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆ

ｂｅａｍｓｏｆｂｉｌｉｎｅａｒｌｙｖａｒｙｉｎｇｔｈｉｃｋｎｅｓｓ．ＯｃｅａｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

１９９６，２３（１）：１～６

３　ＣａｒｕｎｔｕＤ．Ｏｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍｂｅａｍ

ｗｉｔｈｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｎｄｐａｒａｂｏｌｉｃｔｈｉｃｋｎｅｓｓｖａｒｉａ

ｔｉｏｎ．Ｓｏｌｉｄｍｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ，Ｂｏｓ

ｔｏｎ，Ｌｏｎｄｏｎ：ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，２０００，７３：１０９

～１１８

４　ＭａｏＱＢ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｔｅｐｐｅｄｂｅａｍｓｂｙｕ

ｓｉｎｇＡｄｏｍｉａｎｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ

１６２



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１２年第１０卷

ａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１０：３４２９～３４４１

５　丁虎，胡庆泉，陈立群．运动车辆模型的横向振动频率及

模态．动力学与控制学报，２０１１，９（１）：４４～４８（Ｄｉｎｇ

Ｈ，ＨｕＱＱ，ＣｈｅｎＬＱ．Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｌ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，

２０１１，９（１）：４４～４８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

６　王红霞，李学平．含表面裂纹简支梁的非线性振动分析．

动力学与控制学报，２０１０，８（２）：１７７～１８２（ＷａｎｇＨ

Ｘ，ＬｉＸＰ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒ

ｔｅｄｂｅａｍｓｗｉｔｈａｎｅｄｇｅｃｒａｃｋ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄ

Ｃｏｎｔｒｏｌ，２０１０，８（２）：１７７～１８２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

７　崔灿，杜长城，李映辉．阶梯梁振动特性快速计算新方

法．四川大学学报（工程科学版），２０１１，４３（增刊２），

１３３～１３６（ＣｕｉＣ，ＤｕＣＣ，ＬｉＹＨ．Ａｎｅｗｒａｐｉｄｌｙｍｅｔｈ

ｏｄｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｓｔｅｐｐｅｄｂｅａｍ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＳｉｃｈｕａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ），２０１１，

４３（Ｓ２），１３３～１３６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　ＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏＳ，ＹｏｕｎｇＤＨ，ＷｅａｖｅｒＷ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｐｒｏｂ

ｌｅｍｓｉｎｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．Ｗｉｌｅｙ：ＮｅｗＹｏｒｋ，１９７４

９　ＨｕａｎｇＴ．Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｒｏｔａｒｙｉｎｅｒｔｉａａｎｄｏｆｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｎｏｒｍａｌｍｏｄｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｕｎｉｆｏｒｍ

ｂｅａｍｓｗｉｔｈｓｉｍｐｌｅｅｎｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅ

ｃｈａｎｉｃｓ，１９６１（５３）：５７９～５８４

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２６Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２０１１，ｒｅｖｉｓｅｄ３Ｍａｒｃｈ２０１２．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１０７２２０４），ａｎｄｔｈｅＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌＲｅｓｅａｒｃｈＦｕｎｄｓｆｏｒｔｈｅＣｅｎｔｒａｌＵｎｉ
ｖｅｒｓｉｔｉｅｓ（ＳＷＪＴＵ１１ＺＴ１５）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｙｉｎｇｈｕｉ．ｌｉ＠ｈｏｍｅ．ｓｗｊｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＡＳＯＬＵＴＩＯＮＦＯＲＶＩＢＲＡＴＩＯＮＣＨＡＲＡＣＴＥＲＩＳＴＩＣＯＦＴＩＭＯＳＨＥＮＫＯ

ＢＥＡＭ ＷＩＴＨＶＡＲＩＡＢＬＥＣＲＯＳＳＳＥＣＴＩＯＮ

ＣｕｉＣａｎ　ＬｉＹｉｎｇｈｕｉ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｅｎｇｄｕ　６１００３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ａｍｅｔｈｏｄｆｏｒｂｅｎｄｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｖａｒｉａｂｌｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｂｅａｍｗａｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄ．ＢａｓｅｄｏｎＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
ｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｖａｒｉａｂｌｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｂｅａｍｗａｓｄｅｒｉｖｅｄ，ｗｈｉｃｈａｌｌｏｗｓｔｈｅｐａ
ｒａｍｅｔｅｒｓ，ｓｕｃｈａｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｈｅａｒａｒｅａ，ｄｅｎｓｉｔｙ，ｂｅｎｄｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｎｄｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ，ｔｏｖａｒｙｉｎａｍａｎｎｅｒｏｆ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｎｄｎｏｎｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｒｅｌａｔｅｄｔｏａｘｉａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｂｅａｍｗａｓｍｏｄｅｌｅｄａｓａｎｕｍｂｅｒｏｆｓｅｇｍｅｎｔｓ
ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｂｙｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ａｎｄｅａｃｈｓｅｇｍｅｎｔｗａｓａｓｓｕｍｅｄｔｏｏｂｅｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｕｎｉｆｏｒｍｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ．
Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｍｏｄａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｃｏｎｔｉｇｕｏｕｓｓｅｇｍｅｎｔｓｗａｓｄｅｒｉｖｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｄｉｓ
ｐｌａｃｅｍｅｎｔ，ｓｌｏｐｅｏｆｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅ，ｍｏｍｅｎｔ，ａｎｄｓｈｅａｒｆｏｒｃｅａｔｔｈｅｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｐｏｉｎｔｂｅｔｗｅｅｎｃｏｎｔｉｇｕｏｕｓｓｅｇ
ｍｅｎｔｓ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｍｏｄａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｅｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｆｏｒｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ａｎｄｔｈｅｎａｔ
ｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｕｓｉｎｇＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎｍｅｔｈｏｄ．Ｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｉｒｄ
ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｍｏｄｅｌｗｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｏｒｄｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｖａｒｉａｂｌｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｂｅａｍ
ｗｉｔｈｔｈｅｃｏｍｍｏｎｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｗｅｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ
ｒｅｓｕｌｔｓｗｅｒｅａｄｏｐｔｅｄｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ．ＴｈｒｏｕｇｈｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
ｂｅａｍｍｏｄｅｌ，ｉｔｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｔｈｌａｒｇｅｓｓｌｅｎｄｅｒｎｅｓｓ
ｒａｔｉｏｈａｓａｂｅｔｔｅｒａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍ，　ｖａｒｉａｂｌｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ，　ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，　ｂｅｎｄｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ

２６２


