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摘要　由于一类双悬臂含间隙振动系统具有典型非光滑特性和有明显的非线性，这直接导致了系统发生分

叉与混沌现象的可能性．为此针对该系统的混沌现象，利用基于能量的开环控制策略，构造有界控制器对混

沌行为进行控制，混沌运动可被引导到稳定的目标周期轨道，并对控制的收敛速度进行分析，数值模拟结果

表明了该控制策略的有效性与可行性，可为碰振系统的优化设计，振动控制和安全运行提供了理论参考．

关键词　非光滑特性，　分叉，　混沌，　碰振系统

引 言

混沌现象广泛存在于各类系统中，如机械系

统，生物化学系统，非线性光学系统，流体动力系统

等［１，２］．混沌系统由于本身对初始条件的强烈灵敏
性，使其具有不可预测性，因此大多数情况下，混沌

应该被抑制或者被控制．２０世纪９０年代 Ｏｔｔ等人
根据其混沌系统的各态历经和不稳定周期内嵌等

特点，提出了最早的混沌控制法———ＯＧＹ法，其改
进的半连续 ＯＧＹ控制方法（ＳＭ－ＯＧＹ）和多参数
ＯＧＹ控制法（ＭＰ－ＯＧＹ）加快了 ＯＧＹ法控制速度
并能适应稳定高周期不稳定轨道的要求［３，４，５］．但
该方法需要目标轨迹的详细信息，给实际应用带来

许多不便．为此国内外研究者提出了各种控制混沌
的方法，如有延迟反馈控制［６，７］、压缩映射控制和

自适应控制等［８，９］，也有对碰撞振动系统实现控制

的例子［１０，１１］．
碰撞振动系统作为一种典型的非光滑动力系

统普遍的存在于工程实际中．由于频繁的碰撞会导
致系统具有强非线性和不连续性，与光滑的非线性

系统相比存在更为复杂的非线性现象，对系统的安

全运行造成隐患．由于碰撞界面微分的不连续性，
使得原有的适用于连续系统的方法无法用于此类

系统．本文应用基于能量的开环控制策略，针对双
悬臂梁碰振系统的构造了有界控制器，理论分析了

控制的稳定性和收敛速度．该方法结构简单，适用
性强，故对指导实际工程中具有一定的借鉴意义．

１　系统模型与运动微分方程

如图 １所示，对于碰撞描述，有以下几点假设：
１）碰撞是点接触碰撞；２）碰撞时两悬臂梁在碰撞
处是正碰撞，没有摩擦、斜碰撞等；３）碰撞采用
Ｎｅｗｔｏｎ弹性碰撞系数描述，方程如下

图１　冲击模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｉｍｐａｃｔｍｏｄｕｌｅｏｆｏｎｅ－ｄｅｇｒｅｅ－ｏｆ－ｆｒｅｅｄｏｍ

ｚ（ｔ＋）＝－ｒｚ（ｔ－） （１）
其中：ｚ悬臂梁运动状态，ｔ＋、ｔ－分别表示碰撞瞬时
前后时间，ｒ是弹性碰撞回复系数，与两碰撞梁材料
和环境有关．

建立双悬臂含间隙碰撞系统微分方程［１２］：

ｍ１１ｑ̈１１＋ｋ１１ｑ１１＋ｃ１１ｑ１１＋ａ１１ｑ
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＾
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（２）
其中

Ｆ１＝（ｓ＝ｌ１０）Ｆｅｃｏｓ（Ωｔ） （３）
（２）式中 ｍ１１，ｍ２１，ｃ１１，ｃ２１，ｋ１１，ｋ２１，ｑ１１，ｑ２１，ａ１１，

ａ１２，ａ２１，ａ２２分别为受谐波激励碰撞梁和被碰撞梁的
一阶模态质量、阻尼、刚度、坐标及非线性项系数．
（３）式中Ｆ１为模态坐标下的外激励力．

２　基本控制策略

Ｖａｌｅｒｙ提出了非反馈、开环的控制策略，通过
微小能量的干预，帮助系统回避掉混沌状态，同时

微小能量对系统性能只能产生有限的、微小的、局

部的干预，不会改变整个系统内在的性质［１３］．基于
能量的控制策略是，对于任何动力系统，将输入一

个与平均系统振动能量相应的能量干预（平均系统

振动能量是关于时间的系统动能和势能的平均

值），这个能量输入将会改变系统能量状态使得系

统进入稳定的运动状态．
ｘ̈＋χ（ｘ，ｘ）＋ξ（ｘ）＝Ｆ（ｔ）＋ｇ（ｘ，ｘ） （４）
（４）式是一般情况下光滑非线性方程，其中包

含耗能或增能项 χ（ｘ，ｘ），力储能项 ξ（ｘ），力控制
项，这些函数一般情况下都是非线性项ｇ（ｘ，ｘ）．

Ｅ（ｘ）＝∫ξ（ｘ）ｄｘ＋１２ｘ２ （５）

〈Ｅ〉＝１Ｔ∫
Ｔ

０
（∫ξ（ｘ）ｄｘ＋１２ｘ２）ｄｔ （６）

式（５）是系统的总能量，式（６）是关于时间的
平均能量，其中Ｔ是系统周期．对于存在固定周期
的动力系统，Ｔ是有限的确定数，而对于混沌运动，
Ｔ变成了无限大（Ｔ→∞）．根据式（６），系统的动力
学运动特征可以与平均系统能量直接关联．对于非
光滑碰撞系统，碰撞也可以看成是一个能量项，其

引起的能量损失（弹性回复系数小于１时）可以作
为方程（４）耗能项χ（ｘ，ｘ）中的一部分，这样能量干
预控制可以继续运用于非光滑系统，即系统处于低

能量吸引子时，通过能量的增加使其稳定在高能多

碰撞吸引子，反之亦然．
式（３）的能量微分如下：
Ｅ· ＝ξ（ｘ）ｘ＋ｘ̈ｘ＝（－χ（ｘ，ｘ）＋

　Ｆ（ｔ）＋ｇ（ｘ，ｘ））ｘ （７）
ｇ（ｘ，ｘ）ｘ＞０（＜０），（ｘ，ｘ） （８）
式（７）中最后一项（式（８））表示只受控制决定

的能量项，控制能量的干预通过改变其数值大小和

正负来实现．
对于非光滑碰撞系统，状态域内速度参量是瞬

间变化的，即系统能量瞬间变化主要是由速度参量

变化引起的，因此这里假定控制函数 ｇ＝ｇ（ｘ）．为
了不改变系统本身的特征因此构造以下有界控制

函数：

ｇ（ｘ）＝γｈ（ｘ） （９）

ｈ（ｘ）＝
＞０（→ａ）　　ｉｆｘ＞０（→∞）
＝０　　　　　ｉｆｘ－０
＜０（→－ａ）　ｉｆｘ＜０（→－∞

{
）

（１０）

式（９）中，γ是能量幅值，式（１０）中，ａ＞０并且
是有限数，当 ａ＝１时，ｈ（ｘ）是单位能量函数．假定
ｈ（ｘ）是一个奇函数，则如果系统一个周期内速度
对称，控制在一个周期内的能量输入总和将为０，
这使能量控制对系统响应的影响降到最低．在此选
择ｇ（ｘ）＝γ·ｔａｎｈ（βｘ）作为能量控制函数，该函数
是一个有界的奇函数，其最大绝对幅值为 γ，即能
量的最大输入，β是函数的变化坡度（０＜β≤ ＋

∞）．当γ一定时，坡度β越大表明能量输入函数对
参变量越灵敏（这里表示对系统的速度参量变化越

灵敏），相应的其有效能量输入也越大；当 β→∞，
控制函数变成了阶梯函数，即在速度零点处，能量

有个阶越变化并保持不变，有效能量输入达到了最

大；当β很小时，近似取控制函数的线性部分，ｔａｎｈ
（βｘ）≈βｘ，即系统加入了一个阻尼控制函数 ｇ（ｘ）
＝γ·β·ｘ，Ｓｉｌｖｉｏ等人基于此给出了碰撞混沌的阻
尼控制准则［１４］．

对于双悬臂的碰撞运动，控制首先施加其中一

个悬臂梁上，通过对其中一根悬臂梁的能量进行干

预，达到干预整个系统的能量的目的．假设将能量
控制施加在被碰撞的悬臂梁（Ｂｅａｍ２）上，引入阻
尼控制函数到系统的状态方程中，得式（１１）．

Ｘ· ＝Ｆ（Ｘ，ｔ）＋

０　０　０　０
０　０　０　０
０　０　０　０











０　０　０　１

·

　ｇ（β·［０　０　０　１］·ＸＴ） （１１）
式中Ｘ—系统状态量［ｘ１　ｘ２　ｘ３　ｘ４］

３５２
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３　数值计算结果与分析

３．１　控制结果分析

当系统参数满足 ζ１＝ζ２＝０．１，δ＝２ｅ
－４，α１１＝

α２１＝０．０３２，Ω＝２．８３，系统呈现出混沌状态
［１２］，如

图２所示．图３是不同 β下的能量控制函数变化，

在β较大时，系统的能量控制函数有较大坡度的阶
越变化，有效能量干预较大，并且在系统处于非碰

撞自由运动的速度引起的能量控制可以看成是一

个定常能量干预（只有正负的变化）；在 β较小时，
系统的能量控制函数的坡度变缓，有效能量干预变

小．

图２　双悬臂梁（Ｂｅａｍ１和Ｂｅａｍ２）混沌图，ａ）两碰撞梁相图，ｂ）两碰撞梁时间波形图，

ｃ，ｄ）碰撞梁（Ｂｅａｍ１）和被碰撞梁（Ｂｅａｍ２）混沌吸引子

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｃｈａｏｓｏｆＢｅａｍ１ａｎｄ２，ａ）ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆＢｅａｍ１ａｎｄ２，ｂ）ｗａｖｅｆｏｒｍｓｏｆＢｅａｍ１ａｎｄ２，

ｃ，ｄ）ｓｔｒａｎｇｅａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆＢｅａｍ１ａｎｄ２

图３　控制函数γ·ｔａｎｈ（βｘ）对的影响，γ＝－０．２５　　　　　　　　图４　４Ω＝０．４５Ｈｚ，被碰撞梁（Ｂｅａｍ２）关于γ的分岔图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆβｉｎγ·ｔａｎｈ（βｘ），γ＝－０．２５　　　　Ｆｉｇ．４　４Ω＝０．４５Ｈｚ，ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆＢｅａｍ２ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏγ

４５２
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图５　被碰撞梁（Ｂｅａｍ２）在不同γ下几种典型稳定运动，β＝１０００

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｓｏｍｅｔｙｐｉｃａｌｓｔａｂｌｅｍｏｔｉｏｎｓｏｆＢｅａｍ２ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔγｗｉｔｈβ＝１０００

　　在碰撞系统处于混沌状态时，其碰撞次数较
多，相邻两次碰撞有时间隔很短，假定每次碰撞都

需要能量干预，则较大的能量函数坡度拥有对速度

变化更灵敏的反应（特别是碰撞的时候），且有更

高的有效能量干预，则对系统的能量控制也越明

显，因此选择较大的β，取β＝１０００．同时，相比正能
量干预，负能量干预使混沌系统均能下降，而低能

量的系统补偿碰撞耗能变弱，则相应的碰撞次数会

变少，系统进入少碰撞运动更易于稳定．因此，选择
负能量干预控制．

图４是系统处于混沌状态时，不同参数引起的
系统被碰撞悬臂梁的分岔图，如图４所示，在 β＝
１０００的坡度情况下，正能量的干预不能使系统进
入稳定的轨道，并且系统的混沌域变大，即系统处

于混沌吸引子时，正能量的干预使系统能量变得更

大，更不易使其进入稳定的吸引子；负能量的干预

则使系统能进入稳定的少碰撞吸引子，不同的γ会
使系统处于不同的吸引子．在能量干预较小时，系
统均能降低不多，系统还能补偿周期内较多的碰撞

损失；在能量干预不断增大时，系统会最终稳定在

单碰撞周期稳定轨道上．
图５几组不同γ参数下对系统干预的结果，选

取合适的不同的 γ能使系统出现不同的稳定周期
运动．当γ＝－０．０７５较小能量干预时，系统是六碰
撞周期运动（ｋ＝６／１２），当 γ＝－０．０８系统是三碰
撞周期运动（ｋ＝３／４），当 γ＝－０．１４系统是二碰
撞周期运动（ｋ＝２／４），而 γ＝－０．１７２较大能量干
预时，系统处于周期单碰撞运动（ｋ＝１／４）．

３．２　控制收敛速度分析
不同的γ不仅与系统的稳定状态相关，同时与控

制的收敛速度相关．图６是对应图５中不同γ下系统
稳定在不同类型轨道上需要的收敛时间对比，图中表

示的是相邻两次碰撞时的状态误差与碰撞次数的函

数关系．如图６所示，能量干预较大则系统收敛相对
较快；最后稳定为少碰撞周期运动，其收敛速度相对

较快．因为当系统需要稳定在周期多碰撞高能量轨道
上时，每次负能量对混沌系统的干预必须非常有限，

较大的单次负能量干预会使系统均能降低过多，则单

次周期内不能补偿多碰撞能量损失，则系统脱离周期

多碰撞轨道；为了使系统最终能稳定在多碰撞周期高

能量轨道上则需要多次的小能量累加，干预次数变

多，收敛速度较慢．而当系统需要稳定在少碰撞周期
低能量轨道上，每次负能量干预可以变大，需要的能

量累加次数变少，则系统收敛速度较快．

５５２
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图６　不同γ控制收敛速度，（ｂ）是（ａ）的局部放大图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔγ

（ｂ）ｉｓｚｏｏｍｅｄｉｎｆｒｏｍ（ａ）

图７　ｋ＝６／１２碰撞下，不同γ控制收敛速度

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔγｗｈｅｎｋ＝６／１２

图７与图８是系统稳定在同类型轨道上的收
敛速度对比，图中表示的是相邻两次碰撞时的状态

误差与碰撞次数的函数关系．如图中所示，对于同
类型收敛，负能量干预越大，则收敛速度相对越快．
在较小负能量干预能使系统稳定在多碰撞周期轨

道上时，如图７所示，其收敛速度的变化对负能量
大小变化非常敏感，这也是由于在多碰撞周期收敛

过程中，系统本身能量的稍微变化都能强烈改变周

期内碰撞次数，或能补偿次数更多的碰撞能量损失

或是只能补偿次数更少的碰撞能量损失，从而改变

系统最后收敛情况．由上述可得，在 γ满足能使系
统稳定在同类型轨道上的条件下，较大的单次负能

量输入可以提高系统的收敛速度．

图８　（ａ）ｋ＝２／４，（ｂ）ｋ＝１／４碰撞下，不同γ控制收敛速度

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔγ

ｗｈｅｎｋ＝２／４ａｎｄｋ＝１／４

同时，对于不同 γ下的稳定收敛，其相邻两次
碰撞收敛误差并不总是渐进变小的，这是由于稳定

周期多次碰撞中，相邻两次碰撞状态是不同的，则

在收敛过程中相邻两次碰撞误差也不会趋近零，只

有周期间隔的收敛误差是渐进变小的收敛至零．如
图８所示为周期２碰撞运动，其收敛过程中，间隔
一次碰撞的收敛误差是渐进收敛至零．

４　结论

针对一类双悬臂含间隙振动系统的混沌现象，

基于能量的开环控制策略的基础上，给出具体的有

界控制器，通过调节相应的控制参数，数值模拟表明

混沌运动可以被引导到稳定的目标周期轨道．对该
控制策略的收敛速度进行分析，即表明适当的控制

能量可以提高收敛速度．该方法简单易实现可用于
类似非线性系统，在实际工程有一定的参考意义．
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