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摘要　定义对称轮轨系统对称性分岔的概念，由数值积分得到系统的时间响应并建立对称轮轨系统的离散

动态Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射截面及其对称截面，提出“合成分岔图”的构造方法，应用该方法对一两轴转向架系统运

行与理想平直轨道上的对称／不对称分岔行为和混沌运动进行分析．在研究速度范围内，发现系统存在大量

的对称运动形式，也存在很多的不对称运动形式，系统的对称性刚开始是通过不可捉摸突变而破坏的．

关键词　轮轨系统，　“合成分岔图”，　对称／不对称，　分岔

引 言

随着车辆运行速度的逐步提高，车辆系统动力

学的研究也变得相当重要起来，其中横向运动稳定

性研究［１－３］是车辆系统动力学性能非常重要的一

个方面，因为它涉及到车辆临界速度的确定．高速
列车需要具有更高的失稳临界速度，如果列车系统

失稳将会出现蛇行运动．从动力学的角度来说，车
辆系统的蛇行问题可以归结为动力系统的运动稳

定性与分岔问题，车辆出现蛇行现象实际就是动力

系统出现了稳定的周期解，而计算车辆系统的临界

速度实际就是确定稳定周期解出现的最小速度值，

即确定动力系统分岔点的过程．
对铁道车辆系统横向运动稳定性、分岔行为和

混沌运动的研究，国内外已开展了不少研究工作．
Ｃｏｏｐｅｒｒｉｄｅｒ［４］首先将非线性修正的纵向和横向蠕
滑力（未考虑自旋蠕滑力）引入到车辆系统中研究

系统的动力学行为．Ｋａａｓ－Ｐｅｔｅｒｓｅｎ等［５］研究了

Ｃｏｏｐｅｒｒｉｄｅｒ转向架在有轮缘力和无轮缘力作用下
的横向运动，发现无轮缘作用时系统经对称性破缺

分岔进入非对称周期运动状态，而有轮缘作用时在

车辆系统中存在着混沌运动．Ｔｒｕｅ等［６，７］分析了

Ｃｏｏｐｅｒｒｉｄｅｒ转向架系统中出现的 Ｎｅｉｍａｒｋ分岔、鞍
结分岔和音叉分岔，并讨论了退化分岔附近模态的

相互作用．曾京［８］使用ＱＲ算法结合黄金分割法用
以确定车辆系统的 Ｈｏｐｆ分岔点，并用打靶法进行
极限环的数值求解，较好的解决了相关的数值计算

问题．Ａｈｍａｄｉａｎ等［９］用渐近法研究了单个转向架

的稳定性，并对诸多影响因素进行了分析．杨绍普
等［１０］在其著作中则研究了具有滞后非线性悬挂的

转向架和机车车辆的 Ｈｏｐｆ分岔行为和运行稳定
性．Ｇａｏ等［１１］则详细研究了四轴客车系统横向运

动的分岔行为，发现系统存在大量的对称／不对称
的周期运动和混沌运动，进一步的研究结果则表明

系统经过多次的音叉分岔反复经历对称性破坏和

对称性恢复的过程，最终进入不对称的混沌运动状

态．
在这些研究中，对车辆系统的分岔行为及混沌

运动描述较多，但对对称车辆系统出现的不对称运

动形式及其内在机理关注不足，且没有形成一种较

好的表示对称车辆系统不对称运动的方法．基于
此，本文拟通过定义对称轮轨系统对称性分岔的概

念，提出一种可描述对称轮轨系统对称／不对称运
动状态的“合成分岔图”方法．然后以一两轴转向
架系统为分析对象，应用该方法对转向架系统速度

大范围内的对称／不对称分岔行为及混沌运动进行
详细描述，阐述其中的数学或力学机理．

１　动力学模型描述

１．１　轮轨接触几何关系
在给定的轮轨截面参数下，左／右轮滚动圆半

径（ｒｌ，ｒｒ）、左／右轮轮轨接触角（δｌ，δｒ）以及轮对侧
滚角位移（ｗ）等轮轨接触几何参数都可近似认为
是轮对横移量ｙｗ的函数



第３期 高学军等：对称轮轨系统的“合成分岔图”法

ｒｌ，ｒｒ＝ｒ０±λｙｗ
δｌ，δｒ＝δ０±ε０ｙｗ／ａ０
ｗ＝σｙｗ／ａ

}
０

（１）

式中ｒ０是车轮名义滚动圆半径，λ是车轮踏面等效

锥度，δ０是轮对居中时的轮轨接触角，ε０是轮对横

移引起的接触角变化参数，ａ０是轮轨接触点横向
距离之半，σ为轮对侧滚角参数．

１．２　蠕滑力／力矩的计算
蠕滑力、蠕滑力矩是由于轮轨接触区两者有相

对滑动而产生的．在计算蠕滑力及蠕滑力矩时都要
用到蠕滑率，蠕滑率定义为轮轨接触点的相对速度

或相对角速度与车辆运行速度之比．纵向、横向、自
旋蠕滑率对左轮（ｌ，取上面的符号），右轮（ｒ，
取下面的符号）可依次表示为［１２］

　

ξｘ（ｌ，ｒ）＝
Ｖ＋ψｗｙｗ＋ｒ（ｌ，ｒ）（ψｗ

·

ｗ－Ω）ａ０ψ
·

ｗ

Ｖ

ξｙ（ｌ，ｒ）＝
Ｖ＋ψｗ＋ｙｗ＋ｒ（ｌ，ｒ）

·

ｗ

Ｖｃｏｓ（δ（ｌ，ｒ））

ξｓｐ（ｌ，ｒ）＝
（Ω－ψｗ

·

ｗ）ｓｉｎ（δ（ｌ，ｒ））＋ψ
·

ｗｃｏｓ（δ（ｌ，ｒ））















Ｖ
（２）

式中Ｖ是车辆前行速度，Ω＝Ｖ／ｒ０为车轮名义滚动

角速度．ψｗ是轮对摇头角位移．
为使计算得到的蠕滑力适用于任意蠕滑率值，

先应用Ｋａｌｋｅｒ线性蠕滑理论［１３］计算轮轨之间的接

触斑蠕滑力，然后采用沈氏蠕滑理论［１４］进行非线

性修正，最后将修正的接触斑蠕滑力通过坐标变换

转换到轨道坐标系内［１２］，即可用于运动微分方程

的建立．

１．３　法向力与轮缘力
直线轨道分析中，假设左／右轮的法向力在垂

向的分量Ｎ（ｌ，ｒ）ｚ平均分配且等于轴载荷的一半，即

Ｎ（ｌ，ｒ）ｚ＝０．５Ｗ （３）
式中Ｗ为轴载荷．

左／右轮法向力在横向的分量则可表示为

Ｎ（ｌ，ｒ）ｙ＝Ｎ（ｌ，ｒ）ｚｔａｎ（δ（ｌ，ｒ）±ｗ） （４）
在车辆运行过程中，如果轮对的横移量超过轮

缘间隙，在轮缘与钢轨侧面之间还会有一个近似的

横向接触，称其为轮缘力．轮缘力一般用有死区的
刚性弹簧来模拟［１５］，不考虑阻尼作用，即可表达为

一分段线性函数形式

Ｆｔ（ｙｗ）＝

ｋ０（ｙｗ－η）　ｙｗ＞η

０　　　　　｜ｙｗ｜≤η

ｋ０（ｙｗ＋η）　ｙｗ＜－
{

η

（５）

式中ｋ０是弹性系数，η代表轮缘间隙大小．
１．４　转向架系统运动微分方程

考虑如图１所示包含有１个构架（Ｍｔ，Ｉｔｘ，Ｉｔｚ）、

２个轮对（Ｍｗ，Ｉｗｘ，Ｉｗｚ）等刚体和一系悬挂（Ｋｐｘ，Ｋｐｙ，
Ｋｐｚ，Ｃｐｘ，Ｃｐｙ，Ｃｐｚ）、二系悬挂（Ｋｓｘ，Ｋｓｙ，Ｋｓｚ，Ｃｓｘ，Ｃｓｙ，
Ｃｓｚ）的两轴转向架系统．除悬挂系统具有线弹性特
性外，其它部分都是刚性的，假定整个系统不考虑

轨道不平顺带来的影响，车轮与钢轨自始至终保持

接触并且在足够光滑，水平的直钢轨上滚动．忽略
转向架的垂向及点头运动，只考虑它们的横移、侧

滚和摇头运动［１６］．因此，整个转向架系统共有７
个自由度，主要包括：２个轮对的横移ｙｗｉ（ｉ＝１－２）
和摇头ψｗｉ运动；构架的横移 ｙｔ、侧滚 ｔ及摇头 ψｔ
运动．整个系统的运动微分方程组可以表示为

ｍｗｙ̈ｗｉ＝－２Ｋｐｙ（ｙｗｉ－ｙｔｌｔψｔ－ｈｔｗｔ）＋Ｆｌｙｉ＋
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·
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式中下标ｉ＝１，２分别代表转向架的前导轮对和后
从轮对，当 ｉ＝１时，取上面的符号；ｉ＝２时则
取下面的符号．Ｆ（ｌ，ｒ）ｘ，Ｆ（ｌ，ｒ）ｙ，Ｍ（ｌ，ｒ）ｚ则是经过非线性
修正且已转换到轨道坐标系的纵向、横向蠕滑力和

５４２
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旋转蠕滑力矩．

图１　两轴转向架横向稳定性分析模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆａｔｗｏ－ａｘｌｅｒａｉｌｗａｙｂｏｇｉｅｓｙｓｔｅｍ

　　若令系统的状态向量为 ｙＴ＝｛ｙｗ１，ｙｗ２，ψ
·

ｗ１，

ψ·ｗ２，ｙｔ，ψ
·

ｔ，
·

ｔ，ｙｗ１，ｙｗ２，ψｗ１，ψｗ２，ｙｔ，ψｔ，ｔ｝，则转向
架系统的动力学问题可归结为如下形式的自治常

微分方程组系统

ｄｙ
ｄｔ＝ｆ（ｙ，Ｖ） （７）

式中Ｖ∈Ｒ＋是系统控制参数，此处即为转向架运行
速度，ｆ为系统状态向量函数．

２　对称轮轨系统“合成分岔图”原理

２．１　对称性分岔的定义
假设整个转向架系统中各个弹簧和阻尼是对

称安装和布置的，以及轮轨间的对称非线性轮轨接

触力，当将该系统置于理想平直的轨道上运行时，

整个系统是关于轨道中心线对称的．并且轨道中心
线所在的解就是该系统的定常解，由此可以定义转

向架系统的相空间为

Ｒ１４＝｛ｙ｜ｙ∈Ｒ１４｝ （８）
转向架系统分岔行为分析中，选择一个 Ｐｏｉｎ

ｃａｒｅ截面及其对称截面并分别构造相应的分岔图
来说明系统的动力学行为．分析中将 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面
定义为转向架构架横向速度为零，横向位移非负的

那个瞬时

Π１＝｛ｙ∈Ｒ
１４｜ｙｔ＝０，ｙｔ≥０｝ （９）

与此同时，定义Ｒ１４中的一个对称变换

Ｒ：ｙ｜→－ｙ （１０）
如果在上述变换下系统的解集是不变的，则称

为对称的解集，对应于车辆系统的对称运动；反之

则称为不对称的解集，对应于车辆系统的不对称运

动［１７］．

由分析可知，与 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面 Π１关于轨道中

心线还存在另一个对称的Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，将其定义
为转向架构架横向速度为零，横向位移非正的那个

瞬时

Π２＝｛ｙ∈Ｒ
１４｜ｙｔ＝０，ｙｔ≤０｝ （１１）

２．２　“合成分岔图”原理
整个转向架系统肯定存在对称的运动形式，也

６４２



第３期 高学军等：对称轮轨系统的“合成分岔图”法

有可能存在不对称的运动形式．由于不对称运动会
导致轮轨间强烈的相互作用和偏磨，继而使左／右
轮轨型面出现差异并导致不对称的轮轨接触关系

和不对称的轮轨接触力，影响车辆的正常使用并给

安全运行带来危险隐患．因此对称轮轨系统分岔行
为的分析不只是确定系统处于周期运动还是混沌

运动这一基本议题，更要确定这些运动关于轨道中

心线的对称性．
本文提出“合成分岔图”方法以识别对称轮轨

系统运动关于轨道中心线的对称／不对称性，其基
本思路是，通过定义对称轮轨系统对称性分岔的概

念，由数值积分得到系统的时间响应并建立对称轮

轨系统的离散动态Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射截面Π１及其对称
截面Π２（例如式（９）和式（１１）所确定的截面），分
别应用这两个截面建立 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射可以得到两
种不同的分岔图，从这两种分岔图中的任何一个可

以确定系统是做周期运动还是非周期运动，但不能

确定这些运动关于轨道中心线的对称性．因此用不
同的颜色将这两种分岔图关于轨道中心线叠合在

一起（即通过式（１０）将一部分解分支转换成其对
称解分支），如果由两种颜色所确定的解分支完全

重合，则基本可以说明系统作对称的运动；如果由

两种颜色所确定的解分支不完全重合，则说明系统

作不对称的运动．
需要说明的是，如果是不对称运动形式，如周期

１不对称运动，在“合成分岔图”上会出现不完全重
合的两条线（两种颜色），它代表周期１的不对称运
动而不是一般分岔图上的周期２运动，因此“合成分
岔图”与普通分岔图需要在解的个数方面加以识别，

只能由其中的一种颜色的解分支来确定．

３　数值计算结果与分析

以某高速客车的转向架为分析对象来说明系

统的分岔行为和混沌运动．转向架系统中各刚体的
质量值、刚度与阻尼系数以及长度和距离等参数的

取值可参看文献［１８］．轮轨接触几何参数：车轮踏
面等效锥度λ＝０．０５６；轮对居中时的左／右轮轮轨
接触角 δ０＝０．０５６，轮对横移引起的接触角变化参
数ε０＝０．０，轮对侧滚角参数σ＝０．０５６．轮轨接触力

计算参数：轮缘力刚性弹簧系数ｋ０＝１４．６×１０
７Ｎ／ｍ，

轮轨间隙 η＝９．１ｍｍ；蠕滑系数 ｆ１１＝６３２５．４６３×

１０３Ｎ、ｆ２２＝５７０７．８５８×１０
３Ｎ、ｆ２３＝１４．４２０×１０

３Ｎ·ｍ、

ｆ３３＝２５．３３８Ｎ·ｍ
２；轮轨粘着系数μ＝０．１５．

将基于切向量进行预测，牛顿迭代法进行校

正，可逐步求解整个系统解分支曲线的延续算

法［１９］应用于转向架系统定常解和周期解的追踪和

求解上，并通过数值计算系统Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征值
和Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子来确定定常解分支和周期解分
支的稳定性．
３．１　定常运动与对称周期运动

图２是应用延续算法计算得到的运行速度作
为控制参数与转向架前导轮对相对轨道的横向幅

值分岔图，其中实线代表稳定的运动，而点线则代

表不稳定的运动，具体分析如下：

首先对转向架系统的定常运动进行说明：当运

行速度足够小时，定常解是渐近稳定的，以此点为

初始点，以小的步长逐渐增加运行速度，定常解则

会沿着分岔曲线 ＯＡＢ前进，同时通过系统 Ｊａｃｏｂｉ
矩阵特征值实部的正负来判别定常解的稳定性．图
中ＯＡ段是稳定的定常解，ＡＢ段是不稳定的定常
解．点 Ａ（ＶＡ＝９０．０６５ｍ／ｓ，α１，２＝７．４９２１×１０

－１１±
１６．５８０７ｉ，αｉ代表系统Ｊａｃｏｂｉ矩阵实部最大的特征
值，下同）是系统 Ｈｏｐｆ分岔点，此时有一对复共轭
特征值正向穿越虚轴，定常解因此而失去原有的稳

定性．

图２　转向架前导轮对横向幅值分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｈｏｗｉｎｇｔｈｅｌａｔｅｒａｌａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅ

ｌｅａｄｉｎｇｗｈｅｅｌｓｅｔｏｆｔｈｅｒａｉｌｗａｙｂｏｇｉｅｖｅｒｓｕｓｓｐｅｅｄ

其次对转向架系统的周期运动进行分析：以

Ｈｏｐｆ分岔点Ａ为初始点进行周期解的延续计算发
现，系统从点Ａ处以亚临界的方式分岔出一不稳定
的周期解ＡＣ，该周期解的幅值随着速度的减小而

逐渐增加并在分岔点 Ｃ（ＶＣ＝７４．８１１ｍ／ｓ，ｍａｘ｜ｙＣ｜

＝９．１００１ｍｍ，ＴＣ＝０．４５１７ｓ，ｍａｘ代表该点前导轮对
周期运动的幅值，而 Ｔ代表系统振动周期）恢复了

７４２
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稳定，此处由于前导轮对的大幅运动出现了轻微的

轮缘接触．之后，随着运行速度的增加，稳定的周期
解ＣＤ（对应于转向架系统稳定的蛇行运动）幅值
也继续增加直到点Ｄ（ＶＤ＝１２５．０３ｍ／ｓ，ｍａｘ｜ｙＤ｜＝
９．９９２ｍｍ，ＴＤ＝０．２５６４ｓ），转向架系统在此速度范
围内都作对称的运动．
３．２　超临界高速下不对称／对称分岔行为

在铁道车辆系统中，车辆的运行速度一般不会

高于车辆的临界速度，但是从数学或者力学的角

度，我们仍想探讨一下对类似的对称轮轨系统，是

否在“极端”的速度下也会存在不对称的运动形式

及其内在机理．

图３　转向架构架横向幅值分岔图（合成）

Ｆｉｇ．３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｂｏｇｉｅｆｒａｍｅ

（ｔｈｅｒｅｓｕｌｔａｎｔｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ）

对本文所研究的对称转向架系统，为了反映出

整个系统运动关于轨道中心线是否对称的特点，利

用前面提出的“合成分岔图”方法，可得到如图 ３
所示的合成的转向架构架横向幅值分岔图．图中黑
色的部分为轨道中心线左边的分岔图，而红色的部

分则代表轨道中心线右边变换到左边后的分岔图．
从中可以清晰的判断整个系统在不同速度区间的

对称／不对称运动状态．同时，在绘制某个速度下
Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面投影图时，仍以 Π１为 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面
进行投影．

从图３中还可看出，当速度Ｖ＜１２５．０３ｍ／ｓ时，
分岔图由黑红两条线重合在一起的单一曲线组成，

说明此时系统作周期１的对称运动．图４给出了速
度Ｖ＝１２５．０ｍ／ｓ时的相轨线和功率谱图，其中相
轨线图４（ａ）横坐标代表构架横向位移，纵坐标则
代表转向架前导轮对横向位移．相轨线在该平面上
的投影由一条闭曲线组成，说明系统做周期 １运
动．由图还可了解到周期运动中轮对与钢轨侧面的
碰撞情况，在一个振动周期内，前导轮对与左边钢

轨侧面要连续碰撞两次后才会运动到轨道中心线

的右边与右边钢轨侧面发生两次连续碰撞，与左右

钢轨侧面的两次碰撞对应幅值是相等的．图４（ｂ）
的功率谱图横坐标表示频率，纵坐标则是构架横向

位移的谱值．谱线是分立的和离散的一些峰值，包
含了基频 ｆ０＝３．８９６Ｈｚ和其它阶次频率如３ｆ０，５ｆ０
等等，两图综合说明此时系统作周期１的对称运
动．

图４　速度Ｖ＝１２５．０ｍ／ｓ时相轨线及功率谱分析

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｆｏｒｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｍｏｔｉｏｎｓａｔＶ＝１２５．０ｍ／ｓ

图５　速度Ｖ＝１２５．５ｍ／ｓ时相轨线及功率谱分析

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｆｏｒｃｈａｏｔｉｃ

ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｓａｔＶ＝１２５．５ｍ／ｓ

由分岔图３还可见，当运行速度Ｖ＞１２５．０３ｍ／
ｓ时，分岔图由许多黑红两种颜色不完全重合的密
集点组成，说明对称的周期吸引子突然消失，系统

通过不可捉摸突变（ａｂｌｕｅｓｋｙｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅ）［１７］而失
去原有的对称性并进入不对称的混沌运动状态．图
５给出了运行速度 Ｖ＝１２５．５ｍ／ｓ时的相轨线及功
率谱图．由图可见，相轨线图 ５（ａ）是有界和杂乱
的，形如一扭曲折叠的宽带，实际形成了混沌吸引

子；而功率谱图５（ｂ）则是连续的，并且在顶峰周围
出现了大量的分散带结构，两图初步说明此时系统

８４２
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已处于混沌运动状态．当然，说明混沌运动的最好
例证是计算系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数．图６给出了速
度Ｖ＝１２５．５ｍ／ｓ时三个最大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随时
间的收敛曲线，从图中可以看出，随着时间的不断

延续，最大的指数趋于 ０．２５，次最大的指数趋于
零，第三个指数则接近 －０．２７．最大的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数大于零说明转向架系统在该速度下确实已处于

混沌运动状态．

图６　速度Ｖ＝１２５．５ｍ／ｓ时三个最大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随时间的

收敛曲线，其中ＬＥ１＝０．２５４４，ＬＥ２＝－０．００１１，ＬＥ３＝－０．２７２９

Ｆｉｇ．６　ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｌａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｗｉｔｈｅｌａｐｓｅ

ｏｆｔｉｍｅａｔＶ＝１２５．５ｍ／ｓ，ＬＥ１＝０．２５４４，ＬＥ２＝０．００１１，ＬＥ３＝０．２７２９

图７　速度Ｖ＝１３３．０ｍ／ｓ时Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图和功率谱图

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｅｄＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｆｏｒ

ｐｅｒｉｏｄ８ｍｏｔｉｏｎａｔＶ＝１３３．０ｍ／ｓ

由分岔图 ３仍可见，随着运行速度的继续增
加，混沌运动的带宽也逐渐增加，当运行速度达到

Ｖ＝１３１．４７ｍ／ｓ时，混沌运动的带宽由于内危机
（ｉｎｔｅｒｉｏｒｃｒｉｓｉｓ）出现一个突变．轨道中心线左边构
架的横向位移带宽突然减小，而右边的横向位移带

宽则突然增大．之后随着速度的增加，各自的新带
宽也缓慢增大．当转向架运行速度处于１３２．５３ｍ／ｓ
＜Ｖ＜１３３．４４ｍ／ｓ区间时，不对称的混沌吸引子消
失，出现一个不对称的多周期窗口．图７给出了转
向架运行速度 Ｖ＝１３３．０ｍ／ｓ时的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图

和功率谱图．其中 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图７（ａ）中有８个
孤立的点，说明此时系统处于周期８运动状态；而
功率谱图７（ｂ）的谱线如图４（ｂ）一样仍是分立和
离散的尖峰，不同之处是这次谱线不但包含了基频

ｆ０＝３．９３３Ｈｚ和其它阶次频率如２ｆ０、３ｆ０、４ｆ０等，还
包括了它的分频 ｆ０／８，２ｆ０／８，…，７ｆ０／８等，只是在
图中２ｆ０／８，４ｆ０／８，６ｆ０／８的谱线比较明显，其它几
个分频不太明显而已．

图８　速度Ｖ＝１３３．６ｍ／ｓ时Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图和功率谱图

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｅｄＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｆｏｒ

ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｓａｔＶ＝１３３．６ｍ／ｓ

当运行速度超过１３３．４４ｍ／ｓ时，不对称的周期
吸引子突然消失，出现了不对称的混沌吸引子．这
可从图８运行速度 Ｖ＝１３３．６ｍ／ｓ时 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射
图和功率谱图得到确认．其中图 ８（ａ）的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ
投影面上出现了由许多密集点组成的具有带状、无

限嵌套、不同层次的内部结构；而图８（ｂ）的功率谱
图与图５（ｂ）表现特征类似，都说明了混沌吸引子
的存在．

图９　速度Ｖ＝１３４．０ｍ／ｓ和Ｖ＝１３４．２ｍ／ｓ时的相轨线

Ｆｉｇ．９　ＰｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓａｔＶ＝１３４．０ｍ／ｓａｎｄＶ＝１３４．２ｍ／ｓ

由分岔图３还可见，如果运行速度继续增加并
超过Ｖ＝１３３．８５ｍ／ｓ时，不对称的混沌吸引子又突

９４２
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然消失了，继而出现一个速度大范围的不对称周期

吸引子．该周期吸引子在速度 Ｖ＝１３４．０９ｍ／ｓ时首
先经过一个逆的倍周期分岔从周期４轨道演变成
周期２轨道．图９给出了该分岔点两侧运行速度分
别为１３４．０ｍ／ｓ和１３４．２ｍ／ｓ时的相轨线，图９（ａ）
速度Ｖ＝１３４．０ｍ／ｓ的相轨线在该平面上的投影由
４条相交的闭曲线组成，而图９（ｂ）速度 Ｖ＝１３４．
２ｍ／ｓ的相轨线中却只有两条，说明系统已经从周
期４运动演变到周期２运动．

由本节分析可知，对称的转向架系统在一定的

速度下还是存在不对称的运动，而应用“合成分岔

图”方法得到的分岔图不仅可以确定系统运动形式

和状态的变化，而且还可以确定这些运动的对称状

态，使对系统的运动状态有了更加深入的理解．

４　结论

为了反映对称轮轨系统运动关于轨道中心线

的对称／不对称状态，本文定义了对称轮轨系统对
称性分岔的概念，提出“合成分岔图”的构造方法，

由数值积分得到系统的时间响应并建立对称轮轨

系统的离散动态Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射截面及其对称截面，
然后将通过 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面和其对称截面构造的分
岔图通过一定的方式叠合在一起．利用该方法构造
的分岔图不仅可全面分析对称轮轨系统的实际运

动形式及其演化过程，而且也可确定系统运动关于

轨道中心线的对称／不对称运动状态．
以一两轴转向架系统为分析对象，应用“合成

分岔图”法研究了对称的转向架系统运行于理想平

直轨道上的对称／不对称分岔行为和混沌运动．发
现系统存在着大量的对称与不对称运动形式，包括

简单的单周期运动、倍周期运动和混沌运动．不同
的运动形式之间以及对称形式之间的转变方式也

不尽相同，系统的对称性刚开始是通过不可捉摸突

变而破坏的．

参　考　文　献

１　ＫｎｏｔｈｅＫ，ＢｏｈｍＦ．Ｈｉｓｔｏｒｙｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｒａｉｌｗａｙａｎｄｒｏａｄ

ｖｅｈｉｃｌｅｓ．ＶｅｈｉｃｌｅＳｙｓｔｅｍＤｙｎａｍｉｃｓ，１９９９，３１（５）：２８３～

３２３

２　ＺｅｎｇＪ，ＷｕＰＢ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｈｉｇｈｓｐｅｅｄｒａｉｌｗａｙ

ｖｅｈｉｃｌｅｓ．ＪＳＭＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌ，ＳｅｒｉｅｓＣ，２００４，４７

（２）：４６４～４７０

３　ＴｒｕｅＨ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｒａｉｌｗａｙｖｅｈｉｃｌｅｓａｎｄｒａｉｌ／ｗｈｅｅｌｃｏｎ

ｔａｃｔ．Ｄｙｎａｍｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆｖｅｈｉｃｌｅｓｙｓｔｅｍｓ：ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓａｎｄ ａｄｖａｎｃｅｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ． Ｕｄｉｎｅ， Ｉｔａｌｙ，

２００７，７５～１２８

４　ＣｏｏｐｅｒｒｉｄｅｒＮＫ．Ｔｈｅｈｕｎｔｉｎｇｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｒａｉｌ

ｗａｙｔｒｕｃｋｓ．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＩｎｄｕｓｔｒｙ，

１９７２，９４：７５２～７６２

５　ＫａａｓＰｅｔｅｒｓｅｎＣ，ＴｒｕｅＨ．Ｐｅｒｉｏｄｉｃ，ｂｉｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｄｃｈａｏｔｉｃ

ｄｙｎａｍｉｃａｌｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｒａｉｌｗａｙｖｅｈｉｃｌｅｓ．ＶｅｈｉｃｌｅＳｙｓｔｅｍＤｙ

ｎａｍｉｃｓ，１９８６，１５（６）：２０８～２２１

６　ＴｒｕｅＨ．Ｒａｉｌｗａｙｖｅｈｉｃｌｅｃｈａｏｓａｎｄａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｈｕｎｔｉｎｇ．

ＶｅｈｉｃｌｅＳｙｓｔｅｍＤｙｎａｍｉｃｓ，１９９２，２０（Ｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔ）：６２５～

６３７

７　ＪｅｎｓｅｎＣＮ，ＧｏｌｕｂｉｔｓｋｙＭ，ＴｒｕｅＨ．Ｓｙｍｍｅｔｒｙ，ｇｅｎｅｒｉｃｂｉ

ｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ，ａｎｄｍｏｄｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｒａｉｌｗａｙｄｙ

ｎａｍｉｃｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄＣｈａｏｓ，

１９９９，９（７）：１３２１～１３３１

８　曾京．车辆系统的蛇行运动分叉及极限环的数值计算．

铁道学报，１９９６，１５（３）：１３～１８（ＺｅｎｇＪ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｈｕｎｔｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｓｆｏｒ

ｒａｉｌｗａｙｖｅｈｉｃｌｅｓｙｓｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＣｈｉｎａＲａｉｌｗａｙＳｏｃｉｅ

ｔｙ，１９９６，１５（３）：１３～１８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

９　ＡｈｍａｄｉａｎＭ，ＹａｎｇＳＰ．Ｅｆｆｅｃｔｏｆｓｙｓｔｅｍｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓｏｎ

ｌｏｃｏｍｏｔｉｖｅｂｏｇｉｅｈｕｎｔｉｎｇｓｔａｂｉｌｉｔｙ．ＶｅｈｉｃｌｅＳｙｓｔｅｍＤｙｎａｍ

ｉｃｓ，１９９８，２９（６）：３６５～３８４

１０　杨绍普，申永军．滞后非线性系统的分岔与奇异性．北

京：科学出版社，２００３（ＹａｎｇＳＰ，ＳｈｅｎＹＪ．Ｂｉｆｕｒｃａ

ｔｉｏｎｓａｎｄｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓｉｎｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｈｙｓｔｅｒｅｔｉｃｎｏｎｌｉｎｅａｒｉ

ｔｙ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，２００３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　ＧａｏＸＪ，ＬｉＹＨ，ＧａｏＱ．Ｌａｔｅｒａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｂｅｈａｖｉｏｒｏｆ

ａｆｏｕｒａｘｌｅｒａｉｌｗａｙｐａｓｓｅｎｇｅｒｃａｒ．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ＡＳＭＥ，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１０，７７（６）：１～８

１２　ＰｅｔｅｒｓｅｎＤＥ，ＨｏｆｆｍａｎｎＭ．Ｃｕｒｖｉｎｇｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｒａｉｌｗａｙ

ｖｅｈｉｃｌｅｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｃｓａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，Ｔｈｅ

ＴｅｃｈｎｉｃａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｎｍａｒｋ，Ｌｙｎｇｂｙ，２００２

１３　ＫａｌｋｅｒＪＪ．Ａｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｔｈｅｏｒｙｏｆ

ｒｏｌｌｉｎｇｃｏｎｔａｃｔ．ＶｅｈｉｃｌｅＳｙｓｔｅｍＤｙｎａｍｉｃｓ，１９８２，１１（１）：１

～１３

１４　ＳｈｅｎＺＹ，ＨｅｄｒｉｃｋＪＫ，ＥｌｋｉｎｓＪＡ．Ａｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｌ

ｔｅｒｎａｔｉｖｅｃｒｅｅｐｆｏｒｃｅｍｏｄｅｌｓｆｏｒｒａｉｌｖｅｈｉｃｌｅｄｙｎａｍｉｃａｎａｌｙ

ｓｉｓ．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｏｆ８ｔｈＩＡＶＳＤＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＶｅｈｉｃｌｅＳｙｓ

ｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＤｙｎａｍｉｃｓｏｆＶｅｈｉｃｌｅｓｏｎ Ｒｏａｄｓａｎｄ

Ｔｒａｃｋｓ．ＭＩＴ，Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：ＳｗｅｔｓａｎｄＺｅｉｔｌｉｎｇｅｒ，１９８４，５９１

～６０５

０５２



第３期 高学军等：对称轮轨系统的“合成分岔图”法

１５　ＫａａｓＰｅｔｅｒｓｅｎＣ．Ｃｈａｏｓｉｎａｒａｉｌｗａｙｂｏｇｉｅ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉ

ｃａ，１９８６，６１（１４）：８９～１０７

１６　ＧａｒｇＶＫ，ＤｕｋｋｉｐａｔｉＲＶ．沈利人翻译．铁道车辆系统

动力学．成都：西南交通大学出版社，１９９８（ＶＫＧａｒｇ，

ＲＶＤｕｋｋｉｐａｔｉ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｒａｉｌｗａｙｖｅｈｉｃｌｅｓｙｓｔｅｍｓ．Ａｃａ

ｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，ＮｅｗＹｏｒｋ，１９８４）

１７　ＮａｙｆｅｈＡＨ，ＢａｌａｃｈａｎｄｒａｎＢ．Ａｐｐｌｉｅｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍ

ｉｃｓ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌ，ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ，ａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｍｅｔｈｏｄｓ．

ＪｏｈｎＷｉｌｅｙ＆Ｓｏｎｓ，Ｉｎｃ．，ＮｅｗＹｏｒｋ，１９９５

１８　翟婉明．车辆轨道耦合动力学．２ｎｄｅｄ．，北京：中国

铁道出版社，２００２（ＺｈａｉＷ Ｍ．Ｖｅｈｉｃｌｅｔｒａｃｋｃｏｕｐｌｉｎｇ

ｄｙｎａｍｉｃｓ．２ｎｄｅｄ．，Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＣｈｉｎａＲａｉｌｗａｙＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇ

Ｈｏｕｓｅ，２００２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１９　ＤｏｅｄｅｌＥＪ．Ａｕｔｏ０７Ｐ：ＣｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎａｎｄＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎＳｏｆｔ

ｗａｒｅｆｏｒＯｒｄｉｎａｒｙＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ：ＣａｌｉｆｏｒｎｉａＩｎｓｔｉｔｕ

ｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００８

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１２Ａｐｒｉｌ２０１２，ｒｅｖｉｓｅｄ８Ｊｕｎｅ２０１２．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１０７２２０４，１１１０２０３０，１０９０２０９２）ａｎｄａｌｓｏｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｒｅｓｅａｒｃｈｐｒｏ
ｊｅｃｔｏｆｈｉｇｈｌｅｖｅｌｔａｌｅｎｔｓｏｆＣｈｅｎｇｄｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（ＨＫ００３４）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｇａｏｘｊ３０００＠ｓｉｎａ．ｃｏｍ

ＴＨＥ＂ＲＥＳＵＬＴＡＮＴＢＩＦＵＲＣＡＴＩＯＮＤＩＡＧＲＡＭ＂ＭＥＴＨＯＤ

ＦＯＲＳＹＭＭＥＴＲＩＣＷＨＥＥＬＲＡＩＬＳＹＳＴＥＭ 

ＧａｏＸｕｅｊｕｎ１　ＬｉＹｉｎｇｈｕｉ２　ＹｕｅＹｕａｎ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＥｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｎｄＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＣｈｅｎｇｄｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈｅｎｇｄｕ　６１００５９，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｅｎｇｄｕ　６１００３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｆｏｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｗｈｅｅｌｒａｉｌｓｙｓｔｅｍｗａｓｄｅｆｉｎｅｄ．Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｔｉｍｅｒｅ
ｓｐｏｎｓｅｃａｎｂｅａｃｈｉｅｖｅｄｂｙｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄａｎｕｎｆｉｘｅｄａｎｄｄｙｎａｍｉｃＰｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎａｎｄ
ｉｔｓｓｙｍｍｅｔｒｉｃｓｅｃｔｉｏｎｆｏｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｗｈｅｅｌｒａｉｌｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅｎｔｈｅ＇ｒｅｓｕｌｔａｎｔｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ＇
ｍｅｔｈｏｄｗａｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ．Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｗａｓｕｓｅｄｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃ／ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｂｅｈａｖｉｏｒｓａｎｄｃｈａ
ｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｓｏｆａｔｗｏａｘｌｅｒａｉｌｗａｙｂｏｇｉｅｒｕｎｎｉｎｇｏｎａｎｉｄｅａｌｓｔｒａｉｇｈｔａｎｄｐｅｒｆｅｃｔｔｒａｃｋ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔａ
ｌｏｔｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍｏｔｉｏｎｓａｎｄｐｌｅｎｔｙｏｆａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍｏｔｉｏｎｓｅｘｉｓｔｉｎｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｒａｉｌｗａｙｂｏｇｉｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｉｎｔｈｅ
ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｓｐｅｅｄｒａｎｇｅ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｒｕｌｅｏｆｓｙｍｍｅｔｒｙｂｒｅａｋｉｎｇｉｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓｔｈｒｏｕｇｈａｂｌｕｅｓｋｙｃａｔａｓｔｒｏ
ｐｈｅｉｎｔｈｅｂｅｇｉｎｎｉｎｇ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｗｈｅｅｌｒａｉｌｓｙｓｔｅｍ，　ｔｈｅ＇ｒｅｓｕｌｔａｎｔｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ＇ｍｅｔｈｏｄ，　ｓｙｍｍｅｔｒｙ／ａｓｙｍｍｅｔｒｙ，　ｂｉｆｕｒｃａ
ｔｉｏｎ

１５２


