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摘要　为揭示弹箭在高空飞行过程中由于重力持续作用产生大攻角的物理本质，建立了弹道平面内时变参

数的弹体运动数学模型，并推导了弹体在高空飞行段的攻角响应方程．同时，为了分析弹道顶点附近锥形运

动的稳定性，综合考虑弹体姿态运动和位移运动建立了旋转弹锥形运动的动力学模型．针对大攻角引起显

著气动非线性效应的情况，采用李雅普诺夫一级近似方法，给出了弹道顶点附近弹体锥形运动的稳定判据，

并通过数值仿真验证了其正确性．
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引 言

在弹箭类飞行器的总体设计过程中，不仅要考

虑最大射程、射击精度等战术要求，其射程覆盖范

围（即最小射程和最大射程的跨度）也是重点考虑

的指标之一．对于常规的弹箭类飞行器来说，其射
程随发射角度的变化而变化，在某一个临界角度

（一般在６０°左右）发射时达到最大射程，在射角小
于这个临界角度时射程单调递增，大于这个临界角

度时单调递减（如图１所示）．在无控情况下，

图１　弹箭射程随射角变化的一般规律

Ｆｉｇ．１　Ｒａｎｇｅｓｏｆａｒｏｃｋｅｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌａｕｎｃｈａｎｇｌｅｓ

忽略加工制造误差和其它随机干扰因素的影响，发

射角的大小基本上决定了弹箭的飞行轨迹及其弹

道特性．小射角情况下（图１中的范围Ⅰ），弹道高
度跨度较小，气动环境变化较平缓，其缺点是较难

保证对地攻击的落角要求；大角度发射情况（图１
中的范围Ⅱ）与小角度发射相反，弹道高度跨度大，
整个飞行过程中气动环境变化明显，其显著优点是

末段落角较大，利于对地攻击．对于侵彻型弹箭，如
何在给定射程覆盖范围内达到指定的落角要求是弹

道设计的关键问题之一．因此，有必要研究弹体在高
空飞行段的运动性态，揭示气动环境变化对弹体运

动的影响规律，建立弹体稳定飞行的极限条件．
对于一类低速旋转弹，其锥形运动及锥形运动

的稳定条件一直是研究的热点和难点．旋转弹箭的
锥形运动主要由惯性陀螺效应和气动马格努斯效

应引起，一般有全攻角和复攻角两种数学描述方

法，在国内外现有文献中，采用复攻角方法对滚转

弹的运动及稳定性进行研究的较多．研究成果主要
是通过分析弹体的姿态运动特性得到的，即将弹体

运动分为长周期运动（质心位移运动）和短周期运

动（姿态运动），并将弹体绕质心的姿态运动近似

为攻角运动，这样的锥形运动稳定性研究方法对低

空弹道较为有效［１，２］．
一般来说，在大射角发射情况下，弹道顶点所

处空域较高，弹体的气动环境较低空已经发生明显

变化．由于高空气动力矩显著减小，弹体的摆动运
动不再能够快速收敛，将弹体运动分为长、短周期

运动的方法暴露出一定的局限性；弹体在重力的持

续作用下，速度矢量不断偏转，而高空较小的气动

力（主要指升力）和气动力矩（主要指恢复力矩）不

能保证弹轴快速的跟踪速度矢量的变化，进而诱导

产生较大的攻角［３，４］；大攻角飞行使得气动非线性

效应突出，可能会引起弹道顶点附近弹体锥形运动



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１２年第１０卷

的发散．基于以上考虑，本文以一类大角度发射的
低速旋转火箭弹为背景，以揭示弹箭高空飞行过程

中大攻角产生的物理本质为出发点，在综合考虑弹

体姿态运动和位移运动的基础上，建立了描述旋转

弹锥形运动的数学模型．并针对弹道顶点附近大攻
角引起的显著气动非线性问题，给出了弹体锥形运

动稳定的判别方法．

１　高空重力作用下的攻角运动

某旋转火箭弹在高空飞行段（大于３０ｋｍ）攻角
运动的数值仿真结果图２所示．

图２　某旋转火箭弹攻角运动曲线

Ｆｉｇ．２　Ａｎｇｕｌａｒｍｏｔｉｏｎｓｏｆａｓｐｉｎｎｉｎｇｒｏｃｋｅｔ

分析图２中攻角α和侧滑角β变化曲线，在弹
道升弧段，攻角不断增大，同时由于自旋产生的面

外力矩作用，侧滑角也跟随攻角不断增大；在弹道

顶点附近，
!

轴与速度矢量的夹角达到最大；在降

弧段，弹体呈现逐渐收敛的锥形运动．
由于攻角α描述的是弹体在铅垂面内的运动，

是重力持续扰动作用的直接体现，而侧滑角则是由

攻角诱导的面外力矩引起的．为简化研究，揭示高
空中弹体的运动性态，将弹体运动分解为纵向运动

和侧向运动，并针对纵向运动展开研究．弹体的纵
向运动方程组为

ｍＶ· ＝－ＱＳＣＤ（α）－ｍｇｓｉｎθ

ｍＶθ· ＝ＱＳＣＬ（α）－ｍｇｃｏｓθ

Ｉ１ωｚ＝ＱＳＬＣＭｓ（α）－ＱＳＬＣＭω（ωｚＬ／Ｖ）

· ＝ωｚ
ｘ＝Ｖｃｏｓθ
ｙ＝Ｖｓｉｎθ
α＝－

















θ

（１）

式中Ｑ＝ρＶ２／２为动压，和 θ分别为俯仰角和弹
道倾角．进而可得攻角运动方程

α̈＋
ＱＳＣ′Ｌ
ｍＶα－

ＱＳＬＣ′Ｍｓ
Ｉｚ

α＝－
ＶＳＣＬ
２ｍρ－

ρＳＣＬ
２ｍＶ

·－

　ｇｃｏｓθ
Ｖ２
Ｖ·－ｇｓｉｎθＶ θ

·－ｃｏｓθＶｇ－
ＱＳＬＣ′Ｍω
Ｉｚ

ωｚＬ( )Ｖ
（２）

分析方程（２），先考虑方程右边各项，首先第

一项
ＶＳＣＬ
２ｍρ和第五项－

ｃｏｓθ
Ｖｇ表征高度变化的扰动

作用．在３０ｋｍ～５０ｋｍ的高空，大气密度 ρ与高度
的函数近似为（根据Ｕ．Ｓ．１９７６标准大气拟合）

ρ＝５．５７×１０１１ｙ２－５．３２×１０－６ｙ＋０．１２３８
ρ＝（１．１１２×１０－１０ｙ－５．２３×１０－６）ｙ≈
　１０－（５－６）Ｖｓｉｎθ

将上式代入 －
ＶＳＣＬ
２ｍ ρ并考虑到 ρ的量级在

１０－（２－３），可得

－
ＶＳＣＬ
２ｍρ≈

ρＶ２ＳＣＬ
２ｍ ｓｉｎθ×１０－３ （３）

重力加速度与高度的函数关系为

ｇ＝ｇ０（Ｒ
２
ｅ／（Ｒｅ＋ｙ）

２）

ｇ＝（ｇ／（Ｒｅ＋ｙ））ｙ

将上式带入－ｃｏｓθＶｇ并整理可得

－ｃｏｓθＶｇ＝－
ｇｃｏｓθｓｉｎθ
Ｒｅ＋ｙ

（４）

第二项和第三项表征速度变化的扰动作用，可

合写成－ １
ｍＶ２
（ＱＳＣＬ＋ｍｇｃｏｓθ）Ｖ

·
，由于高空中空气

动力作用明显小于重力作用，故有

　－１
ｍＶ２
（ＱＳＣＬ＋ｍｇｃｏｓθ）Ｖ

·≈－ｇｃｏｓθ
Ｖ２
Ｖ·≈ｇ

２ｃｏｓθｓｉｎθ
Ｖ２

（５）
严格意义上第四项和第五项分别表征弹体速度

摆动和弹轴摆动的阻尼作用，而非扰动，为了形式上

的统一，广义上将其作为扰动看待，第四项－ｇｓｉｎθＶ θ
·

≈ｇ
２ｃｏｓθｓｉｎθ
Ｖ２

，第五项气动阻尼力矩量级较小，可忽

略．综合上述分析，由于式（３）和式（４）较式（５）相比

为小量，故方程右侧近似等于２ｇ
２ｃｏｓθｓｉｎθ
Ｖ２

．

令ｒ（ｔ）＝２ｇ
２ｃｏｓθｓｉｎθ
Ｖ２

，则ｒ（ｔ）表征了由重力决

定的速度和弹道倾角变化对攻角运动的时变扰动

０４２
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作用，其在高空段的变化曲线如图３所示．

图３　重力扰动作用曲线

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｇｒａｖｉｔｙｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

再考虑方程左边，̈α＋ａ（ｔ）α＋ｂ（ｔ）α，其中 ａ

（ｔ）＝
ＱＳＣ′Ｌ
ｍＶ，ｂ（ｔ）＝－

ＱＳＬＣ′Ｍｓ
Ｉｚ

为时变系数，ａ（ｔ）表

征升力的阻尼作用，ｂ（ｔ）表征恢复力矩的作用，决

定了系统的响应频率．

时变系数二阶线性系统

α̈＋ａ（ｔ）α＋ｂ（ｔ）α＝ｒ（ｔ） （６）

系统的阻尼 ξ＝ ａ（ｔ）
２ ｂ（ｔ槡 ）

，阻尼振荡频率 ωｄ＝

ｂ（ｔ）－ａ２（ｔ）／槡 ４，系统单位阶跃响应的上升时间 ｔｒ
＝［π－ｃｏｓ－１ξ］／ωｄ．若扰动输入信号的斜率 ｒ（ｔ）

大于系统的响应速度１／ｔｒ，则攻角呈单调递增变化

对应的是高空弹道升弧段；若扰动输入信号的斜率

ｒ（ｔ）小于系统的响应速度１／ｔｒ，则攻角呈振荡变化

对应的是高空弹道降弧段．

２　锥形运动建模

根据上述分析，由于高空气动力和气动力矩显

著减小，弹体的摆动运动不再能够快速收敛，使得

由于重力作用引起的速度矢量偏转成为攻角运动

的主要成因．因此，传统上将弹体运动分为长、短周

期运动，并以短周期运动代替攻角运动的方法不再

适用．为合理描述旋转弹在高空的锥形运动状态，

下面将建立综合考虑弹体姿态和速度矢量变化的

锥形运动数学模型．

为简化分析，不失一般性，假设弹体惯性轴对

称，即Ｉｙ＝Ｉｚ＝Ｉｔ，其他交叉转动惯量为０；气动轴对

称，即俯仰和偏航方向的气动特性完全相同；在弹道

顶点附近，弹体的速度大小近似不变，转速大小基本

不变．从而可得旋转弹高空运动的动力学方程组为：

Ｉｔ
¨－Ｉｘγ

·· ＝ＱＳＬＣＭｓ（α）－ＱＳＬＣＭμ（β）－

　ＱＳＬＣＭω（
·Ｌ／Ｖ）

Ｉｔ
¨＋Ｉｘ

·· ＝ＱＳＬＣＭｓ（β）＋ＱＳＬＣＭμ（α）－

　ＱＳＬＣＭω（
·Ｌ／Ｖ）

ｍＶθ· ＝ＱＳＣＬ（α）－ＱＳＣＦμ（β）

ｍＶφ＝ＱＳＣＬ（β）＋ＱＳＣＦμ（α）

α＝－θ
β＝－



















φ

（７）

式中和φ分别为偏航角和弹道偏角，ＣＭμ（β）表示

马格努斯力矩系数，ＣＦμ（β）表示马格努斯力系数．
显然，由式（７）可以描述导弹攻角和侧滑角的

运动轨迹，同时由于陀螺力矩效应和马格努斯效应

引起的交叉耦合，弹体将呈现锥形运动状态．

３　考虑气动非线性的稳定性分析

第１节中的分析表明，由于高空中空气动力作
用较小，在重力的持续扰动作用下，导弹在弹道顶

点附近将出现较大的攻角．大攻角飞行存在严重的
气动非线性问题，并可能导致弹体锥形运动发散，

因此，本节将针对考虑气动非线性情况的锥形运动

稳定进行分析，并给出稳定性条件．
３．１　锥形运动稳定性条件

根据一般空气动力学理论方法，考虑气动非线

性的各气动力和气动力矩系数可写成如下形式，

升力系数：ＣＬ（α）＝Ｃ′Ｌα（１＋ｋＬα
２）

马格努斯力系数：ＣＦμ（α）＝Ｃ
＂
Ｆμ
γ·ｄ( )Ｖ α（１＋ｋＦμα２）

静稳定力矩系数：ＣＭｓ（α）＝Ｃ′Ｍｓα（１＋ｋＭｓα
２）

马格努斯力矩系数：ＣＭμ（α）＝Ｃ
＂
Ｍμ
γ·ｄ( )Ｖ α（１＋ｋＭμα２）

阻尼力矩系数：ＣＭω（
·Ｌ／Ｖ）＝Ｃ′Ｍω

·Ｌ( )Ｖ （１＋ｋＭμα２）
则弹体动力学方程式（７）可写成

¨＝ｂ１１α（１＋ｋＭｓα
２）＋ｂ１２β（１＋ｋＭμβ

２）＋

　ｂ２１
· ＋ｂ２２

·
（１＋ｋＭωα

２）

¨＝ｂ１１β（１＋ｋＭｓβ
２）－ｂ１２α（１＋ｋＭμα

２）－

　ｂ２１
· ＋ｂ２２

·
（１＋ｋＭωβ

２）

θ·＝ａ１α（１＋ｋＬα
２）＋ａ２β（１＋ｋＦμβ

２）

φ＝ａ１β（１＋ｋＬβ
２）－ａ２α（１＋ｋＦμα

２）

α＝－θ

１４２
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β＝－φ （８）

式中ｂ１１＝
ＱＳＬ
Ｉｔ
Ｃ′Ｍｓ，ｂ１２＝－

ＱＳＬ
Ｉｔ
Ｃ＂Ｍμ

γ·ｄ( )Ｖ ，ｂ２１＝ＩｘＩｔγ
·
，

ｂ２２＝－
ＱＳＬ
Ｉｔ
Ｃ′Ｍω

Ｌ( )Ｖ，ａ１＝ＱＳｍＶＣ′Ｌ，ａ２＝－ＱＳｍＶＣ＂Ｆμ γ
·ｄ( )Ｖ ．

取状态变量

ｘ＝［ｘ１　ｘ２　ｘ３　ｘ４］
Ｔ＝［α　β　·　·］Ｔ（９）

则上述非线性微分方程可写成

ｘ＝ｆ（ｘ） （１０）
系统ｘ＝ｆ（ｘ）为连续时间非线性时不变系统，

该系统在一般情况下存在唯一的平衡点 ｘ０＝［０　

０　０　０］Ｔ．
利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ一级近似方法［５，６］求解系统在

平衡点附近的稳定性．将系统 ｘ＝ｆ（ｘ）在 ｘ０处展
开，令Ａ＝（ａｉｊ），其中ａｉｊ＝（ｆｉ／ｘｊ），则可得系数矩
阵

Ａ＝

－ａ１ －ａ２ １ ０

ａ２ －ａ１ ０ １

ｂ１１ ｂ１２ ｂ２２ ｂ２１
－ｂ１２ ｂ１１ －ｂ２１ ｂ













２２

（１１）

此时系统可表示为 ｘ＝Ａｘ，系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
渐近稳定条件为特征方程｜λＩ－Ａ｜＝０的所有根满
足Ｒｅ（λｉ）＜０（ｉ＝１，２，３，４）．通过 Ｒｏｕｔｈ－Ｈｕｒｗｉｔｚ
判据可得系统稳定性条件为

ａ１－ｂ２２＞０

（ａ１－ｂ２２）
２（ｂ１１－ｂ２１ａ２＋ｂ２２ａ１）＋（ａ１－

　ｂ２２）（ａ２－ｂ２１）（ｂ１２＋ｂ２１ａ１＋ｂ２２ａ２）－

　（ｂ１２＋ｂ２１ａ１＋ｂ２２ａ２）
２＞













０

（１２）

需要说明的是，虽然 Ｌｙａｐｕｎｏｖ一级近似方法
只能判定在平衡点附近的运动稳定性，但对于本文

研究的问题，攻角只在０附近的一定范围内运动，
因此，采用该方法得出的系统稳定性条件是合理

的．通过式（１２）可以判定考虑气动非线性情况下
的旋转弹锥形运动稳定性．
３．２　数值仿真验证

表１给出了某大角度发射低速旋转火箭弹在
弹道顶点附近的主要动力学参数．

根据表１中的参数，通过系统稳定性条件式
（１２）判定可知，此时系统是稳定的．假设导弹的初
始扰动位置α０＝１０°，β０＝６°，其锥形运动曲线如图
４所示，锥形运动逐渐收敛．

表１　主要动力学参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｄｙｎａｍｉｃｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆａｒｏｃｋｅｔ

Ｐａｒａ． Ｖａｌｕｅ Ｐａｒａ． Ｖａｌｕｅ
ｙ／ｋｍ ５０ γ·／ｒａｄｓ－１ ９．６
Ｖ／ｍｓ－１ １９２ Ｃ′Ｍω，ｋＭω ５．７７８，１．８０
Ｃ′Ｌ，ｋＬ １０．０３，８．９１ Ｃ′Ｍｓ，ｋＭｓ ０．６５９，５．６６
Ｃ＂Ｆμ，ｋＦμ １．１０３，１３．５ Ｃ＂Ｍμ，ｋＭμ ０．５３６，１４．８

图４　收敛的锥形运动曲线

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｂｌｅｃｏｎｉｎｇｍｏｔｉｏｎ

图５　发散的锥形运动曲线

Ｆｉｇ．５　Ｕｎｓｔａｂｌｅｃｏｎｉｎｇｍｏｔｉｏｎ

若将表１中马格努斯力矩系数导数 Ｃ＂Ｆμ增大
１０倍，则同样利用系统稳定性条件式（１２）可判定
此时系统不稳定，将出现锥形运动发散的情况，如

图５所示．

４　结论

对一类采用大角度发射的低速旋转弹的高空

运动性态进行了研究，在高空飞行过程中（飞行高

度大于３０ｋｍ），空气动力作用明显减弱，弹道升弧
段的攻角运动响应速度小于重力扰动梯度，导致在

弹道顶点附近出现比较大的攻角；针对高空飞行的

特点，建立了旋转弹锥形运动的数字模型；利用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ一级近似方法，推导了考虑气动非线性条
件下的旋转弹箭锥形运动稳定条件，为研究该类型

２４２
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飞行器在弹道顶点附近的飞行动态稳定性提供了

依据．数值仿真结果显示，得到的稳定性判定条件
是适用的．

研究成果有助于分析旋转弹箭在高空飞行时

的动力学特性，可以为工程设计人员提供理论指

导，同时为研究考虑气动非线性等因素的旋转弹箭

动稳定性问题累积基础．
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