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摘要　结合材料力学中曲率的概念，利用格罗斯曼理论计算气动力，应用拉格朗日方程建立了一类大展弦

比机翼的非线性动力学模型．对该模型进行了无量纲化处理，利用第一李雅普诺夫量研究了该系统由稳态

平衡解向Ｈｏｐｆ分岔解（颤振运动）演化的临界条件和路径，以及系统发生 ｂｅｎｉｇｎ颤振（超临界）、ｃａｔａｓｔｒｏｐｈｉｃ

颤振（次临界）的识别条件．利用规范性理论、Ｈｏｐｆ分岔定理研究了模型的颤振行为，并研究了不同展弦比对

颤振速度的影响．数值模拟验证了理论分析的结果．
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引 言

近年来，高空长航时飞机受到越来越多的重

视，这类飞机在长期侦查监控、环境检测和通讯中

继等方面具有广阔的发展前景，其具有展弦比大、

柔性大等特点．因此对大展弦比机翼的动力学行为
进行深入地研究具有重要的理论与实际意义．

在大展弦比机翼的动力学研究上，任智毅等［１］

根据机翼气动载荷和机翼弹性变形之间存在的关

系，以机翼的总升力不变和结构强度作为约束条

件，提出一种新的气动／结构耦合的刚度设计方法．
赵常等［２］将旋翼气动建模思想引入大展弦比固定

翼，对旋翼飞行器ＵＭＡＲＣ理论中直升机旋翼空气
动力建模方法进行适当改进，建立适应机翼较大变

形情况下的空气动力学模型．田坤黉等［３］基于

Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，建立了具有几何非线性特点的
大展弦比直机翼的自由运动方程．谢长川等［４］应用

气动弹性分析理论和方法，对复合材料大展弦比机

翼进行了结构有限元建模、模型修正、固有振动特

性计算、部件发散与颤振工程分析．赵永辉等［５］建

立了大展弦比夹心翼弯扭耦合模态的解析解，用时

域法进行了大展弦比夹心翼的大攻角颤振分析，研

究结果表明颤振速度随翼根攻角的增加而迅速减

少，复合层的铺设方式对颤振速度影响很大．谢长
川等［６］应用“准模态法”分析了结构非线性对大展

弦比机翼振动的影响，研究结果表明大展弦比柔性

机翼在飞行载荷作用下发生较大的翼尖变形，且对

结构刚度产生较大影响．刘湘宁、向锦武等［７］研究

了大展弦比复合材料机翼在较大迎角下的失速颤

振特性．杨仕福等［８］研究了多操纵面大展弦比机翼

的建模方法和鲁棒颤振控制方法的设计问题．通过
仿真结果表明控制器能够有效控制有不确定参数

的大展弦比机翼气动弹性颤振，提高颤振临界速

度．Ｔａｎｇ和 Ｄｏｗｅｌｌ［９－１０］结合理论和实验研究的方
法，研究了大展弦比机翼的颤振预测，极限环振荡

性质和突风响应等问题．
本文结合材料力学中曲率的概念，利用格罗斯

曼理论计算气动力，应用拉格朗日方程建立了一类

大展弦比机翼的非线性动力学模型，并利用规范性

理论、Ｈｏｐｆ分岔定理、第一李雅普诺夫量研究了模
型的颤振行为．

１　模型的建立

对于大展弦比机翼，机翼的变形可以用弹性轴

的弯曲ω（ｙ，ｔ）和弦向剖面绕弹性轴的扭转β（ｙ，ｔ）
来表示，即：

ｈ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ω（ｙ，ｔ）＋ｒ（ｘ）β（ｙ，ｔ） （１）
其中ｈ为平直机翼任意一点的变形，向上为正；ｒ为
从弹性轴量起的弦向距离，以顺气流方向向后为

正；以向上为正；β以前缘抬头为正．



第３期 周良强等：一类大展弦比机翼非线性模型的稳定性与分岔

机翼的第ｊ阶固有振型ｈｊ（ｘ，ｙ）也可以表示为
弹性轴的弯曲 ω（ｙ）以及绕弹性轴的扭转 βｊ（ｙ），
即：

ｈｊ（ｘ，ｙ）＝ωｊ（ｙ）＋ｒ（ｘ）βｊ（ｙ） （２）
把机翼在垂直方向的运动位移用 ｎ个固有振型叠
加组成，则

ｈ（ｘ，ｙ，ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
［ω（ｙ）＋ｒ（ｘ）β（ｙ）］εｊ（ｔ）

机翼的动能为

Ｔ＝１２γ（ｘ，ｙ）［ｈ·（ｘ，ｙ，ｔ）］２ｄｘｄｙ＝１２∑
ｎ

ｊ＝１
Ｍｊε

２
ｊ

其中 γ（ｘ，ｙ）表示机翼单位面积质量；Ｓ表示
机翼面积．

Ｍｊ＝∫
ｌ

０
［ｍω２ｊ（ｙ）＋２Ｓαωｊ（ｙ）βｊ（ｙ）＋Ｉαβ

２
ｊ（ｙ）］ｄｙ

其中ｌ为半展长，ｍ，Ｓα，Ｉα分别表示单位展长机翼
的质量、对弹性轴的质量静矩及惯矩．

机翼的势能为

Ｕ＝１２∑
ｎ

ｊ＝１
Ｍｊｐ

２
ｊε
２
ｊ

上式中ｐｊ表示第ｊ阶固有频率．
把以上动能、势能代入拉格朗日方程，由此可

得运动方程

Ｍｊ̈εｊ＋Ｍｊｐ
２
ｊεｊ＝Ｑｊ（ｊ＝０１２…） （３）

对于大展弦比直机翼，在没有较大的集中质量

情况下，可以用与第一阶纯弯振型 ｆ（ｙ）及第一阶
纯扭振型（ｙ）相联系的ω（ｔ）和 β（ｔ）作为两个广
义坐标，此时动能为

Ｔ＝１２γ（ｘ，ｙ）［ｆ（ｙ）ω＋
　ｒ（ｘ）（ｙ）β·（ｔ）］２ｄｘｄｙ＝１２（ｃ１１ω－

　２ｃ１２ωβ
· ＋ｃ２２β

·２

势能为

Ｕ＝１２∫
ｌ
０ＥＩ（κ（ｙ））

２ｄｙ＋１２∫
ｌ
０ＧＪ

β（ｙ，ｔ）
( )ｙ

２

式中κ（ｙ）表示曲率，由于大展弦比机翼是柔性机
翼，有相对较大的变形，故曲率表达式为

κ（ｙ）＝ω（ｙ，ｔ）［１＋（ω′（ｙ，ｔ））２］
３
２ （４）

设由弯曲变形而引起的横截面的转角为 θ，其值是
一个相对较小的量，故可近似认为

ｔａｎθ＝ω（ｙ，ｔ）ｙ
＝ω′（ｙ，ｔ）≈θ （５）

从而曲率可表示为

κ（ｙ）ω（ｙ，ｔ）［１＋（ｔａｎθ）２］－
３
２ （６）

令ｇ（θ）＝［１＋（ｔａｎθ）２］－
３
２并将ｇ（θ）化简成 ｇ（θ）

＝ｃｏｓ３θ对此式做泰勒展开得

ｇ（θ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋθ２ｋ
（２ｋ[ ]）！

３

　ｎ＝１，２，３… （７）

从而

Ｕ＝１２∫
ｌ

０
ＥＩω２（ｙ，ｔ）∑

ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋθ２ｋ
（２ｋ[ ]）！

６
ｄｙ＋

　 １２∫
ｌ

０
ＧＪβ（ｙ，ｔ）

( )ｙ
２ｄｙ

由于θ值较小，故

Ｕ＝１２∫
ｌ

０
ＥＩω２（ｙ，ｔ）［１－３ω′２（ｙ，ｔ）］ｄｙ＋

　 １２∫
ｌ

０
ＧＪβ（ｙ，ｔ）

( )ｙ
２ｄｙ

所以

Ｌ＝Ｔ－Ｕ＝１２［ｃ１１ω
２＋２ｃ１２ωβ

· ＋ｃ２２β
·２－ａ１１ω

２＋

　ａ１２ω
４－ａ１３β

２］

式中相应系数的表达式较复杂，这里予以省略．利
用拉格朗日方程首先对广义坐标ω求导得到方程

ｃ１１ω̈－ｃ１２β
¨＋ａ１１ω－ａ１２ω

３＝Ｑω （８）
再对广义坐标β求导得到方程

ｃ２２β
¨－ｃ１２ω̈＋ａ１３β＝Ｑβ （９）

其中Ｑω与Ｑβ分别对应于广义坐标 ω（ｔ），β（ｔ）的
广义气动力．

广义气动力，Ｑβ ＝∫
ｌ

０
Ｍ′（ｙ，ｔ）（ｙ）ｄｙ．

本文所讨论的机翼为无人机的大展弦比翼，无

人机一般飞行速度是亚音速，利用格罗斯曼理论可

得到气动力和气动力矩的表达式如下：

Ｌ′＝（ｙ，ｔ）＝－１２ρＶ
２（２ｂ）ａ０［β（ｙ，ｔ）＋

　ω（ｙ，ｔ）Ｖ ＋（１２－ａ）ｂ
β·（ｙ，ｔ）
Ｖ ］

Ｍ′＝（ｙ，ｔ）＝１２ρＶ
２（２ｂ）２｛ａ０（

１＋ａ
２ －

　１４）［β（ｙ，ｔ）＋
ω（ｙ，ｔ）
Ｖ ＋

　（１２－ａ）ｂ
β·（ｙ，ｔ）
Ｖ ］－ｂπ４Ｖβ

·
（ｙ，ｔ）｝

式中Ｖ是指来流速度，ρ是指空气密度，ａ０是根据
升力线理论获得的大展弦比机翼的修正升力线斜

率公式，其表达式为（ａ０＝（
Ｃ１
β
）∞

λ
λ＋２

（其中 λ是

３２２
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机翼展弦比；（
Ｃ１
β
）∞是指无限翼展的升力线斜率）

，Ｌ′（ｙ，ｔ），Ｍ′（ｙ，ｔ）表示作用在弹性轴上的升力和
力矩．

根据前面讨论可知：

Ｌ′（ｙ，ｔ）＝－１２ρＶ
２（２ｂ）ａ０［（ｙ）β（ｔ）＋

　ｆ（ｙ）ω（ｔ）Ｖ ＋（１２－ａ）ｂ
（ｙ）β·（ｔ）
Ｖ ］

Ｍ′（ｙ，ｔ）＝１２ρＶ
２（２ｂ）２｛ａ０（

１＋ａ
２ －

　１４）［（ｙ）β（ｔ）＋
ｆ（ｙ）ω（ｔ）
Ｖ ＋（１２－

　ａ）ｂ（ｙ）β
·
（ｔ）

Ｖ ］－ ｂπ
４Ｖ（ｙ）β

·
（ｔ）｝

代入整理得

Ｑω＝ｂ１２Ｖ
２β（ｔ）－ｄ１１Ｖω（ｔ）＋ｄ１２Ｖβ（ｔ）

Ｑβ＝ｄ２１Ｖω（ｔ）－ｂ２２Ｖ
２β（ｔ）－ｄ２２Ｖβ

·
（ｔ}） （１０）

其中 ｂ１２，ｂ２２为气动刚度系数；ｄ１１，ｄ１２，ｄ２１，ｄ２２为气
动阻尼系数．

方程可化为

ｃ１１ω̈－ｃ１２β
¨＋ａ１１ω－２ａ１２ω

３－ｂ１２Ｖ
３β＋

　ｄ１１Ｖω－ｄ１２Ｖβ
· ＝０

ｃ２２β
¨－ｃ１２ω̈＋ａ１３β－ｄ２１Ｖω＋ｂ２２Ｖβ＋ｄ２２Ｖβ

· ＝０

（１１）
式中ｃ１１，ｃ１２，ｃ２２为广义质量；ａ１１，ａ１３为广义刚度，ａ１２
表示广义非线性刚度．

关于振型函数的选取，对于第一阶纯弯和纯扭

振型，对其选取一定要满足机翼根部约束的边界条

件，大展弦比直机翼翼根根部约束边界条件为剖面

固支的悬臂机翼，为了便于计算，此处本文选取的

振型函数为一些初等函数，而且满足机翼根部约束

的边界条件，其表达式如下：

ｆ（ｙ）＝１
ｌ２
ｙ２，（ｙ）＝１ｌｙ （１２）

从而

ａ１１＝ＥＩ
４
ｌ３
，ａ１２＝ＥＩ

３
ｌ５
，ａ１３＝ＥＩ

ＧＪ
ｌ，

ｃ１１＝
ｍｌ
５，ｃ１２＝－Ｓα

ｌ
４，ｃ２２＝

Ｉαｌ
２

３，

ｂ１２＝
－ρａ０ｂｌ
４ ，ｂ２２＝

－ρａ０ｂｌ（１＋２ａ）
６ ，

ｄ１１＝
ρａ０ｂｌ
５ ，ｄ１２＝－

ρａ０ｂ
２ｌ（１－２ａ）
８

ｄ２１＝
ρａ０ｂ

２ｌ（１＋２ａ）
８

ｄ２２＝
ρｂ３ｌ［２π－ａ０（１－４ａ

２）］

１２ （１３）

对（１１）式解耦化简得到

ω̈＋
ｋω
ｍ１
ω－
ｋ１
ｍ１
ω３＋

ｃω
ｍ１
ω＋
ｋβ１
ｍ１
β＋
ｋβ１
ｍ１
β·＝０

β¨＋
ｋβ２
ｍ１
β＋
ｃβ２
ｍ１
β·＋
ｋω２
ｍ１
ω－
ｋ２
ｍ１
ω３＋

ｃω２
ｍ１
ω＝









０

（１４）

其中

ｍ１＝ｃ２２ｃ１１－ｃ
２
１２　ｋω１＝ａ１１ｃ２２　ｋω２＝ａ１１ｃ１２

ｋβ１＝ａ１３ｃ１２＋（ｂ２２ｃ１２－ｂ１２ｃ２２）Ｖ
２　ｋ１＝２ａ１２ｃ２２

ｋβ２＝ａ１３ｃ１１＋（ｂ２２ｃ１１－ｂ１２ｃ１２）Ｖ
２　ｋ２＝２ａ１２ｃ１２

ｃω１＝（ｃ２２ｄ１１－ｃ１２ｄ２１）Ｖ
ｃω２＝（ｃ１２ｄ１１－ｃ１１ｄ２１）Ｖ
ｃβ１＝（ｃ１２ｄ２２－ｃ２２ｄ１２）Ｖ
ｃβ２＝（ｃ１１ｄ２２－ｃ１２ｄ１２）Ｖ （１５）

２　颤振分析

选取翼型参数如下：

ｌ＝５．８ｍ，ＥＩ＝４．０８×１０６Ｎ·ｍ２，
２ｂ＝３．１５ｍ，ＧＪ＝１６Ｎ·ｍ２

ｍ＝７９ｋｇ／ｍ，Ｉβ＝７４ｋｇ·ｍ
２，ｘβ＝０．１ｍ，

ａｂ＝－０．５７５，ａ０＝４．３２，

并记ξ＝ｘ１，ξ＝ｘ２，β＝ｘ３，β
·＝ｘ４，则机翼方程组化为

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２－ａ３ｘ３－ａ４ｘ４－ｅ１ｘ

３
１

ｘ３＝ｘ４
ｘ４＝－ｂ１ｘ１－ｂ２ｘ２－ｂ３ｘ３－ｂ４ｘ４＋ｅ２ｘ

３
１ （１６）

其中方程中各系数与速度Ｖ和展弦比λ有关，表达
式较为复杂，这里予以省略．

按文［１１］中的计算方法，得系统的第一李雅
普诺夫量为

Ｌ（Ｖ）＝３π４ｃ（Ａ
（１）
１１１＋Ａ

（２）
２２２＋Ａ

（３）
３３３＋Ａ

（４）
４４４） （１７）

其中各系数的意义及计算按文［１１］中计算方法可
得．当Ｌ（Ｖ）＜０时，发生 ｂｅｎｉｇｎ颤振（超临界）；当
Ｌ（Ｖ）＞０时，发生ｃａｔａｓｔｒｏｐｈｉｃ颤振（次临界）．

接下来我们利用规范性理论来研究模型的颤

振．选取λ＝３．３６５，其他参数选取不变，则系统可
化为

Ｘ· ＝Ａ（Ｖ）Ｘ＋ｆ（Ｘ，Ｖ） （１８）

４２２
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其中

　Ａ（Ｖ）＝
０ １ ０ ０

０．４７８２
Ｖ２

０．０９３６ ０．１１７２＋０．０８０２
Ｖ２

０．０９４４

０ ０ ０ １
０．０６０３
Ｖ２

０．０３６１ １．０１
Ｖ２
＋０．４７２ ０．



















０４７４

　ｆ（Ｘ，Ｖ）＝

　　　０

０．５６４１／Ｖ２

　　　０

－０．０７１１／Ｖ













２

ｘ３１

系统在初始平衡点Ｏ（０，０，０，０）处的Ｊａｃｏｂｉ矩
阵的特征方程为：

μ４＋Ｒ１μ
３＋Ｒ２μ

２＋Ｒ３μ＋Ｒ４＝０ （１９）
其中Ｒ４＝０．１４１，

Ｒ２＝［（－０．０４７＋０．００２６π）Ｖ
４＋１．４８８３Ｖ２］／Ｖ３，

Ｒ３＝［－０．０００１Ｖ
４＋（０．０８０４＋０．０１３３π）Ｖ２］／Ｖ４，

Ｒ４＝（－０．０１３Ｖ
２＋０．４７６５）／Ｖ４．

当满足条件

Ｒ３／Ｒ１（Ｒ３／Ｒ１－Ｒ２）＋Ｒ４＝０，
Ｒ３／Ｒ１－Ｒ２＜０，
Ｒ３＞０，

即Ｖ０＝２．８时，特征方程存在一对纯虚特征根和一
对负实部的特征根，机翼在此速度下发生颤振．

令Ｖ＝Ｖ０＋ε，利用规范性理论及算法
［１２］，得到

保留至３次项的极坐标形式下的规范型为：
ｄｒ
ｄｔ＝ａεｒ＋ｂｒ

３

ｄφ
ｄｔ＝ｃ＋ｄｒ

２－ｑεｒ （２０）

其中ａ＝１．１３８６，ｂ＝－０．１１２４，ｃ＝０．４８０７，ｄ＝－０．
０３４２，ｑ＝－５．５５０５．由于 ａ和 ｂ异号，可知原系统
将产生超临界Ｈｏｐｆ分岔．当 ε＜０时，初始平衡点
是渐近稳定的焦点；当ε＞０时，初始平衡点变为不
稳定，在其附近出现一稳定的极限环．

３　数值模拟

首先选取无量纲流速 Ｖ＝１．８＜Ｖ０，得到系统

此时的相图如图１所示；再选取无量纲流速 Ｖ＝３
＞Ｖ０，得到系统此时的相图如图２所示，这与理论
分析的结果是一致的．

图１　Ｖ＝１．８＜Ｖ０时系统的相图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｆｏｒＶ＝１．８＜Ｖ０

图２　Ｖ＝３＞Ｖ０时系统的相图

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｆｏｒＶ＝３＞Ｖ０
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其他参数不变，变动无量纲流速 Ｖ，得到系统
的分岔图如图３所示．

图３　系统关于无量纲流速Ｖ的分岔图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

ｉｎｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｓｐｅｅｄＶ

最后，选取不同的展弦比，得到机翼的颤振速

度与展弦比的关系曲线如图４所示．由图４可知，
当展弦比变化时，颤振速度先随着展弦比的增大而

减小；当展弦比达到一临界值时，颤振速度随着展

弦比的增大而增大；最后当展弦比达到另外一临界

值时，颤振速度随着展弦比的增大而减小．

图４　颤振速度与展弦比的关系曲线图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｆｌｕｔｔｅｒ

ｓｐｅｅｄａｎｄａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏ

４　结论

本文结合材料力学中曲率的概念，利用格罗斯

曼理论计算气动力，建立了一类大展弦比机翼的非

线性动力学模型．利用第一李雅普诺夫量研究了该
系统由稳态平衡解向Ｈｏｐｆ分岔解（颤振运动）演化
的临界条件和路径，以及系统发生 ｂｅｎｉｇｎ颤振（超
临界）、ｃａｔａｓｔｒｏｐｈｉｃ颤振（次临界）的识别条件．利
用规范性理论、Ｈｏｐｆ分岔定理研究了模型的颤振
行为，并研究了不同展弦比对颤振速度的影响．
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