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航空发动机叶片非线性动力学分析
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摘要　论文研究了航空发动机叶片的非线性振动问题，将叶片简化为功能梯度材料薄壁悬臂梁，考虑几何

大变形的影响，基于一阶活塞气动力理论，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了叶片的非线性偏微分运动方程．综合运

用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法、多尺度方法和数值方法对叶片模型进行了非线性动力学分析，通过相图、波形图和频谱图

分析了不同气流流速情况下旋转叶片的动态响应．结果表明：随着气流流速的增加，系统呈现倍周期运动和

混沌运动等多种复杂动力学行为．

关键词　旋转叶片，　非线性动力学，　动态响应，　混沌

引 言

叶片是航空发动机中最重要的关键部件之一，

它的可靠性直接影响发动机能否正常工作，甚至整

架飞机的飞行安全．叶片在高温高压燃气包围下工
作不仅需要承受气动力、热应力、振动负荷以及高

速旋转时自身的离心力，还受到燃气的严重腐蚀．
已有研究表明，叶片故障占航空发动机故障的

６２％以上．因此，对叶片振动问题的研究具有非常
重要的工程意义．薄壁空心叶片具有增加发动机压
气机喘振裕度、抗外物损伤、提高发动机推力、减少

叶片数和减轻重量等优点，在航空发动机 Ｉ级叶片
（即风扇叶片）中得到广泛应用．本文主要研究航
空发动机压气机旋转叶片的非线性动力学问题

论文把旋转叶片简化为功能梯度材料的等截

面旋转薄壁梁，国内外一些学者对旋转悬臂梁进行

了动力学研究，如 Ｃａｒｎｅｇｉｅ［１］首次研究了旋转叶片
的自振频率，并用Ｒａｙｌｅｉｇｈ法得到理论的势能表达
式．Ｙｏｋｏｙａｍａ［２］用有限元法研究了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ旋
转梁的自由振动特性．Ｙａｎｇ［３］等推导了一系列包括
轴向、横向和扭转运动的耦合积分微分方程来描述

旋转的欧拉梁，其中包含了离心力引起的刚化作

用．ＣｏｒｔＩ＇ｎｅｚ和Ｐｉｏｖａｎ［４］针对横截面开口或闭口的
薄壁梁，发展了一个理论模型来进行振动和屈曲分

析，随后对此模型受到剪切变形时进行了稳定性分

析．Ｌｉｂｒｅｓｃｕ和Ｏｈ［５－７］提出了纤维复合材料旋转叶

片的线性动力学理论，并且研究了功能梯度材料的

旋转薄壁梁在高温环境下的的振动和稳定性问题．
Ｆａｚｅｌｚａｄｅｈ［８］研究了功能梯度材料的旋转叶片在空
气热弹性载荷下的动力学行为．

以上文献都是从线性理论来研究梁的振动特性，

但对于高速旋转机械，非线性因素的影响对旋转机械

的振动响应也越来越重要，Ｓｉｍｏ和 Ｖｕ－Ｑｕｏｃ［９］的研
究显示适当的考虑非线性应变位移关系，对正确模拟

柔性梁的几何硬化有非常重要的作用．Ｃｈｅｎ和
Ｐｅｎｇ［１０］用几何非线性研究了旋转叶片的动力学稳定
性．Ｃｈａｎｄｉｒａｍａｎｉ和Ｌｉｂｒｅｓｃｕ［１１］用高阶剪切变形理论
研究了复合材料旋转梁的自由振动，通过几何非线性

结合各向异性、横向剪切和翘曲等因素对旋转梁振动

的影响进行了分析．Ｙａｏ和Ｃｈｅｎ［１２］研究了预弯曲薄壁
变转速叶片的非线性振动问题．

本文主要研究航空发动机压气机旋转叶片的

非线性动力学问题．首先考虑几何大变形和气动力
的影响，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立柔性叶片的非线性
偏微分运动方程，综合运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法、高阶多
尺度方法，并通过数值模拟研究旋转叶片的非线性

动力学行为．

１　叶片非线性动力学模型

本文将航空发动机压气机 Ｉ级叶片简化为如
图１所示的功能梯度材料的等截面旋转薄壁梁，考
虑长度为 Ｌ的薄壁叶片固定在半径为 Ｒ０的轮毂
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上，以常速 Ω旋转，其中 γ是安装角，横截面的尺
寸如图２所示．模型受到Ｙ方向的气动荷载．

图１　旋转叶片的悬臂梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆｔｈｅｔｈｉｎ－ｗａｌｌｅｄｂｅａｍ

图２　梁的横截面

Ｆｉｇ．２　Ｂｌａｄｅｃｒｏｓｓ－ｓｅｃｔｉｏｎ

首先建立两个主要的坐标系，其中（Ｘ，Ｙ，Ｚ）为
惯性坐标系，（ｘ，ｙ，ｚ）为旋转坐标系，ｚ为顺翼展方
向，ｘ，ｙ为横截面上任一点的横向坐标．由于叶片
有安装角，我们建立了局部坐标（ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ），其中ｘｐ

和ｙｐ是横截面上任意一点的坐标．

旋转坐标（ｘ，ｙ，ｚ）与局部坐标（ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ）之间

的关系为

ｘ＝ｘｐｃｏｓγ－ｙｐｓｉｎγ，ｙ＝ｘｐｓｉｎγ＋ｙｐｃｏｓγ，ｚ＝ｚｐ

（１）

在旋转坐标系中，环面坐标（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ），ｚ（ｚ））
为中面任一点的坐标．其中ｓ和ｎ分别为中面环长

和横截面厚度，令－１２ｈ≤ｎ≤
１
２ｈ，ｔ

→
为中面的切线

方向，ｎ→为法线方向．如图２所示．

在建立旋转叶片的运动控制方程前，假设：

１）横截面的形状保持不变．
２）模型采用限制扭转，即扭转率 ′与顺翼展

方向的ｚ有关，表示为′＝′（ｚ）

３）沿ｓ方向的力与其它力 Ｎｓｓ相比很小，我们
忽略不计．

梁的位移场表示为

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｕ０（ｚ，ｔ）－ｙ（ｚ，ｔ） （２）

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｖ０（ｚ，ｔ）＋ｘ（ｚ，ｔ） （３）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝θｘ（ｚ，ｔ）［ｙ（ｓ）－ｎ
ｄｘ
ｄｓ］＋

　θｙ（ｚ，ｔ）［ｘ（ｓ）＋ｎ
ｄｙ
ｄｓ］ （４）

其中ｕ０、ｖ０是叶片沿着ｘ、ｙ轴的刚体位移，和θｘ、
θｙ是相对于ｚ轴的扭转角和ｘ、ｙ的弯曲角．

不考虑剪切，则θｘ、θｙ表示为
θｘ＝－ｖ′０，　θｙ＝－ｕ′０ （５）
叶片变形后任一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）的位置矢量表示为
｛Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）｝＝（ｘ＋ｕ）ｉ＋（ｙ＋ｖ）ｊ＋
　（ｚ＋ｗ＋Ｒ０）ｋ


（６）

则速度矢量及加速度矢量可表示为

｛Ｒ·｝＝ｖｘｉ
＋ｖｙｊ

＋ｖｚｋ

，｛Ｒ¨｝＝ａｘｉ

＋ａｙｊ
＋ａｚｋ



（７）
其中

ｖｘ＝ｕ＋（Ｒ０＋ｚ＋ｗ）Ω，ｖｙ＝ｖ，ｖｚ＝ｗ－（ｘ＋ｕ）Ω

（８）
ａｘ＝ｕ̈＋２ｗΩ－（ｘ＋ｕ）Ω

２，ａｙ＝ｖ̈，

ａｚ＝ｗ̈－２ｕΩ－（Ｒ０＋ｚ＋ｗ）Ω
２ （９）

不考虑剪切，应变与位移几何关系为

εｚｚ＝
ｗ
ｚ
＋１２［（

ｕ
ｚ
）２＋（ｖ

ｚ
）２］，γｘｚ＝γｙｚ＝０

（１０）
假设横截面的形状不变，则有

εｘｘ＝εｙｙ＝γｘｙ＝０ （１１）
从而有

εｎｎ＝εｓｓ＝εｓｎ＝０ （１２）
切线方向的剪切为

εｓｚ＝２
Ａｃ
β
′ （１３）

其中Ａｃ和β分别代表横截面的面积和ｓ的长度．
应力与应变的关系为

σｓｓ
σｚｚ
σｚｎ
σｎｓ
σ

















ｓｚ

＝

Ｑ１１ Ｑ１２ ０ ０ ０

Ｑ１２ Ｑ２２ ０ ０ ０

０ ０ Ｑ４４ ０ ０

０ ０ ０ Ｑ５５ ０

０ ０ ０ ０ Ｑ

















６６

εｓｓ
εｚｚ
εｚｎ
εｎｓ
ε

















ｓｚ

－

α^Ｔ

α^Ｔ
　０
　０
　















０

（１４）
其中

Ｑ１１＝Ｑ２２＝
Ｅ
１－υ２

，Ｑ１２＝
Ｅυ
１－υ２

，Ｑ６６＝
Ｅ

２（１＋υ）
，

Ｑ４４＝Ｑ５５＝ｋ
２
ｓ

Ｅ
２（１＋υ）

，^α＝ Ｅ
１－υ２

α．

４１２
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这里Ｅ和 υ分别是杨氏模量和泊松比，ｋ２ｓ是
横向剪切修正系数，α是热膨胀系数．

则系统的动能和势能表示如下

δＫ＝－∫τρＲ¨δＲｄτ＝－∫τρ｛［̈ｕ＋２ｗΩ－（ｘ＋
　ｕ）Ω２］δｕ＋ｖ̈δｖ＋［̈ｗ－２ｕΩ－（Ｒ０＋Ｚ＋

　ｗ）Ω２］δｗ｝ｄτ （１５）
δＵ＝δＵ１＋δＵ２ （１６）

其中δＵ１和δＵ２的表达式如下

δＵ１ ＝∫τσｉｊδεｉｊｄτ＝∫τ（σｚｚδεｚｚ＋σｓｚδεｓｚ）ｄτ
（１７ａ）

δＵ２ ＝∫ｌ０Ｆ（
ｕ０
ｚ
－ｙ
ｚ
）δ（
ｕ０
ｚ
－ｙ
ｚ
）ｄｚ＋

　∫ｌ０Ｆ（
ｖ０
ｚ
＋ｘ
ｚ
）δ（
ｖ０
ｚ
＋ｘ
ｚ
）ｄｚ （１７ｂ）

势能由叶片变形产生的 Ｕ１和旋转产生的 Ｕ２
组成，Ｆ为离心力，表示为

Ｆ＝∫ｌ０ｂ１Ω２（ｚ＋Ｒ０）ｄｚ＝ｂ１Ω２［Ｒ０（ｌ－ｚ）＋
１
２（ｌ

２－ｚ２）］＝ｂ１Ω
２Ｒ（ｚ） （１７ｃ）

外力所作的虚功的变分表示为

δＶ＝∫ｌ０（ｐｘδｕ０＋ｐｙδｖ０）ｄｚ （１８）

根据一阶活塞理论，气动力在横截面上单位长

度的分量为

ΔＰｘｐ＝Ｃ∞ρ∞（
ｕｐ

ｔ
＋Ｕｔｘｐ

ｕｐ

ｚ
），

ΔＰｙｐ＝Ｃ∞ρ∞（
ｖｐ

ｔ
＋Ｕｔｙｐ

ｖｐ

ｚ
） （１９）

其中

ｕｐ＝ｕｃｏｓγ＋ｖｓｉｎγ，　ｖｐ＝－ｕｓｉｎγ＋ｖｃｏｓγ，
Ｕｔｘｐ＝Ｕ∞ｃｏｓγ，　Ｕ

ｔ
ｙｐ＝Ｕ∞ｓｉｎγ （２０ａ）

则ｘ轴方向和ｙ轴方向的的气动力的分量为
Ｐｘ＝ａΔＰｙｐｓｉｎγ－ｂΔＰｘｐｃｏｓγ，
Ｐｙ＝－ａΔＰｙｐｃｏｓγ－ｂΔＰｘｐｓｉｎγ （２０ｂ）

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，建立系统广义位移形式的偏微
分动力学方程为

　３２Ａ１１（
ｕ０
ｚ
）２
２ｕ０
ｚ２
＋（Ｂ１１＋３Ｂ１１）


ｚ
２
ｚ２
ｕ０
ｚ
＋

１
２（Ｂ１１＋３Ｂ１１）（


ｚ
）２
２ｕ０
ｚ２

＋Ａ１１
ｖ０
ｚ
２ｖ０
ｚ２
ｕ０
ｚ
＋

１
２Ａ１１（

ｖ０
ｚ
）２
２ｕ０
ｚ２
＋（Ｂ１１＋Ｂ１１）

３ｖ０
ｚ３

ｚ
－Ｂ１１
４ｕ０
ｚ４
＋

（Ｂ１１＋２Ｂ１１）
２ｖ０
ｚ２
２
ｚ２
－３２（Ｄ１１＋Ｈ２２）（


ｚ
）２
２
ｚ２
＋

（Ｄ１１＋Ｈ１２）（
２
ｚ２
）２＋（Ｈ１２＋Ｄ１１）


ｚ
３
ｚ３
＋

Ｂ１１
ｖ０
ｚ
３
ｚ３
－Ａα１１ΔＴ

２ｕ０
ｚ２
－Ｉ０Ω

２（Ｒ＋ｚ）
ｕ０
ｚ
＝

Ｉ０̈ｕ０－Ｉ０ｕ０Ω
２－Ｉｘｘ

４ｕ０
ｚ２ｔ２

＋ＩｘｘΩ
２
２ｕ０
ｚ２

（２１ａ）

　１２Ａ１１（
ｕ０
ｚ
）２
２ｖ０
ｚ２
＋Ａ１１

ｕ０
ｚ
２ｕ０
ｚ２
ｖ０
ｚ
＋１２（Ｂ１１＋

３Ｂ１１）（

ｚ
）２
２ｖ０
ｚ２
＋（Ｂ１１＋３Ｂ１１）


ｚ
２
ｚ２
ｖ０
ｚ
＋

３
２Ａ１１（

ｖ０
ｚ
）２
２ｖ０
ｚ２
－（Ｂ１１＋Ｂ１１）

３ｕ０
ｚ３

ｚ
－（Ｂ１１＋

２Ｂ１１）
２ｕ０
ｚ２
２
ｚ２
＋３２（Ｈ１２＋Ｄ１１）（


ｚ
）２
２
ｚ２
－

Ｂ１１
４ｖ０
ｚ４
＋（Ｈ２１＋Ｄ１１）（

２
ｚ２
）２＋（Ｈ２１＋Ｄ１１）


ｚ
３
ｚ３
－

Ｂ１１
ｕ０
ｚ
３
ｚ３
－Ａα１１ΔＴ

２ｖ０
ｚ２
－Ｉ０Ω

２（Ｒ＋ｚ）
ｖ０
ｚ
＋

Ｉ０Ω
２Ｒ（ｚ）

２ｖ０
ｚ２
＋Ｐｙ＝Ｉ０ｖ̈０－Ｉｙｙ

４ｖ０
ｚ２ｔ２

＋

２ΩＩｙｙ
２
ｚｔ
＋ＩｙｙΩ

２
２ｖ０
ｚ２

（２１ｂ）

　 －（Ｈ２１＋Ｄ１１）
３ｖ０
ｚ３

ｚ
－（Ｈ２１＋Ｄ１１）

２ｖ０
ｚ３
２
ｚ２
－

（Ｄ１１＋Ｈ１２）
３ｕ０
ｚ３

ｚ
－（Ｄ１１＋Ｈ１２）

２ｕ０
ｚ２
２
ｚ２
＋（Ｂ１１＋

Ｂ１１）
ｕ０
ｚ
２ｕ０
ｚ２

ｚ
＋１２（Ｂ１１＋Ｂ１１）（

ｕ０
ｚ
）２
２
ｚ２
＋

３
２（Ｅ１１＋Ｅ１１＋２Ｈ２２）

２
ｚ２
（

ｚ
）２－Ｂ１１

３ｕ０
ｚ３
ｖ０
ｚ
－

Ｂ１１
２ｕ０
ｚ２
２ｖ０
ｚ２
－（Ｈ２１＋Ｄ１１）（


ｚ
）２
２ｕ０
ｚ２
－２（Ｈ２１＋

Ｄ１１）
２
ｚ２

ｚ
ｕ０
ｚ
＋（Ｂ１１＋Ｂ１１）

ｖ０
ｚ
２ｖ０
ｚ２

ｚ
＋

１
２（Ｂ１１＋Ｂ１１）（

ｖ０
ｚ
）２
２
ｚ２
＋２（Ｄ１１＋Ｈ２１）


ｚ
２
ｚ２
ｖ０
ｚ
＋

（Ｄ１１＋Ｈ１２）（

ｚ
）２
２ｖ０
ｚ２
＋Ｂ１１
３ｖ０
ｚ３
ｕ０
ｚ
＋Ｂ１１
２ｖ０
ｚ２
２ｕ０
ｚ２
－

１
２（Ｄ１１＋Ｈ２１）（


ｚ
）２
２ｕ０
ｚ２
－（Ｄ１１＋Ｈ２１）


ｚ
２
ｚ２
ｕ０
ｚ
＋

２Ｂ１１
ｕ０
ｚ
２ｕ０
ｚ２

ｚ
＋Ｂ１１（

ｕ０
ｚ
）２
２
ｚ２
＋（Ｈ１２＋

５１２
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Ｄ１１）

ｚ
２
ｚ２
ｖ０
ｚ
＋Ｂ１１（

ｖ０
ｚ
）２
２
ｚ２
＋１２（Ｈ１２＋

Ｄ１１）（

ｚ
）２
２ｖ０
ｚ２
＋２Ｂ１１

ｖ０
ｚ
２ｖ０
ｚ２

ｚ
－Ａα１１Ｔ

２
ｚ２
－

（Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ）Ω
２（Ｒ＋ｚ）

ｚ
＋（Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ）Ω

２Ｒ（ｚ）
２
ｚ２
＝

Ｉｙｙ
¨＋Ｉｘｘ

¨－２ΩＩｙｙ
２ｖ０
ｚｔ
－ＩｙｙΩ

２ （２１ｃ）

边界条件：

ｚ＝０时，
ｕ０＝ｖ０＝θｘ＝θｙ＝＝′＝０ （２２ａ）
ｚ＝ｌ时，

　 δｕ０：－
１
２Ａ１１（

ｕ０
ｚ
）３－１２（Ｂ１１＋Ｂ１１）（


ｚ
）２
ｕ０
ｚ
－

１
２Ａ１１（

ｖ０
ｚ
）２
ｕ０
ｚ
＋Ｂ１１
θｘ
ｚ

ｚ
－Ｂ１１
ｕ０
ｚ
（

ｚ
）２＋

１
２（Ｄ１１＋Ｈ２１）（


ｚ
）３＋Ｂ１１

３ｕ０
ｚ３
－（Ｄ１１＋Ｈ１２）


ｚ
２
ｚ２
－

Ｂ１１
２ｖ０
ｚ２

ｚ
－Ｂ１１

ｖ０
ｚ
２
ｚ２
＋Ａα１１Ｔ

ｕ０
ｚ
－

Ｉ０Ω
２Ｒ（ｚ）

ｕ０
ｚ
＝Ｉｘｘ
３ｕ０
ｚｔ２

－ＩｘｘΩ
２ｕ０
ｚ

（２２ｂ）

　 δｖ０：－
１
２Ａ１１（

ｖ０
ｚ
）３－１２（Ｂ１１＋Ｂ１１）（


ｚ
）２
ｖ０
ｚ
－

１
２Ａ１１（

ｕ０
ｚ
）２
ｖ０
ｚ
－Ｂ１１

θｙ
ｚ

ｚ
－Ｂ１１

ｖ０
ｚ
（

ｚ
）２＋

１
２（Ｄ１１＋Ｈ１２）（


ｚ
）３＋Ｂ１１

３ｖ０
ｚ３
－（Ｈ２１＋Ｄ１１）


ｚ
２
ｚ２
＋

Ｂ１１
２ｕ０
ｚ２

ｚ
＋Ｂ１１

ｕ０
ｚ
２
ｚ２
＋Ａα１１Ｔ

ｖ０
ｚ
－

Ｉ０Ω
２Ｒ（ｚ）

ｖ０
ｚ
＝Ｉｙｙ
３ｖ０
ｚｔ２

－２ＩｙｙΩ

ｔ
－ＩｙｙΩ

２ｖ０
ｚ

（２２ｃ）

　 δ：（Ｈ２１＋Ｄ１１）
２ｖ０
ｚ２

ｚ
＋（Ｄ１１＋Ｈ１２）

２ｕ０
ｚ２

ｚ
－

１
２（Ｂ１１＋３Ｂ１１）（

ｕ０
ｚ
）２

ｚ
－１２（Ｅ１１＋Ｅ１１＋

２Ｈ２２）（

ｚ
）３＋Ｂ１１

２ｕ０
ｚ２
ｖ０
ｚ
＋３２（Ｈ２１＋

Ｄ１１）（

ｚ
）２
ｕ０
ｚ
－１２（３Ｂ１１＋Ｂ１１）（

ｖ０
ｚ
）２

ｚ
－

Ｂ１１
２ｖ０
ｚ２
ｕ０
ｚ
－３２（Ｄ１１＋Ｈ１２）（


ｚ
）２
ｖ０
ｚ
－（Ａ６６＋

Ａα１２＋Ａα２１）Ｔ

ｚ
－（Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ）Ω

２Ｒ（ｚ）
ｚ

（２２ｄ）

　δθｙ：－Ｂ１１
２ｕ０
ｚ２
＋１２（Ｄ１１＋Ｈ１２）（


ｚ
）２＋Ｂ１１

ｖ０
ｚ

ｚ
＝０

（２２ｅ）

　δθｘ：－Ｂ１１
２ｖ０
ｚ２
＋１２（Ｄ１１＋Ｈ２１）（


ｚ
）２＋Ｂ１１

ｕ０
ｚ

ｚ
＝０

（２２ｆ）
为便于分析，引入如下无量纲变换

珋ｚ＝ｚｌ，ｕ０＝
ｕ０
ｌ，ｖ０＝

ｖ０
ｌ，Ｒ＝

Ｒ
ｌ，珔ａ＝

ａ
ｌ，ｂ＝

ｂ
ｌ，

ｔ＝ 槡ｔＥ
ρｌ槡
２
，Ｂ１１＝

Ｂ１１
ＥＡｌ２

，Ｂ１１＝
Ｂ１１
ＥＡｌ２

，Ａ１１＝
Ａ１１
ＥＡ
，

Ｄ１１＝
Ｄ１１
ＥＡｌ３

，Ｄ１１＝
Ｄ１１
ＥＡｌ３

，Ｅ１１＝
Ｅ１１
ＥＡｌ４

，Ｅ１１＝
Ｅ１１
ＥＡｌ４

ρ∞ ＝
ρ∞ｌ

２

ρＡ
，Ｈ２２＝

Ｈ２２
ＥＡｌ３

，Ｈ２１＝
Ｈ２１
ＥＡｌ３

，Ｈ１２＝
Ｈ１２
ＥＡｌ３

，

Ｉ０ ＝
Ｉ０
ρＡ
＝１，Ｉｘｘ＝

Ｉｘｘ
ρＡｌ２

，Ｉｙｙ＝
Ｉｙｙ
ρＡｌ２

，Ω＝Ω ρｌ２

槡Ｅ
，

Ｃ∞ ＝
Ｃ∞槡ρ

槡Ｅ
，Ｕ∞ ＝

Ｕ∞槡ρ

槡Ｅ
，Ａα１１＝

Ａα１１
ＥＡ

（２３）

将方程（２３）代入方程（２１ａ）、（２１ｂ）和（２１ｃ）
中，并取位移的一阶模态

ｕ０（ｚ，ｔ）＝ｕｉ（ｔ）Ｇｊ（ｚ），　ｖ０（ｚ，ｔ）＝ｖｉ（ｔ）Ｇｊ（ｚ），
（ｚ，ｔ）＝ｉ（ｔ）Ｓｊ（ｚ） （２４）

其中

Ｇ（ｚ）＝ｃｏｓｋｚ－ｃｈｋｚ－ｃｏｓｋｌ＋ｃｈｋｌｓｉｎｋｌ＋ｓｈｋｌ（ｓｉｎｋｚ－ｓｈｋｚ）

（２５ａ）

Ｓ（ｚ）＝ｓｉｎｋｚ－ｓｈｋｚ＋ｓｉｎｋｌ＋ｓｈｋｌｃｏｓｋｌ－ｃｈｋｌ（ｃｏｓｋｚ－ｃｈｋｚ）

（２５ｂ）
利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法进行离散，得到３自由度的常

微分方程

ｕ̈－μ１ｕ＋ｗ
２
１ｕ＝ｅ０１ｕ

３＋ｅ０１ｕｖ
２＋ｅ０２ｕ＋

　ｅ０３ｕ
２＋ｅ０４ｖ＋ｅ０５ｖ＋ｅ０６

３＋ｅ０７
２＋

　ｅ０８＋ｅ０９ｖ＋ｅ１０
·

（２６ａ）
ｖ̈－μ２ｖ＋ｗ

２
２ｖ＝ｅ１１ｖ

３＋ｅ１１ｖｕ
２＋ｅ１２ｖ＋

　ｅ１３ｖ
２＋ｅ１４ｕ＋ｅ１５ｕ＋ｅ１６

３＋ｅ１７
２＋

　ｅ１８＋ｅ１９ｕ＋ｅ２０
·

（２６ｂ）

¨＋ｗ２３＝ｅ２１
３＋ｅ２２

２ｕ＋ｅ２３
２ｖ＋ｅ２４ｕ

２＋
　ｅ２５ｖ

２＋ｅ２６ｕ＋ｅ２７ｖ＋ｅ２８ｕｖ＋ｅ２９ｖ （２６ｃ）

２　摄动分析

为便于摄动分析，引入小参数 ε，方程（２６）变

６１２
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换为：

ｕ̈－εμ１ｕ＋ｗ
２
１ｕ－εｅ０１ｕ

３－εｅ０１ｕｖ
２－εｅ０２ｕ－

　εｅ０３ｕ
２－εｅ０４ｖ－εｅ０５ｖ－εｅ０６

３－εｅ０７
２－

　εｅ０８－εｅ０９ｖ－εｅ１０
· ＝０ （２７ａ）

ｖ̈－εμ１ｕ＋ｗ
２
２ｖ－εｅ１１ｖ

３－εｅ１１ｖｕ
２－εｅ１２ｖ－

　εｅ１３ｖ
２－εｅ１４ｕ－εｅ１５ｕ－εｅ１６

３－εｅ１７
２－

　εｅ１８－εｅ１９ｕ－εｅ２０
· ＝０ （２７ｂ）

¨＋ｗ２３－εｅ２１
３－εｅ２２

２ｕ－εｅ２３
２ｖ－

　εｅ２４ｕ
２－εｅ２５ｖ

２－εｅ２６ｕ－εｅ２７ｖ－
　εｅ２８ｕｖ－εｅ２９ｖ＝０ （２７ｃ）
利用高阶多尺度法对功能梯度材料旋转叶片运

动方程（２７）进行摄动分析，方程一致渐进解表示为
ｘ（ｔ，ε）＝ｘ０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋εｘ１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

　ε２ｘ２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）… （２８ａ）
ｙ（ｔ，ε）＝ｙ０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋εｙ１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

　ε２ｙ２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）… （２８ｂ）
ｚ（ｔ，ε）＝ｚ０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋εｚ１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

　ε２ｚ２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）… （２８ｃ）

式中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ，Ｔ２＝ε
２ｔ．

考虑１：１：２内共振关系

ω２１＝ω
２＋εσ１，　ω

２
２＝ω

２＋εσ２，

ω２３＝４ω
２＋εσ３，　ω＝Ω＝１ （２９）

其中σ１，σ２和σ３是调谐参数．
通过多尺度摄动分析，得到直角坐标形式的平

均方程为

　ｘ１＝ｂ０８ｘ１－ｊ０５ｘ２＋ｊ０８ｘ３－ｊ０９ｘ４＋４ｂ１４ｘ２ｘ３ｘ４ｘ５ｘ６＋
２ｘ１ｘ２（－ｊ０２ｘ３＋ｃ０１ｘ４＋ｊ０６（ｘ３ｘ５－ｘ４ｘ６）－ｊ０１（ｘ３ｘ５＋

ｘ４ｘ６））＋２ｘ３ｘ４（－ｃ０８ｘ１＋
１
２ａ０６ｘ２＋ｃ０６（ｘ１ｘ５－

ｘ２ｘ６）－ｃ０２（ｘ１ｘ５＋ｘ２ｘ６））＋ｊ１４（ｘ４ｘ５－ｘ３ｘ６）＋
ｊ１２（ｘ２ｘ５－ｘ１ｘ６）＋ｊ１３（ｘ３ｘ５＋ｘ４ｘ６）＋ｂ１５（ｘ１ｘ５＋

ｘ２ｘ６）＋ｂ１４ｘ２（ｘ
２
３－ｘ

２
４）（ｘ

２
５－ｘ

２
６）＋（ｂ０２ｘ６＋２ｂ０１ｘ３ｘ４－

２ｂ１３ｘ５ｘ６）（ｘ
３
１－３ｘ１ｘ

２
２）＋ｂ０２ｘ５（－３ｘ

２
１ｘ２＋ｘ

３
２）＋

ｃ０７ｘ６（ｘ
３
３－３ｘ３ｘ

２
４）＋ｃ０７ｘ５（－３ｘ

３
３ｘ４＋ｘ

３
４）＋（ｃ０１ｘ３＋

ｊ０２ｘ４＋ｊ０１（ｘ３ｘ６－ｘ４ｘ５）－ｊ０６（ｘ３ｘ６＋ｘ４ｘ５））（ｘ
２
１－

ｘ２２）＋（
１
２ａ０６ｘ１＋ｃ０８ｘ２＋ｃ０２（ｘ１ｘ６－ｘ２ｘ５）－

ｃ０６（ｘ１ｘ６＋ｘ２ｘ５）－２ｂ１４ｘ１ｘ５ｘ６＋ｂ０１（－３ｘ
２
１ｘ２＋

ｘ３２））（ｘ
２
３－ｘ

２
４）＋（２ｂ１４ｘ１ｘ３ｘ４－ｂ１３（－３ｘ

２
１ｘ２＋

ｘ３２））（ｘ
２
５－ｘ

２
６）＋（ａ０２ｘ１－ａ０３ｘ２＋ｃ０３ｘ３－ｃ０４ｘ４－

２ｂ０５ｘ１ｘ３ｘ４＋ｊ０３（ｘ４ｘ５－ｘ３ｘ６）＋ｂ０７（ｘ２ｘ５－ｘ１ｘ６）－

ｂ０３ｘ２（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）＋ｂ０５ｘ２（ｘ

２
３－ｘ

２
４）－ｂ０４ｘ２（ｘ

２
５＋

ｘ２６））（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋（ａ０６ｘ１－ｃ０５ｘ２＋ｂ１１ｘ３－ｂ１０ｘ４－

２ａ０７ｘ１ｘ３ｘ４＋ｂ１２（ｘ２ｘ５－ｘ１ｘ６）＋ｃ０９（ｘ４ｘ５－ｘ３ｘ６）＋

ａ０７ｘ２（ｘ
２
３－ｘ

２
４）－ａ０５ｘ２（ｘ

２
５＋ｘ

２
６））（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

（－ｊ０４ｘ２＋ｃ１０ｘ３－ｊ０７ｘ４－２ｂ０９ｘ１ｘ３ｘ４＋ｊ１０（ｘ２ｘ５－

ｘ１ｘ６）＋ｊ１１（ｘ４ｘ５－ｘ３ｘ６）＋ｂ０９ｘ２（ｘ
２
３－ｘ

２
４））（ｘ

２
５＋

ｘ２６）－ｘ２（ａ０１（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）
２＋ａ０４（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）
２）－（ｂ０６ｘ２＋

ａ０８ｘ４）（ｘ
２
５＋ｘ

２
６）
２ （３０ａ）

　ｘ２＝ｊ０５ｘ１＋ｂ０８ｘ２＋ｊ０９ｘ３＋ｊ０８ｘ４＋４ｂ１４ｘ１ｘ３ｘ４ｘ５ｘ６＋
２ｘ１ｘ２（ｃ０１ｘ３＋ｊ０２ｘ４＋ｊ０１（ｘ３ｘ６－ｘ４ｘ５）＋ｊ０６（ｘ３ｘ６＋

ｘ４ｘ５））＋２ｘ３ｘ４（
１
２ａ０６ｘ１＋ｃ０８ｘ２＋ｃ０２（ｘ１ｘ６－

ｘ２ｘ５）＋ｃ０６（ｘ１ｘ６＋ｘ２ｘ５））－ｊ１３（ｘ４ｘ５－ｘ３ｘ６）－
ｂ１５（ｘ２ｘ５－ｘ１ｘ６）＋ｊ１４（ｘ３ｘ５＋ｘ４ｘ６）＋ｊ１２（ｘ１ｘ５＋

ｘ２ｘ６）＋ｂ１４ｘ１（ｘ
２
３－ｘ

２
４）（ｘ

２
５－ｘ

２
６）－（ｂ０２ｘ６＋

２ｂ０１ｘ３ｘ４＋２ｂ１３ｘ５ｘ６）（－３ｘ
２
１ｘ２＋ｘ

３
２）＋ｂ０２ｘ５（ｘ

３
１－

３ｘ１ｘ
２
２）＋ｃ０７ｘ５（ｘ

３
３－３ｘ３ｘ

２
４）－ｃ０７ｘ６（－３ｘ

２
３ｘ４＋ｘ

３
４）＋

（ｊ０２ｘ３－ｃ０１ｘ４＋ｊ０６（ｘ３ｘ５－ｘ４ｘ６）＋ｊ０１（ｘ３ｘ５＋

ｘ４ｘ６））（ｘ
２
１－ｘ

２
２）＋（ｃ０８ｘ１－

１
２ａ０６ｘ２＋ｃ０２（ｘ１ｘ５＋

ｘ２ｘ６）＋ｃ０６（ｘ１ｘ５－ｘ２ｘ６）＋２ｂ１４ｘ２ｘ５ｘ６＋ｂ０１（ｘ
３
１－

３ｘ１ｘ
２
２））（ｘ

２
３－ｘ

２
４）＋（－２ｂ１４ｘ２ｘ３ｘ４＋ｂ１３（ｘ

３
１－

３ｘ１ｘ
２
２））（ｘ

２
５－ｘ

２
６）＋（ａ０３ｘ１＋ａ０２ｘ２＋ｃ０４ｘ３＋ｃ０３ｘ４＋

２ｂ０５ｘ２ｘ３ｘ４＋ｊ０３（ｘ３ｘ５＋ｘ４ｘ６）＋ｂ０７（ｘ１ｘ５＋ｘ２ｘ６）＋

ｂ０３ｘ１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）＋ｂ０５ｘ１（ｘ

２
３－ｘ

２
４）＋ｂ０４ｘ１（ｘ

２
５＋

ｘ２６））（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋（ｃ０５ｘ１＋ａ０６ｘ２＋ｂ１０ｘ３＋ｂ１１ｘ４＋

２ａ０７ｘ２ｘ３ｘ４＋ｂ１２（ｘ１ｘ５＋ｘ２ｘ６）＋ｃ０９（ｘ３ｘ５＋ｘ４ｘ６）＋

ａ０７ｘ１（ｘ
２
３－ｘ

２
４）＋ａ０５ｘ１（ｘ

２
５＋ｘ

２
６））（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

（ｊ０４ｘ１＋ｊ０７ｘ３＋ｃ１０ｘ４＋２ｂ０９ｘ２ｘ３ｘ４＋ｊ１０（ｘ１ｘ５＋

ｘ２ｘ６）＋ｊ１１（ｘ３ｘ５＋ｘ４ｘ６）＋ｂ０９ｘ１（ｘ
２
３－ｘ

２
４））（ｘ

２
５＋

ｘ２６）＋ｘ１（ａ０１（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）
２＋ａ０４（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）
２）＋（ｂ０６ｘ１＋

ａ０８ｘ３）（ｘ
２
５＋ｘ

２
６）
２ （３０ｂ）

　ｘ３＝ｈ１３ｘ１－ｈ１４ｘ２＋ｇ０５ｘ３－ｈ０５ｘ４＋４ｇ０６ｘ１ｘ２ｘ４ｘ５ｘ６＋

２ｘ１ｘ２（－ｆ１３ｘ３＋
１
２ｄ０７ｘ４＋ｇ０２（ｘ３ｘ５－ｘ４ｘ６）－

ｇ１０（ｘ３ｘ５＋ｘ４ｘ６））＋ｘ３ｘ４（－ｈ０２ｘ１＋ｇ０１ｘ２＋
ｈ０８（ｘ１ｘ５－ｘ２ｘ６）－ｈ０１（ｘ１ｘ５＋ｘ２ｘ６））＋ｈ１２（ｘ２ｘ５－

ｘ１ｘ６）＋ｈ１０（ｘ４ｘ５－ｘ３ｘ６）＋ｇ０６ｘ４（ｘ
２
１－ｘ

２
２）（ｘ

２
５－

ｘ２６）＋ｈ１１（ｘ１ｘ５＋ｘ２ｘ６）＋ｇ０８（ｘ３ｘ５＋ｘ４ｘ６）＋

ｆ０１ｘ５（ｘ
３
４－３ｘ
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３　数值模拟

基于方程（３０），应用 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ数值方法
对旋转叶片系统进行数值模拟．选取初始值ｘ１＝０．

１３，ｘ２＝０．７，ｘ３＝－１．４６，ｘ４＝０．９７，ｘ５＝０．４２，ｘ６＝
－０．２８．以下各图中，图（ａ）、（ｂ）、（ｃ）分别表示
（ｘ１，ｘ２）、（ｘ３，ｘ４）、（ｘ５，ｘ６）平面中的相图，图（ｄ）、
（ｅ）、（ｆ）分别表示ｘ１、ｘ３、ｘ５的波形图，图（ｇ）、（ｈ）、
（ｉ）分别表示 ｘ２、ｘ３、ｘ６的功率谱，图（ｊ）、（ｋ）分别
表示（ｘ１，ｘ２，ｘ３）、（ｘ４，ｘ５，ｘ６）中的三维相图．

图３　单倍周期运动

Ｆｉｇ．３　ｐｅｒｉｏｄ－１ｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｔａｔｉｎｇｂｌａｄｅ

图４　多倍周期运动

Ｆｉｇ．４　ｍｕｌｔｉ－ｐｅｒｉｏｄｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｔａｔｉｎｇｂｌａｄｅ
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图５　混沌运动

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｔａｔｉｎｇｂｌａｄｅ

　　为了研究气流流速对旋转叶片系统的影响，选
定一组初始参数

μ１＝－０．６１，μ２＝－０．２４，σ１＝１．１，σ２＝２．３，
σ３＝３．０，ｅ０１＝１．５９，ｅ０２＝０．４８，ｅ０３＝１．６，
ｅ０４＝１．０５，ｅ０５＝ｆ１Ｖ＝０．５Ｖ，ｅ０．６＝－８．１３，
ｅ０７＝１．３８，ｅ０８＝ｆ２Ｖ＝－０．４２Ｖ，ｅ０９＝－１．４１，
ｅ１０＝２．０７，ｅ１１＝０．３１，ｅ１２＝１．７５，ｅ１３＝２．１７，
ｅ１４＝－１．４５，ｅ１５＝ｆ３Ｖ＝０．２４Ｖ，ｅ１６＝２．１１，
ｅ１７＝１．９，ｅ１８＝ｆ４Ｖ＝－０．３Ｖ，ｅ１９＝－１．１５，
ｅ２０＝－３．８９＋０．１Ω，Ｅ２１＝－３．６６，ｅ２２＝－０．２２，
ｅ２３＝２．５５，ｅ２４＝７．１２，ｅ２５＝３．３，ｅ２６＝－２．４，
ｅ２７＝－２．７３，ｅ２８＝１．７３，ｅ２９＝－０．２４１Ω，Ω＝１０．

以气流流速为控制参数，通过改变气流流速分析流

速对旋转叶片振动响应的影响．
当气流流速 Ｖ＝１．６时，系统发生单倍周期运

动．如图３所示．
当气流流速 Ｖ＝４．２时，系统发生多倍周期运

动，如图４所示．
当气流流速Ｖ＝６．０时，系统发生混沌运动，如

图５所示．

４　结论

论文把航空发动机压气机叶片简化为功能梯

度材料的悬臂薄壁梁，分析了气动力作用下叶片的

非线性振动特性．考虑几何大变形和气动力的影

响，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了叶片的非线性动力学
方程．利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法进行一阶离散后得到了３
自由度常微分方程，并用高阶多尺度法进行摄动分

析得到了系统的六维平均方程．采用数值方法研究
了叶片系统在１：１：２内共振情况下的振动响应．结
果表明：气流流速的变化对系统动力学特性有重要

影响，随着气流流速的增加，系统存在周期运动，多

倍周期运动和混沌运动等多种复杂动力学行为．
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