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关于弹性细杆力学的内约束
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摘要　讨论了弹性细杆力学的变形几何方程在静力学建模中的地位和作用，阐明了它与非完整约束的异

同；指出了只有满足物理条件的解才是物理上有意义的解．结论对弹性细杆动力学仍然适用．
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引 言

“Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟”思想是 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ于
１８５９年在建立弹性细杆静力学理论时提出的［１，２］，

其依据是在平面截面假定下，结合线弹性本构关系

建立的矢量形式的力和力矩平衡微分方程，其数学

形式与刚体定点转动动力学的 Ｅｕｌｅｒ方程相同，两
者存在着对应的比拟关系．据此，刚体运动的概念
和方法被用来研究弹性细杆的变形及其平衡问题，

开辟了用动力学的概念和方法研究弹性细杆变形

和平衡问题的新思路［３～５］．
按 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟，刚体动力学的概念

和方法可以移植到弹性细杆静力学：研究对象由刚

体转化为弹性细杆的刚性截面，弧坐标比拟为时间

变量，刚体截面的位置和姿态等同于刚体的位置和

姿态．截面的弧坐标历程形成弹性细杆的几何形
态．刚体动力学的许多概念，如非完整约束、运动稳
定性等都可以移植到弹性细杆静力学．

注意到在弹性细杆的力学建模中需要指出其变

形规则，即变形几何方程，这被称之为“内约束（ｉｎｔｅｒ
ｎａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ）”，或“材料约束（ｍａｔｅｒｉａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ）”
［６］，本文分别从建模和“Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟”的角度
探讨其力学意义，明确内约束与通常的非完整约束的

异同，指出与数值解对应的弹性细杆实际位形的存在

条件，结论对弹性细杆动力学同样适用．

１　弹性细杆的内力计算是静不定问题

设除端截面外，弹性细杆不受其它外力作用．

以弹性细杆的截面为对象，中心线的弧坐标为ｓ，建
立原长度为Δｓ的微段杆的平衡方程，并令 Δｓ→０，
导出弹性细杆的平衡微分方程［２，７］

～ｓＦ＋ω×Ｆ＝０

～ｓＭ＋ω×Ｍ＋
～
ｓｒ×Ｆ＝０ （１）

其中ω、Ｆ和Ｍ依次为截面的弯扭度、内力的主矢
和主矩，ｒ为截面形心对固定点的矢径，～ｓ表示对
弧坐标ｓ的全导数，波浪号表示相对与截面固结的
主轴坐标系求导．显然，这２个矢量方程含有４个
未知矢量，（１）式不封闭，构成不定方程，因此，弹
性细杆的内力计算是静不定问题，需要物理和变形

几何两方面的补充方程．
文献中有两种解决方案：

方案一是补充如下关于主矩的本构方程和变

形几何方程［２］

Ｍ＝Ｍ（ω，ｓ） （２）

～ｓｒ＝ｅ３ （３）
其中ｅ３为截面的单位法向量．方程组（１）～（３）封
闭．方程（３）给出了弹性细杆的变形规则，其意义
是要求变形前后的轴线始终与截面垂直，且轴线不

可伸缩．这被称之为Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ弹性细杆．
方案二是除了关于主矩的本构方程（２）外，再

增加关于主矢的本构方程［８］

Ｆ＝Ｆ（γ，ｓ） （４）
其中γ为轴线的应变，变形几何方程改为

～ｓｒ＝γ＋ｅ３ （５）
（４）和 （５）式的意义是除了弯扭变形外，还考虑了
轴线的伸缩和相邻截面的剪切变形，相对于 Ｋｉｒｃｈ
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ｈｏｆｆ弹性细杆，这被称之为精确模型．
上述分析表明，变形几何方程（３）和（５）式的

地位等同于静不定问题求解中的变形协调方程，它

规定了弹性细杆变形必须遵守的规则．

２　变形规则构成内约束

按“Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟”，从约束方程的角度
考察（３）和（５）式．弹性细杆截面在空间的位形需
要６个广义坐标确定，一般是取截面形心的位置坐
标（ξ，η，ζ）和截面的姿态坐标，例如 Ｅｕｌｅｒ角（ψ，

，φ），如图１和图２所示，图２中Ｐ－ｘｙｚ平面为与
截面固结的形心主轴坐标系，ｅ１，ｅ２，ｅ３为沿坐标轴

的单位矢量，文献中称为Ｃｏｓｓｅｒａｔ方向子［７］．

图１　弹性细杆及其截面的Ｃｏｓｓｅｒａｔ方向子

Ｆｉｇ．１　ＴｈｉｎｅｌａｓｔｉｃｒｏｄａｎｄｉｔｓＣｏｓｓｅｒａｔ

ｄｉｒｅｃｔｏｒｓｏｆａｃｒａｓｓｓｅｃｔｉｏｎ

图２　弹性细杆截面姿态的Ｅｕｌｅｒ角

Ｆｉｇ．２　Ｅｕｌｅｒａｎｇｌｅｓｏｆａｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｒｏｄ

（３）式的坐标表达式为

ｓξ＝ｓｉｎψｓｉｎ （６ａ）

ｓη＝－ｃｏｓψｓｉｎ （６ｂ）

ｓζ＝ｃｏｓ （６ｃ）
（５）式的坐标表达式为

ｓξ

ｓη

ｓ









ζ

＝Ｑ

　γ１
　γ２
γ３＋









１

（７）

其中Ｑ为从主轴坐标系到惯性坐标系的过渡矩阵

Ｑ＝
ｃψｃφ－ｃｓψｓφ －ｃｓψｃφ－ｃψｓφ ｓψｓ
ｃφｓψ＋ｃψｃｓφ －ｓφｓψ＋ｃψｃｃφ －ｃψｓ
ｓｓφ ｓｃφ ｃ










（８）

其中ｃ表示ｃｏｓ，ｓ表示ｓｉｎ．当诸γｉ恒为零时（７）式
即成为（６）式．显然，（６）和（７）式都是不可积的，
其形式类似于冰刀的非完整约束，它使独立的广义

速度（位形坐标对弧坐标的导数）个数减少．然而，
此约束无需对应的约束力，即弹性细杆的变形是自

动满足这一约束的．文献中称之为“内约束”，或
“材料约束”［６］，它是特殊的非完整约束．

当半径为ａ的圆截面弹性细杆约束在半径为
Ｒ的圆柱面上时，柱面约束方程

ξ２＋η２＝（Ｒ＋ａ）２ （９）
或

ξ＝（Ｒ＋ａ）ｃｏｓψ （９ａ）

η＝（Ｒ＋ａ）ｓｉｎψ （９ｂ）
和内约束方程（６）式要求截面与圆柱面接触点所
在的直径与圆柱面轴线垂直，即可导出［９］

ｓψ＝－
ｓｉｎ
Ｒ＋ａ （１０）

其中 ψ，分别为弹性细杆截面的进动角和章动
角．方程（１０）是 （６）是在柱面约束下的表现形式．

体现变形规则的非完整约束方程（６）、（７）和
（１０）式与经典非完整约束的本质区别在于无需对
应的约束力．

众所周知，几何约束可以嵌入动能表达式而减

少力学系统的维数．但是，非完整约束按此做法消
去不独立的广义速度将导致所谓 Ｌｉｎｄｅｌｆ错
误［１０，１１］．然而，依靠（３）、（５）式，可以从矢量表达的
平衡微分方程导出弹性细杆平衡的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．

３　位形的数值解要满足物理约束

弹性细杆的位形是截面的弧坐标历程，表现为

平衡微分方程的解．但是，并非数学上的解在物理
上都是有意义的，还要受到如下两个物理上的约

束：

１）弹性细杆不能互相嵌入；

０１２
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２）对弹性细杆的精确模型，还须满足下面 ３
个彼此等价条件

ｒ′·ｅ３＞０ （１１ａ）

γ３＞－１ （１１ｂ）

ｓ珋ｓ＞０ （１１ｃ）
其中珋ｓ为变形后的弧坐标．

（１１ａ－ｃ）的等价性可以由 （５）式数乘ｅ３，以及

γ３的弧坐标表达式

γ３＝ｌｉｍ
Δｓ→０

Δ珋ｓ－Δｓ
Δｓ

＝ｓ珋ｓ－１ （１２）

得到．
（１１）式的物理意义是指变形和运动都不能使

弹性细杆的长度压缩为零，同时截面的剪切变形不

能导致截面的法向量与轴线的切向量垂直．
上述物理约束只有在求得弹性细杆位形的数

值解后再进行判断，舍弃不满足条件１）和２）的解．
当发生互相嵌入时，表明存在自接触结束，需

要重新考虑自接触约束力对弹性细杆位形的影响．
显然，自接触约束的存在与否除了与截面的弧坐标

历程有关外，还与截面的几何形状和大小有关．
设已知弹性细杆中心线的矢径为 ｒ（ｓ），（０≤ｓ

≤ｌ），截面在主轴坐标系中的边界矢径为ｂ＝ｂ１（ｓ，
ｕ）ｅ１＋ｂ２（ｓ，ｕ）ｅ２，其中 ｕ为参数，在其取值范围内
ｂ的矢端曲线形成截面的封闭边界且为凸的．弹性
细杆的外形方程可写为

Ｒ（ｓ，ｕ）＝ｒ＋ｂ （１３）

图３　弹性细杆截面的边界

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｏｆａｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｈｉｎｅｌａｓｔｉｃｒｏｄ

如图３所示，这是关于 ｓ，ｕ的二元矢值函数．对于
任意两个截面，不存在嵌入是指对任意的（ｓ１，ｕ１）
≠（ｓ２，ｕ３），至多有一点使

Ｒ（ｓ１，ｕ１）＝Ｒ（ｓ２，ｕ３） （１４）
对（１４）式情形，在平衡微分方程及其求解中须考

虑自接触约束力．
诚然，只有稳定的平衡位形才是弹性细杆实际

可观测到的位形．

４　结语

弹性细杆力学的变形几何方程赋予弹性细杆

的变形规则，构成弹性细杆的内约束，其特点是无

需存在对应的约束力，可以直接代入静力学方程

中，借助于此，可以将矢量形式的静力学方程转化

为平衡的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程；弹性细杆平衡微分方程满
足物理条件，且稳定的解才是物理上可观察到的平

衡位形．
作者感谢上海应用技术学院《化工过程机械》

重点学科建设基金（１０２０Ｑ１２１００１）的支持．
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