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摘要　采用由闭轨分岔出极限环的思路给出了伪振子分析法的严格证明，所得结果推广了伪振子分析法的

主要结论，使其能够应用于高阶Ｈｏｐｆ分岔问题，其中分岔周期解的稳定性分析需要高于三次的非线性项．论

文给出两个数值算例检验了伪振子分析法的有效性．

关键词　伪振子分析法，　Ｈｏｐｆ分岔，　时滞微分方程，　极限环

引言

Ｈｏｐｆ分岔是自治非线性系统的一种特有现
象，表现为平衡态失稳后出现周期运动，广泛存在

于工程技术领域．例如，飞机机翼的颤振［１，２］，金属

切削系统的再生颤振［３，４］，高速列车的蛇形运

动［５，６］，经济危机的周期性发生［７，８］，心脏的周期跳

动［９，１０］等等．这种由 Ｈｏｐｆ分岔所产生的周期运动
可以是有利的，如心脏的周期跳动，也可以是有害

的，如飞机机翼的颤振、金属切削系统的再生颤振，

高速列车的蛇形运动，经济危机的周期性发生等．
因此，Ｈｏｐｆ分岔是工程技术中许多实际非线性系
统的一个重要研究问题．

Ｈｏｐｆ分岔分析包括两部分，一是分岔的存在
性，二是分岔周期解的振幅和频率的计算以及分岔

周期解的稳定性．存在性问题相对简单，可以由线
性稳定性分析得到．而研究分岔周期解性质的方法
主要有中心流形约化法［１１－１４］和奇异摄动法［１５－２１］．
中心流形定理在理论上保证了在分岔点附近中心

流形的存在性，从而可以将整个系统方程投影到一

个二维的中心流形上，然后在中心流形上确定方程

周期解的性质．但是，中心流形的计算包含了大量
的符号运算，得到的结果也非常复杂，很难清晰地

反映系统参数对分岔周期解的影响．这种复杂性在
时滞系统的分岔分析中表现更为明显．另外，一般
情况下无法获得中心流形的精确表达式，只能求其

低阶多项式近似表达式，导致在某些问题的应用中

精度很差［２２］．相比之下，摄动法在许多情况下应
用起来更加方便，特别是在力学系统的分岔分析中

更是这样．例如，Ｎａｙｆｅｈ在［２３］中通过几个具体的
问题，详细比较了多尺度法与中心流形约化法在计

算分岔周期解时的复杂性，发现多尺度法所涉及的

计算更加简单易行，并且计算精度也不差．最近，本
文作者之一及其合作者提出了研究时滞系统 Ｈｏｐｆ
分岔的一种新方法，称之为伪振子分析法（ｐｓｅｕｄｏ
－ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒａｎａｌｙｓｉｓ）［２４］．伪振子分析法是能量
法［２５］与平均法［２６］的一种综合应用，但比摄动法更

加直接，对研究单状态变量时滞系统的 Ｈｏｐｆ分岔
周期解特别有效，应用起来更加方便．该方法主要
思路是：由原系统方程出发，构造一个新的振动方

程（称之为伪振子），它可视为无阻尼单自由度振

动系统的一个小扰动系统，因而可定义其能量函数

并计算相应的功函数，进而利用平均功函数的性质

来研究原系统的 Ｈｏｐｆ分岔周期解．该方法的计算
过程简单、计算量小、计算结果也简单，易于实现．
伪振子分析法已被应用于金属切削颤振［２８］，生物

细胞与种群演化［２７，２９］，磁悬浮车辆振动［３０］，经济模

型［３１］等问题的分析中．伪振子分析法也被推广到
研究具有复系数的时滞系统 Ｈｏｐｆ分岔周期解［３２］．
在某些问题的 Ｈｏｐｆ分岔分析中，分岔周期解的稳
定性不能由不超过三次的非线性项来决定，而必须

用到更高次的非线性项［３３］，这种情况称之为高阶

Ｈｏｐｆ分岔问题．
在文献［２４］中，作者并没有给出伪振子分析
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法的严格数学证明，而是在附加多个条件的基础上

应用慢变泛函微分方程的平均化定理［２６］来证明

的．本文的目的是给出伪振子分析法的一种严格数
学证明．为此，我们首先在第１节简要介绍了伪振
子分析法的主要计算过程和主要结论，然后在第２
节给出了本文的主要结论，其推广的结论可用于研

究退化（所谓的高阶 Ｈｏｐｆ分岔）问题．第３节给出
了两个算例来说明伪振子分析法的有效性．最后在
第４节对本文工作进行了总结．

１　伪振子分析法

本文考察如下形式的单变量滞后型时滞微分

方程

Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），
　ｘ（ｔ－τ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）＝０ （１）

其中最高阶导数项不含有时滞 τ，而 ｐ为参数，在
某些问题中ｐ不出现而以τ为参数，Ｆ至少有四阶
连续偏导数，且Ｆ（０，０，…，０，ｐ）＝０．我们假设方程
（１）在ｐ＝ｐ０处发生 Ｈｏｐｆ分岔，即假设方程（１）在
ｘ＝０处的线性化微分方程的特征函数 Ｄ（λ，ｐ）满
足如下条件：

（ⅰ）　对充分小的ε＝｜ｐ－ｐ０｜，Ｄ（λ，ｐ）有一
对复根λ（ε）＝α（ε）±ｉβ（ε）；

（ⅱ）　α（０）＝０，ω０＝β（０）≠０，其它所有特
征根在ε＝０时均有负实部；

（ⅲ）　α（０）＝（ｄＲ（λ）ｄε
）
ε＝０
≠０，其中 Ｒ（ｚ）

是ｚ∈瓘的实部．
那么，分岔周期解的振幅及稳定性可按如下步骤来

确定［２４］

第一步：构造伪振子方程

ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＋δＦ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，ｘ
（ｎ－１）（ｔ），

　ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，
　ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）＝０ （２）

其中δ＝±１，具体取值由分岔点附近的稳定性决
定，我们将在后面例子中介绍δ取值方法．

在参数ｐ＝ｐ０的充分小的邻域内，方程（１）的

分岔周期解可表示为［１５］

ｘε（ｔ）＝ａ（εｔ）ｃｏｓ（ω（εｔ）＋θ（εｔ））＝
　ａｃｏｓ（ω０ｔ＋θ）＋Ｏ（ε） （３）

其中ａ＝ａ（０），θ＝θ（０），由初始条件确定．一方面，
ｘε（ｔ）满足方程（１）；另一方面，这个解的主要部分

ｘ（ｔ）＝ａｃｏｓ（ω０ｔ＋θ）正好是方程 ｘ̈（ｔ）＋ω
２
０ｘ（ｔ）＝

０的解，从而ｘε（ｔ）近似满足方程（２）．因此，在分

岔点附近，伪振子方程（２）可以认为是 ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ
（ｔ）＝０的小扰动方程．

第二步：取方程（２）的能量（也称为方程（１）
的伪能量）函数

Ｅ＝１２ｘ
２＋１２ω

２
０ｘ
２

计算其沿着方程（２）的解的导数（称为方程（１）的
伪功率）

ｄＥ
ｄｔ（２）

＝－δ·Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ），

　ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，
　ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）·ｘ（ｔ） （４）

由于在分岔点附近有 ｘ（ｔ）＝ｘε（ｔ）≈ｘ
（ｔ），且

ｄＥ
ｄｔ（２）

≈０，因此，伪功率函数ｄＥｄｔ（２）
是周期为 Ｔ＝

２π／ω０的慢变周期函数．
第三步：在参数ｐ＝ｐ０的充分小的邻域内，利

用平均法的思想，对伪功率函数进行平均得

ｄＥ
ｄｔ（２）

≈ｈ（ａ）＝－δＴ∫
Ｔ

０
Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，

　ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），
　…，ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）·ｘ（ｔ）ｄｔ （５）

称为方程（１）的平均伪功率函数．
利用函数Ｆ的泰勒展式及（３）式有
ｈ（ａ）＝ｃ２（ｐ）ａ

２＋ｃ４（ｐ）ａ
４＋ｏ（ａ６），

ｃ２（ｐ）＝－
１
２ωδＩｍ（Ｄ（ｉω０，ｐ）） （６）

其中Ｉｍ（ｚ）是ｚ∈瓘的虚部．
伪振子分析法［２４］的主要结论如下：对充分小

的ε，
（１）如果ｈ＂（０）＜０，则平凡解ｘ＝０是渐近稳

定的，如果ｈ＂（０）＞０，则ｘ＝０是不稳定的．
（２）若存在ａ０＞０使得ｈ（ａ０）＝０且ｈ′（ａ０）≠

０，则当 ｈ′（ａ０）＜０时，分岔周期解 ｘ（ｔ）≈ａ０ｃｏｓ
（ω０ｔ＋θ）是渐近稳定的，当 ｈ′（ａ０）＞０时，ｘ（ｔ）≈
ａ０ｃｏｓ（ω０ｔ＋θ）是不稳定的．

（３）特别地，当 ｃ２（ｐ）＜０，ｃ４（ｐ）＞０时，对应
的分岔周期解ｘ（ｔ）≈ａ０ｃｏｓ（ω０ｔ＋θ）是不稳定的，
而当ｃ２（ｐ）＞０，ｃ４（ｐ）＜０时，对应的分岔周期解 ｘ
（ｔ）≈ａ０ｃｏｓ（ω０ｔ＋θ）是稳定的 ．

注记１　和方程（１）等价的形式应为

３０２
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ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＋［±Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，

　ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，
　ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）－（̈ｘ（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ））］＝０

（７）
视其为振动方程 ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＝０的小扰动方程，
功率函数为

ｄＥ
ｄｔ（７）

＝－［±Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ），

　ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，
　ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）－（̈ｘ（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ））］·ｘ（ｔ）

由于在分岔点附近有 ｘ（ｔ）＝ｘε（ｔ）≈ｘ
（ｔ），且

ｄＥ
ｄｔ（７）

≈０，因此，伪功率函数ｄＥｄｔ（７）
是周期为 Ｔ＝

２π／ω０的慢变周期函数．于是，平均功率函数为

ｄＥ
ｄｔ（７）

≈－１Ｔ∫
Ｔ

０
［±Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，

　ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），
　…，ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）－（̈ｘ（ｔ）＋

　ω２０ｘ（ｔ））］·ｘ（ｔ）ｄｔ＝－
１
Ｔ∫

Ｔ

０
［±

　Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），
　ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），
　ｐ）］·ｘ（ｔ）ｄｔ （８）

这表明方程（７）的扰动项中的 ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）对该
系统的平均功率函数的值没有影响，因而在伪振子

方程中不包含该项．
注记２　方程（１）的平凡解 ｘ＝０的稳定性可

由线性稳定性分析得到：如果所有特征根都具有非

负实部，则ｘ＝０是渐近稳定的，如果至少存在一个
正实部的特征根，则ｘ＝０是不稳定的．δ＝±１的取
值应使上述渐近稳定性的结论与ｈ＂（０）＜０一致．

２　伪振子分析法的证明

我们记ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ），则方程（２）可改写为：
ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）

ｙ（ｔ）＝－ω２０ｘ（ｔ）－δ·Ｆ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），…，

　ｙ（ｎ－２）（ｔ），ｙ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），

　ｙ（ｔ－τ）…，ｙ（ｎ－２）（ｔ－τ），ｐ










）

（９）

注意到，在分岔点附近，上述方程组可视为

ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）

ｙ（ｔ）＝－ω２０ｘ（ｔ{ ）
（１０）

的小扰动方程，而后者的解可表示为

ｘ（ｔ）＝φ（ｔ，ａ）＝ａｃｏｓ（ω０ｔ＋θ），
ｙ（ｔ）＝ψ（ｔ，ａ）＝－ａω０ｓｉｎ（ω０ｔ＋θ） （１１）

在相平面（ｘ，ｙ）上，此周期解为一条闭轨（记为

Γａ），满足

ｘ２＋ｙ
２

ω２０
＝ａ２

闭轨（１１）上的任一点，特别地，由正ｘ轴上的点（ａ，
０）沿此闭轨经时间 Ｔ＝２π／ω０后又返回到该点．我
们要证明，对充分小的ε，在一定条件下，方程（９）也
存在平面上的一条闭轨，其周期近似等于 Ｔ＝２π／

ω０，而该闭轨对应于Ｈｏｐｆ分岔产生的周期解．

为此，我们需下面的预备知识［３３］：

定义１　集合 Ａ称为方程（９）的不变集，如果
对一切ｔ∈瓗，方程（９）的解满足 ｘ（ｔ）∈Ａ；集合 Ａ
称为方程（９）的正（负）不变集，如果对一切 ｔ＞０（ｔ
＜０）有ｘ（ｔ）∈Ａ．
引理１　设集合 Ａ是方程（９）的有界正不变

集，且有方程（９）的轨线进入Ａ，则Ａ包含平衡点或
极限环．

另外，容易证明

引理２　设方程
ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ），ｘ（０）＝ｘ０ （１２）

在区间［０，Ｔ］上的解存在，记为 ｘ（ｔ，ｘ０），ｔ∈［０，
Ｔ］，其中ｆ（ｘ）是连续函数．设ｇ（ｔ）是区间［０，Ｔ］上
的连续函数，那么方程

ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ），　ｘ（０）＝ｘ０ （１３）
在区间［０，Ｔ］上的解也存在，记为Ｘ（ｔ，ｘ０），ｔ∈［０，
Ｔ］，并且有

｜ｘ（ｔ，ｘ０）－Ｘ（ｔ，ｘ０）｜≤ＭＴ （１４）
其中Ｍ是｜ｇ（ｘ）｜在［０，Ｔ］上的一个上界．

现在我们定义函数Ｍ（ｘ，ｙ）和Φ（ａ）如下：

Ｍ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ
２

ω２０
（１５）

Φ（ａ）＝－２δ
ω２０∫

２π
ω０

０
［Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ），

　ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，
　ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）］ｘ（ｔ）ｄｔ （１６）

那么有

定理１　如下结论成立：
（１）对充分小的ε＝｜ｐ－ｐ０｜，方程（９）在方程

（１０）的闭轨Γａ：ｘ
２＋ｙ

２

ω２０
＝ａ２附近有闭轨的必要条

４０２
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件是Φ（ａ）＝０．
（２）若ａ０＞０，Φ（ａ０）＝０，且Φ（ａ）在ａ＝ａ０处

不取极值，则对充分小的 ε，方程（９在 Γａ０附近有
闭轨．

（３）如果Φ（ａ０）＝…＝Φ
（２ｋ）（ａ０）＝０，Φ

（２ｋ＋１）

（ａ０）＜０，则对充分小的ε，方程（９）在Γａ０附近有稳

定的闭轨．如果 Φ（２ｋ＋１）（ａ０）＞０，则结论中的闭轨
不稳定．

证明　首先，直接计算可得

ｄＭ
ｄｔ（９）

＝２ｘｘ＋２ｙｙ
ω２０
＝－２δ
ω２０
［Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，

　ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，
　ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）］ｘ（ｔ）ｄｔ

当ｐ充分接近ｐ０时有

｜－δ·Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），
　ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），…，
　ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）｜（１１）≈０ （１７）

从而，方程（９）从点（ａ，０）出发的轨线：
ｘ＝φｐ（ｔ，ａ），　ｙ＝ψｐ（ｔ，ａ） （１８）

必经过时间 Ｔｐ（ａ）后又返回到正 ｘ轴上．函数 Ｍ
（ｘ，ｙ）沿轨线（１８）经时间Ｔｐ（ａ）后的改变量为

Φｐ（ａ）＝Ｍ（φｐ（Ｔｐ（ａ），ａ），０）－Ｍ（ａ，０）＝

　∫
Ｔｐ（ａ）

０

ｄＭ
ｄｔ（９）

ｄｔ＝－２δ
ω２０∫

Ｔｐ（ａ）

０
［Ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ），

　…，ｘ（ｎ－１）（ｔ），ｘ（ｎ）（ｔ），ｘ（ｔ－τ），ｘ（ｔ－τ），
　…，ｘ（ｎ－１）（ｔ－τ），ｐ）］ｘ（ｔ）ｄｔ

其中ｘ＝φｐ（ｔ，ａ），ｙ＝ψｐ（ｔ，ａ）．如果方程（９）有闭
轨，则上述改变量应为零．

由解对参数、初值的连续依赖性及引理２，对
任给的ε１＞０，存在 δ１＞０，使得当｜ａ１－ａ｜＜δ１，｜ｐ
－ｐ０｜＜ｍｉｎ｛δ１，ε｝时，有
｜φｐ（ｔ，ａ１）－φ（ｔ，ａ）｜＜ε１，｜ψｐ（ｔ，ａ１）－
　ψ（ｔ，ａ）｜＜ε１，｜Ｔｐ（ａ１）－Ｔ｜＜ε１ （１９）

再结合（１７）式，只要ｐ充分接近ｐ０，ａ１充分接近ａ，

Φｐ（ａ１）就能充分接近Φ（ａ）．
若Φ（ａ）≠０，则当ｐ充分接近ｐ０，ａ１充分接近

ａ时应有Φｐ（ａ）≠０，即方程（９）从点（ａ１，０）出发的
轨线不是闭轨．由解对初值的连续依赖性，当 ｐ充
分接近ｐ０，方程（９）从点（ａ１，０）附近出发的轨线都
不是闭轨．这与定理中（１）的条件矛盾，从而定理１
中的结论（１）得证．

如果Φ（ａ０）＝０，且 Φ（ａ）在 ａ＝ａ０处不取极

值，那么对任给的 ε１＞０，存在０＜δ１＜ε１，使得 Φ
（ａ０－δ１），Φ（ａ０＋δ１）异号．从而当 ｐ充分接近 ｐ０，
有Φｐ（ａ０－δ１），Φｐ（ａ０＋δ１）异号．于是当ｐ充分接
近ｐ０时，存在ａｐ∈（ａ０－δ１，ａ０＋δ１）（ａ０－ε１，ａ０
＋ε１）使Φｐ（ａｐ）＝０．即对任给的 ε１＞０，当 ｐ充分
接近ｐ０，方程（９）从ｘ轴上区间（ａ０－ε１，ａ０＋ε１）内
的点（ａｐ，０）出发的轨线是闭轨，再利用不等式
（１９）知该闭轨 Γａ０在闭轨附近．定理１的结论（２）
证完．

如果Φ（ａ０）＝…＝Φ
（２ｋ）（ａ０）＝０，Φ

（２ｋ＋１）（ａ０）
＜０，即 Φ（ａ）在 ａ＝ａ０处不取极值，故存在 δ１＞０
满足ａ０－δ１＞０，使得Φ（ａ０－δ１）＞０，Φ（ａ０＋δ１）＜
０．从而当ｐ充分接近ｐ０时有

Φ（ａ０－δ１）＞０，Φ（ａ０＋δ１）＜０
由Φｐ（ａ）的定义及上式可知方程（９）从点（ａ０－δ，
０）出发的轨线再与正 ｘ轴相交时，交点在点（ａ０－

δ，０）的右侧；而从点（ａ０＋δ，０）出发的轨线再与正
ｘ轴相交时，交点在点（ａ０＋δ，０）的左侧．这两段轨
线与正ｘ轴上连接这两段轨线段的两个区间围成
一个环形区域Ｒ．显然 Ｒ是正不变集，利用引理１，
区域Ｒ内有方程（９）的稳定极限环．与结论（２）相
仿，这个极限环应在Γａ０附近．

同理可证Φ（ａ０）＝… ＝Φ
（２ｋ）（ａ０）＝０，Φ

（２ｋ＋１）

（ａ０）＞０时的情况．定理１证毕！
进一步，由（６）式与（１６）式可知

ｈ（ａ）＝
ω３０
４πΦ

（ａ） （２０）

再结合定理１可将伪振子分析法的主要结论推广
为

定理２　如下结论成立：
（１）对充分小的ε＝｜ｐ－ｐ０｜，方程（９）在闭轨

Γａ：ｘ
２＋ｙ

２

ω２０
＝ａ２附近有闭轨的必要条件是ｈ（ａ）＝０．

（２）如果存在ａ０＞０使得 ｈ（ａ０）＝０，且 ｈ（ａ）
在ａ＝ａ０不取极值，则对充分小的 ε，方程（９）在

Γａ０附近有闭轨．

（３）如果存在 ａ０使得 ｈ（ａ０）＝… ＝ｈ
（２ｋ）（ａ０）

＝０，ｈ（２ｋ＋１）（ａ０）＜０，则对充分小的 ε，方程（９）在

Γａ０附近有稳定的闭轨．如果 ｈ
（２ｋ＋１）（ａ０）＞０，则结

论中的闭轨不稳定．
很明显，上述结论（３）中ｋ＝０对应于伪振子分

析法关于分岔周期解稳定性的结论，且分岔点附

５０２
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近，分岔周期解可表示为

　ｘ（ｔ）≈ａ０ｃｏｓ（ω０ｔ＋θ），　ｙ（ｔ）≈－ａ０ω０ｓｉｎ（ω０ｔ＋θ），

３　两个算例

例１　考虑时滞ｖａｎｄｅｒＰｏｌ方程

ｘ̈（ｔ）＋ｘ（ｔ－τ）＋９２ｘ
２（ｔ－τ）ｘ（ｔ－τ）＋

　ｘ（ｔ－２τ）＝０，　（０＜τ＜π／４） （２１）
对应于平凡解ｘ＝０的线性化微分方程的特征方程为

Ｄ（λ，τ）＝λ２＋λｅ－λτ＋ｅ－２λτ＝０ （２２）
由［１３］可知，该方程在τ＝π／６处有一对共轭纯虚
根λ＝±ｉ，且其它的根的实部均小于零，且有

（Ｒｄλｄτ
）
τ＝π／６

＝１≠０ （２３）

从而方程（２１）在τ＝π／６≈０．５２３６处发生Ｈｏｐｆ分岔．
表１　例１中的分岔周期解的幅值

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｂｉｆｕｒｃａｔｅｄｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｘａｍｐｌｅ１

Ｐａｒａｍｅｔｅｒτ
Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｐｓｅｕｄｏ－ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

ａｎａｌｙｓｉｓａ０
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

０．５３ ０．０９９２ ０．０９９５
０．５４ ０．１５８５ ０．１５８７
０．５５ ０．２００８ ０．２０１３
０．５６ ０．２３５４ ０．２３６５
０．５７ ０．２６５４ ０．２６６９
０．５８ ０．２９２２ ０．２９４３

在分岔点附近，利用ｘ（ｔ）＝ａｃｏｓ（ω０ｔ＋θ），（ω０
＝１），直接计算可知伪功率函数为

ｈ（ａ）＝－
ω０

２π∫
２π
ω０

０
δ［̈ｘ（ｔ）＋ｘ（ｔ－τ）＋９２ｘ

２（ｔ－

　τ）ｘ（ｔ－τ）＋ｘ（ｔ－２τ）］ｘ（ｔ）ｄｔ＝

　 δ
２［ａ

２ｃｏｓ（τ）（２ｓｉｎ（τ）－１）－９８ａ
４ｃｏｓ（τ）］

（２４）
由于当τ＝０．５时，平衡点ｘ＝０是渐近稳定的，因而

δ＝１．由（２４）式知：当τ＞π／６时，有ｈ＂（０）＝ａ２ｃｏｓ

（τ）（２ｓｉｎ（τ）－１）＞０，故此时ｘ＝０不稳定，但存在

ａ０＝
８（２ｓｉｎ（τ）－１）
槡 ９

使得ｈ（ａ０）＝０，且ｈ′（ａ０）＝－ａ０（２ｓｉｎ（τ）－１）ｃｏｓ
（τ）＜０，所以方程（２１）在 τ＝π／６处产生的 Ｈｏｐｆ
分岔周期解

ｘ（ｔ）≈ ８（２ｓｉｎ（τ）－１）
槡 ９ ｃｏｓ（ｔ＋θ）

是稳定的，且分岔是超临界的．由表１可以看出，在
分岔点附近，伪振子分析法和数值计算得到的周期

解的幅值吻合得很好，其中数值法幅值利用 Ｍａｔｌａｂ
中ＤＤＥ２３算法所得，固定步长为０．００５．

例２　考虑一阶时滞方程

ｘ（ｔ）＋（π２＋ε）ｘ（ｔ－１）－４ε
４
６ｘ３（ｔ－１）＋

　２４５ε
２
６ｘ５（ｔ－１）－６４３５ｘ

７（ｔ－１）＝０ （２５）

方程在平衡点ｘ＝０处的线性化方程的特征方程为

Ｄ（λ，τ）＝λ＋（π２＋ε）ｅ
－λ＝０ （２６）

在ε＝０处有一对共轭纯虚根 λ＝±π２ｉ，其它根的

实部均为负，且

（Ｒｄλｄε
）
ε＝０
＝ ２π
４＋π２

≠０ （２７）

从而方程（２５）在ε＝０处发生Ｈｏｐｆ分岔．这是一个
退化的Ｈｏｐｆ分岔问题，其分岔周期解的稳定性需
要三次以上的非线性项．

在分岔点附近，利用ｘ（ｔ）＝ａｃｏｓ（ω０ｔ＋θ），（ω０

＝π２），直接计算可得

ｈ（ａ）＝－δ４πａ
２（ａ６－３ε

２
６ａ４＋３ε

４
６ａ２－ε）

（２８）
当ε＝－０．１时，平衡点 ｘ＝０是渐近稳定的，因而

取δ＝１．由（２８）式知：当ε＞０时，有ｈ＂（０）＝πε４＞

０，故此时ｘ＝０不稳定，但存在 ａ０＝
６
槡ε使得 ｈ（ａ０）

＝０，且

ｈ′（６槡ε）＝－
π
４（８ａ

７－１８ε
２
６ａ５＋

　１２ε
４
６ａ３－２εａ）ａ＝６槡ε＝０

ｈ＂（６槡ε）＝－
π
４（５６ａ

６－９０ε
２
６ａ４＋

　３６ε
４
６ａ２－２ε）ａ＝６槡ε＝０

ｈ（３）＝－π４（３３６ａ
５－３６０ε

２
６ａ３＋

　７２ε
４
６ａ）ａ＝６槡ε＝－１２πε

５
６＜０

因此，当ε＞０时，分岔产生３重稳定周期解ｘ（ｔ）≈
６
槡εｃｏｓ（

π
２ｔ＋θ），此时分岔是超临界的．表２比较了

伪振子分析法得到的结果和数值计算结果，两者吻

６０２
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合得较好，其中数值幅值是利用 Ｍａｔｌａｂ中 ＤＤＥ２３
算法所得，固定步长为０．００５．

表２　例２中的分岔周期解的幅值

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｂｉｆｕｒｃａｔｅｄｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｘａｍｐｌｅ２

Ｐａｒａｍｅｔｅｒε
Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｐｓｅｕｄｏ－ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

ａｎａｌｙｓｉｓａ０
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

０．１ ０．６８１３ ０．６５６８
０．１５ ０．７２８９ ０．７４４３
０．２ ０．７６４７ ０．７９４８
０．２５ ０．７９３７ ０．８２８１
０．３ ０．８１８２ ０．８５７４
０．３５ ０．８３９５ ０．８８３１

４　结论

伪振子分析法是研究单变量时滞系统 Ｈｏｐｆ分
岔周期解的一种新方法，具有分析过程简单、计算量

小、计算精度较高等方面的优点．本文采用闭轨分支
出极限环的思路给出了伪振子分析法的一种严格数

学证明，所得到的结论推广了伪振子分析法的主要

结论，使得伪振子分析法可用于高阶 Ｈｏｐｆ分岔问
题．但伪振子分析法用到了非线性动力学中的平均
法，使得一些非线性项的贡献不能在伪功率函数中

得到体现，从而使该方法的应用范围受到影响．
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ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｃｏｎｏｍｉｃＢｅｈａｖｉｏｒ＆Ｏｒｇａｎｉｚａ

ｔｉｏｎ，１９８７，８：４６９～４９５

８　ＦｒａｎｋｅＲ，ＡｓａｄａＴ．ＡＫｅｙｎｅｓＧｏｏｄｗｉｎｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｂｕｓｉ

ｎｅｓｓｃｙｃｌｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｃｏｎｏｍｉｃＢｅｈａｖｉｏｒ＆Ｏｒｇａｎｉｚａｔｉｏｎ，

１９９４，２４：２７３～２９５

９　ＧｌａｓｓＬ，ＧｕｅｖａｒａＭＲ，ＳｈｒｉｅｒＡ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄｃｈａｏｓｉｎ

ａｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙｓｔｉｍｕｌａｔｅｄｃａｒｄｉａｃｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ．ＰｈｙｓｉｃａＤ，

１９８３，７：８９～１０１

１０　ＮｅａｒｉｎｇＢＤ，ＨｕａｎｇＡＨ，ＶｅｒｒｉｅｒＲＬ．Ｄｙｎａｍｉｃｔｒａｃｋｉｎｇ

ｏｆｃａｒｄｉａｃｖｕｌｎｅｒａｂｉｌｉｔｙｂｙｃｏｍｐｌｅｘｄｅｍｏｄｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＴ

ｗａｖｅ．Ｓｃｉｅｎｃｅ，１９９１，２５２：４３７～４４０

１１　ＨａｌｅＪＫ．ＴｈｅｏｒｙｏｆＦｕｎｃｔｉｏｎａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎ．

ＮｅｗＹｏｒｋ：：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９７７

１２　ＭｅｎｇＸＺ，ＷｅｉＪＪ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｍｕｔｕａｌｓｙｓ

ｔｅｍｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙ．Ｃｈａｏｓ，ＳｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄＦｒａｃｔａｌｓ，２００４，

２１：７２９～９４０

１３　ＹｕＷＷ，ＣａｏＪＤ．Ｈｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｅｒｉｏｄ

ｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｖａｎｄｅｒＰｏｌｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙ．Ｎｏｎ

ｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ，２００５，６２：１４１～１６５

１４　ＭａＺＰ，ＨｕｏＨＦ，ＬｉＣＹ．ＳｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

ａｎａｌｙｓｉｓｏｎａｐｒｅｄａｔｏｒｐｒｅｙｍｏｄｅｌｗｉｔｈｄｉｓｃｒｅｔｅａｎｄｄｉｓｔｒｉｂ

ｕｔｅｄｄｅｌａｙｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ：ＲｅａｌＷｏｒｌｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，

２００９，１０：１１６０～１１７２

１５　ＮａｙｆｅｈＡＨ，ＣｈｉｎＣＭ，ＰｒａｔｔＪ．ＰｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｓｉｎ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓ：Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｍａｃｈｉｎｉｎｇｄｙｎａｍｉｃｓ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１９９７，

１１９：４８５～４９３

１６　ＨｕＨＹ，ＷａｎｇＺＨ．ＤｙｎａｍｉｃｓｏｆＣｏｎｔｒｏｌｌｅｄＭｅｃｈａｎｉｃａｌ

Ｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈ Ｄｅｌａｙｅｄ Ｆｅｅｄｂａｃｋ． Ｂｅｒｌｉｎ，Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：

ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００２

１７　ＤａｓＳＬ，ＣｈａｔｔｅｒｊｅｅＡ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｃａｌｅｓｗｉｔｈｏｕｔｃｅｎｔｅｒｍａｎ

ｉｆｏｌｄｒｅｄｕｃｔｉｏｎｆｏｒｄｅｌａｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｎｅａｒＨｏｐｆｂｉ

ｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２００２，３０：３２３～３３５

１８　ＧｉｌｓｉｎｎＤＥ．ＥｓｔｉｍａｔｉｎｇｃｒｉｔｉｃａｌＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅ

ｔｅｒｓｆｏｒａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｄｅｌａｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈａｐ

ｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌｃｈａｔｔｅｒ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，

２００２，３０：１０３～１５４

１９　ＦｒａｎｃｏｉｓｅＪＰ，ＬｌｉｂｒｅＪ．ＡｎａｌｙｔｉｃａｌｓｔｕｄｙｏｆａｔｒｉｐｌｅＨｏｐｆ

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｉｎａｔｒｉｔｒｏｐｈｉｃｆｏｏｄｃｈａｉｎｍｏｄｅｌ．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅ

ｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１１，２１７：７１４６～７１５４

２０　ＡｔａｙＦＭ．Ｄｅｌａｙｅｄｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｏｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｉｎｎｏｎ

ｌｉｎｅａｒｐｌａｎａｒｓｙｓｔｅｍｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｎｔｒｏｌ，

２００２，７５：２９７～３０４

７０２
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２１　ＷａｎｇＨＬ，ＨｕＨＹ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｄｅｌａｙｅｄｄｙ

ｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍｖｉａｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｓｃａｌｅｓａｎｄｓｈｏｏｔｉｎｇ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄＣｈａｏｓ，

２００５，１５：４２５～４５０

２２　ＸｕＪ，ＣｈｕｎｇＫＷ．Ａｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｓｃｈｅｍｅｆｏｒ

ｓｔｕｄｙｉｎｇＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｉｎｄｅｌａｙｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｙｓｔｅｍｓ．

ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａｓｅｒｉｅｓＥ：Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｃａｌｓｃｉｅｎｃｅ，２００９，５２：

６９８～７０８

２３　ＮａｙｆｅｈＡＨ．Ｏｒｄｅｒｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆｒｅｔａｒｄｅｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓ

ｔｅｍｓｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｓｃａｌｅｓｖｅｒｓｕｓｃｅｎｔｅｒｍａｎｉｆｏｌｄ

ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２００８，５１：４８３～５００

２４　ＷａｎｇＺＨ，ＨｕＨＹ．Ｐｓｅｕｄｏｏｓｃｉｌｌａｔｏｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｃａｌａｒｎｏｎ

ｌｉｎｅａｒｔｉｍｅｄｅｌａｙｓｙｓｔｅｍｓｎｅａｒａＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎ

ａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄＣｈａｏｓ，２００７，１７：２８０５～２８１４

２５　李骊，叶红玲．强非线性系统周期解的能量法．北京：科

学出版社，２００８（ＬｉＬ，ＹｅＨＬ．ＥｎｅｒｇｙＡｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｔｈｅ

ＰｅｒｉｏｄｉｃＳｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＳｔｒｏｎｇｌｙＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｙｓｔｅｍｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：

ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，２００８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２６　ＨａｌｅＪＫ．Ａｖｅｒａｇｉｎｇｍｅｔｈｏｄｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈ

ｒｅｔａｒｄｅｄａｒｇｕｍｅｎｔｓａｎｄａｓｍａｌｌｐａｒａｍｅｔｅｒ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｉｆ

ｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ，１９６６，２：５７～７３

２７　ＬｉＪ，ＷａｎｇＺＨ．ＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆａｎｏｎｌｉｎｅａｒＬａｓｏｔａ

Ｗａｚｅｗｓｋａｔｙｐｅｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｗｉｔｈｍａｔｕｒａｔｉｏｎｄｅｌａｙ．

ＤｙｎａｍｉｃｓｏｆＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，Ｄｉｓｃｒｅｔｅ＆ＩｍｐｕｌｓｉｖｅＳｙｓｔｅｍｓ．Ｓｅ

ｒｉｅｓＢ：Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ＆Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２００７，１４：６１１～６２３

２８　ＧａｏＦ，ＷａｎｇＨＬ，ＷａｎｇＺＨ．Ｈｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆａｎｏｎ

ｌｉｎｅａｒｄｅｌａｙｅｄｓｙｓｔｅｍｏｆｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｖｉａｐｓｅｕｄｏ

ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒａｎａｌｙｓｉｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ：ＲｅａｌＷｏｒｌｄＡｐｐｌｉｃａ

ｔｉｏｎｓ，２００７，８：１５６１～１５６８

２９　ＬｉＪＹ．Ｈｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｕｎｆｌｏｗｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｎｏｎｌｉｎ

ｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ：ＲｅａｌＷｏｒｌｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００９，１０：２５７４～

２５８０

３０　李静．一类经济模型的分岔周期解．动力学与控制学

报，２０１０，８：３８０～３８４（ＬｉＪ．Ｈｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆａｎｅｃｏ

ｎｏｍｉｃｍｏｄｅｌ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２０１０，８：

３８０～３８４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３１　ＺｈａｎｇＬＬ，ＨｕａｎｇＬＨ，ＺｈａｎｇＺＺ．Ｈｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｍａｇｌｅｖｔｉｍｅｄｅｌａｙｆｅｅｄｂａｃｋｓｙｓｔｅｍｖｉａｐｓｅｕｄｏｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

ａｎａｌｙｓｉｓ．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０１０，５２：

６６７～６７３

３２　ＬｉＪＹ，ＷａｎｇＺＨ．ＬｏｃａｌＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｌｅｘｎｏｎ

ｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉ

ｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄＣｈａｏｓ，２００９，１９：１０６９～１０７９

３３　张锦炎，冯贝叶．常微分方程几何理论与分支问题．北

京：北京大学出版社，２０００：２３７～２４３（ＺｈａｎｇＪＹ，ＦｅｎｇＢ

Ｙ．Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｔｈｅｏｒｙａｎｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉ

ａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＰｅｋｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２０００：２３７～

２４３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２９Ｎｏｖｅｍｂｅｒ２０１１，ｒｅｖｉｓｅｄ５Ｊａｎｕａｒｙ２０１２．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１０３２００９）ａｎｄＮａｔｉｏｎａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｕｎｄｆｏｒＤｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄＹｏｕｎｇＳｃｈｏｌａｒｓｏｆ
Ｃｈｉｎａ（１０８２５２０７）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｚｈｗａｎｇ＠ｎｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＰＲＯＯＦＯＦＴＨＥＰＳＥＵＤＯＯＳＣＩＬＬＡＴＯＲＡＮＡＬＹＳＩＳＡＮＤＩＴＳ

ＡＰＰＬＩＣＡＴＩＯＮＯＮＨＩＧＨＯＲＤＥＲＨＯＰＦＢＩＦＵＲＣＡＴＩＯＮ
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