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两自由度碰撞振动系统的粘滞运动和隆起现象

肖化邁　乐源　谢建华
（西南交通大学力学与工程学院，成都　６１００３１）

摘要　考虑了一类两自由度多运动约束的碰撞振动系统力学模型，根据质块碰撞时可能出现的粘滞运动情

况，分别求出了各种可能粘滞运动情况时的解析解．通过对粘滞运动判定的必要条件，证明了当约束分别位

于质块的异侧时，两质块不会出现同时粘滞的运动，即所谓的暂时“静止”状态．当约束分别位于质块的同侧

时，通过对参数的调整，可能出现同时粘滞的暂时“静止”状态．最后通过数值计算，分别在考虑的两种情况

中，对于外激励频率较小时，验证了周期粘滞运动．并且在约束位于质块的同侧时，模拟出了两质块同时粘

滞的暂时“静止”状态，对于约束分别位于两质块的异侧时，模拟出了周期粘滞运动和所谓的隆起现象．由数

值计算可以看到，暂时的“静止”状态一般是由两个质块分别先后进入和离开粘滞运动而发生和结束的，而

不是两个质块同时粘滞和同时结束．

关键词　两自由度，　多约束，　碰撞振动，　粘滞运动

引 言

在机械系统中，由于生产误差或制作需要，机

械装置的零部件之间不可避免的存在间隙．在外激
励作用下，零部件之间将发生相互碰撞．在机械系
统优化设计、高速列车动力学分析、各种航天器、核

电站及噪声控制等方面，碰撞振动问题的研究都具

有重要意义．一方面，人们利用碰撞振动的动力学
原理，设计和制作各种机械，如振动筛、冲击钻、打

桩机等．另一方面，人们又不得不避免和隔离各种
有害的碰撞，如桥梁的坍塌、精密仪器的失效、噪声

干扰等．
近年来，国内外学者对非线性碰撞振动系统进

行了广泛的研究并取得了相关成果．Ｓｈａｗ［１］等研究
了单自由度和两自由度振子具有对称约束的碰撞

系统．Ｔｏｕｌｅｍｏｎｄｅ［２］等研究了单自由度和多自由度
系统中的周期粘滞运动．Ｗａｇｇ［３－４］等对两自由度和
多自由度系统的周期运动、粘滞运动及隆起现象都

做了大量的研究，并进行了数字模拟．但 Ｗａｇｇ等
没有考虑奇异的情况及同时粘滞的情况．谢建
华［５－７］等给出了两自由度碰撞系统主要分岔类型

及参数临界值的判断准则，并对碰撞系统中，当特

征值穿越单位圆时的各种复杂情况进行了研究．李

飞［８－９］等研究了多约束的碰撞振动，给出了粘滞时

系统之间的转换关系，但没有给出同时粘滞的实

例．本文在对两自由度系统不同约束情况进行分析
的基础上，给出了各种粘滞条件下的解析解，并对

相关现象进行了数字验证．验证了隆起现象及各种
粘滞运动的存在性．

１　系统的力学模型

这里考虑一个具有多运动约束限制的两自由

度碰撞振动系统的力学模型，如图１所示．

图１　（ａ）位移约束在同侧；（ｂ）位移约束在异侧

Ｆｉｇ．１　（ａ）Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｉｎｔｈｅｓａｍｅｓｉｄｅ

（ｂ）Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｉｎｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｄｅ

质块１（２）的质量为ｍ１（ｍ２），由刚度为ｋ１（ｋ２）

的线性弹簧和阻尼系数为 ｃ１（ｃ２）的线性阻尼器相
互连接．两个质块都只做水平运动，分别受到简谐

的外激励力 ｆｉ＝Ａｉｃｏｓ（δｔ），ｉ＝１，２的作用．质块１

（２）只和与它距离为ｄ１（ｄ２）的约束发生碰撞．假设
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模型中的阻尼是Ｒａｙｌｅｉｇｈ型阻尼，碰撞过程持续时
间无穷小（可略去不计），碰撞恢复系数分别为 ｒ１
和ｒ２．由牛顿第二定律建立运动时的运动方程为：

ｍ１̈ｘ１＋ｃ１ｘ１＋ｃ２（ｘ１－ｘ２）＋ｋ１ｘ１＋ｋ２（ｘ１－ｘ２）＝ｆ１
ｍ２ｘ̈２＋ｃ２（ｘ２－ｘ１）＋ｋ２（ｘ２－ｘ１）＝ｆ{

２

（１）
这里，ｘｉ表示位移对时间 ｔ的一阶导数，̈ｘｉ表示对
时间ｔ的二阶导数．

取无量纲化参数为：ω＝
ｋ２
ｍ槡２
，Ｔ＝ωｔ，Ω＝δω

，

＝
ｃ２

２ ｋ２ｍ槡 ２

，μｍｉ＝
ｍｉ
ｍ２
，μｋｉ＝

ｋｉ
ｋ２
，μｃｉ＝

ｃｉ
ｃ２
，ｙｉ＝

ｘｉ
Ａ１＋Ａ２

，

令ψ＝［ψ１，ψ２］
Ｔ是无量纲方程的正则模态矩阵，

进行坐标变换Ｙ＝ψＺ，运动方程变形为：
ＩＺ¨＋２ΛＺ· ＋ΛＺ＝ｆ～ｃｏｓ（ΩＴ） （２）

其中Ｚ＝［ｚ１，ｚ２］
Ｔ，Ｉ为二阶单位阵，Λ＝ｄｉａｇ［ω２１，

ω２２］，ｆ
～＝ψＴｆ，ωｉ是无碰撞情况下系统的固有频率．

令ｉ＝ωｉ，对于０＜ｉ＜１的欠阻尼情况，方程（２）
存在解析解：

ｚｉ＝ｅ
－ｉωｉ（Ｔ－ｔ０）（Ｂｉｃｏｓ（ωｄｉ（Ｔ－ｔ０））＋Ｃｉｓｉｎ（ωｄｉ

（Ｔ－ｔ０）））＋Ｑｉｃｏｓ（ΩＴ－ｉ） （３）

其中，ωｄｉ＝ωｉ １－
２

槡 ｉ是阻尼固有频率，Ｂｉ和 Ｃｉ是
由初值确定的任意常数，

Ｑｉ＝
ｆ～ｉ

［（ω２ｉ－Ω
２）２＋（２ｉΩωｉ）

２］１／２
，

ｉ＝ａｒｃｔａｎ
２ｉΩωｉ
ω２ｉ－Ω( )２

把这里求出来的精确解，按照变换，逆代回原

方程，可以得到原方程两次碰撞之间的解：

ｘｉ＝（Ａ１＋Ａ２）ｙｉ＝（Ａ１＋Ａ２）ψｉＺ （４）
当ｘｉ＝ｄｉ（ｉ＝１或２）时候，碰撞发生．这里考

虑碰撞的牛顿模型，即在发生碰撞时给碰撞的振子

一个速度突变，而其它振子状态保持不变．对于一
个孤立的碰撞发生时，即存在 ｘｉ＝ｄｉ，而 ｊ≠ｉ的时
候ｘｊ≠ｄｊ，碰撞过程由：

ｘｉ（ｔ＋）＝－ｒｉｘｉ（ｔ－），　ｘｉ＝ｄｉ
ｘｊ（ｔ＋）＝ｘｊ（ｔ－），ｘｊ（ｔ＋）＝ｘｊ（ｔ－{ ）

（５）

然后把碰撞时刻作为初始时刻，该时刻的状态作为

初始条件，重新计算原方程的解．

２　粘滞运动分析

当碰撞恢复系数 ｒｉ＝０时，质块与约束发生碰

撞后，其速度变为零．如果此时该质块受到的合力
不为零，并且指向约束，则质块和约束将粘靠在一

起，直到合力改变方向，将其拉离．称这种现象为粘
滞运动．对于ｒｉ≠０的弹性碰撞，在一定条件下也会
出现粘滞运动．只是在进入粘滞之前会有一系列减
幅振动的碰撞，被称为粘滞颤振序列．粘滞颤振序
列具有以下特点：

（１）颤振期间，作用于质块上的合力不改变方
向，且恒指向约束，即Ｆｉｄｉ＞０

（２）碰撞时间间隔逐渐减小，并最终趋近于
零．

（３）碰撞时的速度逐渐减小，并最终趋近于
零．

满足以上条件后，振子将进入粘滞运动状态，

一旦粘滞发生，该系统变成单自由度系统．

３　粘滞运动时候的解析解

３．１　粘滞状态１：当ｘ１＝ｄ１时
这时，ｘ１＝ｄ１，ｘ１＝０，因此从（１）式可以得到降

维的运动方程为：

ｘ̈２＋
ｃ２
ｍ２
ｘ２＋

ｋ２
ｍ２
（ｘ２－ｄ１）＝

Ａ２
ｍ２
ｃｏｓ（δｔ） （６）

此时作用于振子１上的合力为：
Ｆ１＝ｃ２ｘ２＋ｋ２ｘ２－ｄ１（ｋ１＋ｋ２）＋Ａ１ｃｏｓ（δｔ） （７）
方程（６）有解析的解：

ｘ２＝ｄ１＋ｂ２ｃｏｓ（δｔ－２）＋ｅ
－ζ～珟ωｎ（ｔ－ｔｓ）［ａ１ｃｏｓ（珟ωｄ

（ｔ－ｔｓ））＋ａ２ｓｉｎ（珟ωｄ（ｔ－ｔｓ））］ （８）

这里珟ωｎ＝ ｋ２／ｍ槡 ２，ζ
～＝

ｃ２
２ｍ２珟ωｎ

，珟ωｄ＝珟ωｎ １－ζ
～

槡
２，ｂ２＝

Ａ２／ｍ２
［（珟ω２ｎ－δ

２）２＋（２ζ～δ珟ωｎ）
２］１／２
，２＝ａｒｃｔａｎ

２ζ～δ珟ωｎ
珟ω２ｎ－δ( )２ ，

ｔｓ是初始时刻，ａ１和ａ２是由初值确定的任意常数．
在粘滞开始的时候 ｔｓ＝ｔ，因此，在（８）中代入 ｔｓ＝ｔ
可以求得：

ａ１＝ｘ２（ｔｓ）－ｄ１

ａ２＝
１
珟ωｄ
（ｘ２（ｔｓ）＋ζ

～珟ωｎ（ｘ２（ｔｓ）－ｄ１{ ））
（９）

第（８）式的初始条件为，当 ｘ１＝ｄ１，ｘ１＝０时，
即粘滞刚刚开始的时候ｘ２和ｘ２的值．当力Ｆ１等于
零，并且改变符号的时候，为质块１粘滞运动结束．
这时，系统又将回到原来的自由运动，系统的自由

度将从１增加到２．如果此时的时间为ｔｆ，则ｔｆ为重

８４１
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新回到原两自由度系统的初始时刻．此时的初始条
件为：ｘ１０＝ｄ１，ｘ１０＝０，ｘ２０＝ｘ２（ｔｆ），ｘ２０＝ｘ２（ｔｆ）．带入
式（４）重新计算相应的Ｂｉ和Ｃｉ的值．
３．２　粘滞状态２：当ｘ２＝ｄ２时

这时，ｘ２＝ｄ２，ｘ２＝０，因此从（１）式可以得到降

维的运动方程为：

ｘ̈１＋
ｃ１＋ｃ２
ｍ１
ｘ１＋
ｋ１＋ｋ２
ｍ１
ｘ１－

ｋ２
ｍ１
ｄ２＝

Ａ１
ｍ１
ｃｏｓ（δｔ）

（１０）
此时作用于振子２上的合力为：
Ｆ２＝ｃ２ｘ１＋ｋ２（ｘ１－ｄ２）＋Ａ２ｃｏｓ（δｔ） （１１）

方程（１０）有解析的解：

ｘ１＝
ｋ２ｄ２
ｋ１＋ｋ２

＋ｂ１ｃｏｓ（δｔ－２）＋ｅ
－ζ～珟ωｎ（ｔ－ｔｓ）［ｃ１ｃｏｓ

（珟ωｄ（ｔ－ｔｓ））＋ｃ２ｓｉｎ（珟ωｄ（ｔ－ｔｓ））］ （１２）

这里 珟ωｎ＝
ｋ１＋ｋ２
ｍ槡 １
，ζ～＝

ｃ１＋ｃ２
２ｍ１珟ωｎ

，珟ωｄ＝珟ωｎ １－ζ
～

槡
２，ｂ１

＝
Ａ１／ｍ１

［（珟ω２ｎ－δ
２）２＋（２ζ～δ珟ωｎ）

２］１／２
， １ ＝ ａｒｃｔａｎ

２ζ～δ珟ωｎ
珟ω２ｎ－δ( )２ ，ｔｓ是初始时刻，ｃ１和 ｃ２是由初值条件确
定的任意常数．在粘滞运动开始的时候 ｔｓ＝ｔ，因此
在（１２）式中代入ｔｓ＝ｔ，可以求得：

ｃ１＝ｘ１（ｔｓ）－ｂ１ｃｏｓ（δｔｓ－１）－
ｋ２ｄ２
ｋ１＋ｋ２

ｃ２＝
１
２珟ωｄ
［ｘ１（ｔｓ）＋２ζ

～珟ωｎｃ１＋δｂ１ｓｉｎ（δｔｓ－１{ ）］

（１３）
其粘滞开始和结束的状态和方式与质块１的

粘滞运动一样．
３．３　粘滞状态３：当ｘ１＝ｄ１并且ｘ２＝ｄ２时

这时整个系统处于暂时的静止状态．此时有ｘ１
＝０，ｘ２＝０，可以得到作用于振子１和振子２上的
力分别为：

Ｆ１＝ｋ２ｄ２－（ｋ１＋ｋ２）ｄ１＋Ａ１ｃｏｓ（δｔ） （１４）
Ｆ２＝ｋ２（ｄ１－ｄ２）＋Ａ２ｃｏｓ（δｔ） （１５）

这时系统的解为：ｘ１＝ｄ１，ｘ２＝ｄ２．当其中任何一个
力等于零，并且改变符合的时候，为粘滞状态３结
束．

事实上，由粘滞运动存在的判定条件

Ｆｉｄｉ＞０ （１６）
约束位于异侧，有两种情况：

１、当ｄ１＞０，ｄ２＜０时；由（１６）则要求 Ｆ２＜０，
由（１５）因为Ａｉ，ｋｉ都是非负数，所以有ｃｏｓ（δｔ）＜０．
再考虑（１４），由于 ｄ１＞０，ｄ２＜０，ｃｏｓ（δｔ）＜０，则有
Ｆ１＜０，于是Ｆ１ｄ１＜０矛盾．
２、当ｄ１＜０，ｄ２＞０时，由（１６）则要求Ｆ１＜０，于

是由（１４）有ｃｏｓ（δｔ）＜０，再考虑（１５）有 Ｆ２＜０，于
是Ｆ２ｄ２＜０矛盾．

综合１、２可证，当约束位于异侧时，两质块同
时粘滞的运动不会发生．当约束位于同侧时，通过
调节参数，可能出现两质块同时粘滞的运动．

４　隆起现象

在粘滞运动中，可能发生某质块在出现粘滞以

后，又被突然拉回一个小距离，随后再次与约束粘

滞一段时间，最后才被拉离的现象，把这种现象称

为隆起现象（ｒｉｓｉｎｇｐｈｅｎｏｍｅｎａ），也就是所谓的”ｒｉｓ
ｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ”，它在性质上类似与擦边分岔［２］．文
［４］也证明了隆起现象与多滑动分岔（ｍｕｌｔｉ－ｓｌｉｄ
ｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）的相似性．

事实上，隆起现象是在粘滞运动结束的时候，

即Ｆｉ＝０并改变符号的时候，此时粘滞运动系统将
回到原来的两自由度系统，此时作用于质块 ｉ上的
力也将发生突然变化．如果此时有 Ｆｉｄｉ＞０，即作用
于质块上的力使其靠向约束，则将发生颤振，直至

再次粘滞，形成隆起现象；如果发生颤振，而不再出

现粘滞，则不能成为隆起现象．

５　数值模拟

在图（ａ）和（ｂ）两种情况中，我们设置相同的
系统固有参数：ｍ１＝ｍ２＝１，ｋ１＝ｋ２＝１，ｃ１＝ｃ２＝０．
１，ｒ１＝ｒ２＝ｒ＝０．７，考虑外激励变化时振子的运动
状况．

计算特征矩阵的特征值和相应的特征值为：

λ１＝０．３８２０，　λ２＝２．６１８０，

ξ１＝
０．５２５７
０．( )８５０７

，　ξ２＝
０．８５０７
－０．( )５２５７

于是得到标准正交矩阵，即正则模态矩阵 ψ＝［ξ１，

ξ２］＝
０．５２５７ ０．８５０７
０．８５０７ －０．[ ]５２５７

在情况（ａ）中取ｄ１＝ｄ２＝０．３，Ａ＝［Ａ１，Ａ２］
Ｔ＝

［０．５，０］Ｔ，此时在低频率范围会发生周期粘滞运
动．如图２所示，为δ＝０．１６时的位移响应．
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图２　周期粘滞运动和不完整的颤振序列

Ｆｉｇ．２　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｔｉｃｋｉｎｇｍｏｔｉｏｎａｎｄｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｃｈａｔｔｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅ

从局部放大图可以看到，质块１存在完整的颤
振序列，进入了粘滞，而质块２却是不完整的颤振
序列．若改变外激励的振幅，取Ａ＝［Ａ１，Ａ２］

Ｔ＝［０．

４，０．１］Ｔ，可以得到两质块同时粘滞的暂时“静止”
状态，如图３所示．

图３　两质块同时粘滞的暂时＂静止＂

Ｆｉｇ．３　Ｔｅｍｐｏｒａｒｉｌｙ＂ｍｏｔｉｏｎｌｅｓｓ＂ｏｆｔｗｏｍａｓｓｅｓｓｔｉｃｋｉｎｇａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ

图４　约束位于异侧的周期粘滞运动

Ｆｉｇ．４　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｔｉｃｋｉｎｇｍｏｔｉｏｎｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｉｎｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｄｅ

从局部放大可以看到，两个质块进入粘滞和粘

滞结束一般不是同时的．系统从两自由度先变为１
自由度，再变为“静止”状态，然后又由“静止”状态

变为１自由度，再回到两自由度运动．

在情况（ｂ）中取 ｄ１＝－０．３，ｄ２＝０．１，外激励

振幅Ａ＝［Ａ１，Ａ２］
Ｔ＝［０．５，０］Ｔ．图４为 δ＝０．２５时

的位移响应．当 δ＝０．２５７６时，会发生所谓的隆起
现象，如图５所示．

图５　周期粘滞运动及隆起现象

Ｆｉｇ．５　Ｒｉｓｉｎｇｐｈｅｎｏｍｅｎａａｎｄｐｅｒｉｏｄｉｃｓｔｉｃｋｉｎｇｍｏｔｉｏｎ

６　结论

当碰撞振动系统所受的外激励力的频率较低

时，往往会发生颤振、粘滞、混沌等复杂的动力学行

为，在此过程中还会出现擦边等非常规分岔．对于
本文所研究的系统，当外激励频率 δ较小时，通过
参数的选择，都可能发生周期粘滞运动．随着 δ的
增大，其粘滞区域越来越小，以致颤振序列不完整，

而不再出现粘滞现象．在粘滞运动中，对于参数的
特殊选择，可能会出现隆起现象．当约束分别位于

质块的异侧时，不可能出现暂时的“静止”，而当约

束位于质块的同侧时，通过参数的选择，可能出现

暂时的“静止”．但这个“静止”，一般不是同时发生
的，而是由质块先后进入粘滞而发生的．
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