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经典力学的一个新基本原理及其几个重要应用

吕茂烈

（西北工业大学应用力学系，西安　７１００７２）

摘要　新基本原理定名为零原理，建立在三个基石上：１）隐显模型；２）显示力假设；３）μ证明．用逻辑推理证

明了显示力的定量模式Ｆ

ｘｓ＝ｍｒ̈，从而也证明了零原理．它的结论被表达成三个等效的“零力系”．零原理作

出了几个重要贡献：１）消除了牛顿第二定律的“实验性”局限，将它提高到基本原理的层次．２）使达朗伯原理

摆脱了对牛顿第二定律的依赖，从而也成为独立的基本原理．３）它的改造形式成为“最小自由量原理”，而将

高斯原理作为特殊情况包含其中．在此新证明中阐明了高斯原理原始证明中出现所谓 Ｚ佯谬的原因，并给

出了消除Ｚ－佯谬的条件．４）零原理的另一个应用是直接证明了新意义下的哈密顿原理，即真正的最小作用

量Ｓ原理．从而摆脱了雅可比准则的困扰．５）零原理被推广到冲击情况，得到三个等效的“零冲击系”．简明

地定义了冲击情况的“自由量动能函数Ｚ”，并导出了相应的最小自由量动能原理．

关键词　可能运动，　自由量函数，　隐显模型，　显示力假设，　μ证明

引 言

本文的主题是“完善经典力学的公理体系”．

这是马赫批判牛顿公理体系后留下的重大问题．一
个半世纪以来，虽有多人研究过（文献［１］的绪论
中对此有较系统的综述，可供参考），但尚无关键性

改进．主要困难在于不能确定一个足以统率整个经
典力学的最高层次的基本原理，而且马赫的批判也

不全对（例如，将惯性定律看作牛顿第二定律的特

殊情况）．自牛顿以来［１］，经典力学已有长足的发

展，许多新的成就，早已使牛顿公理体系不够完善．
对于这个现状，本文的研究成果正足以弥补所存在

的缺陷．
为了区分原理的层次，不妨借用康德的说法，

将认识的来源分为超验、先验和经验三个层次．超
验的认识往往涉及信仰，一般认为应当排除在科学

研究之外．先验认识实质上就是众人皆知的常识，
知其然而不知其所以然，而且也未必都符合于真

理，但可作为追求真理的起点，因而层次最高．其次
才是经验认识，包括有组织科学实验所提供的知

识．在力学中我们称之为公理的，大体上是先验知
识的总结，故被认为层次最高．

现在先来审议一下经典力学中已有的几个原

理，看看何者有资格被选为最高的基本原理．牛顿
第二定律本身是实验定律，层次欠高，而且只适用

于自由质点而不能直接应用于受约束系统．达朗伯
原理有所发展，解决了上述困难，但存在着它和牛

顿第二定律间之的源流关系问题，所致它常遭到误

解，甚至备受诋毁．至今仍有不少力学—物理书以
极为分歧的形式阐述达朗伯原理，有的甚至不屑一

提．这样，作为经典力学的最高基本原理，牛顿第二
定律和达朗伯原理都难以入选，剩下的侯选者只有

高斯原理了．
高斯最小约束量原理（ｌｅａｓｔｃｏｎｓｔｒｉａｎｔｐｒｉｎｃｉ

ｐｌｅ，其中Ｃｏｎｓｔａｉｎｔ一词旧译为“拘束”．考虑到这个
词在其他情况下都译为“约束”，且又需加以“量

化”，故改译为“约束量”）宣称：在受理想约束系统

的一切可能运动中，真实运动在每个瞬时都使该系

统所受的约束量取最小值［２－４］．
这个陈述最吸引人之处是“又出现了一个最

小”．在经典力学中先前已有一个“最小作用量原
理”，曾因而引起不小的争议．是否这里也隐藏着某
些有待争议的问题？果然如此．只要指出如下几
点，就足以说明：

１）高斯定义的约束量函数写成

Ｚ＝∑ ｍ
２（ｒ

̈ －Ｆ


ｍ）
２
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其中：ｍ－系统内各质点的质量，Ｆ

－作用于该质点

的给定力，ｒ̈－该质点的可能加速度．在此函数中未

显示出约束力 Ｎ

，因而不能说明约束的物理性质，

有无摩擦力都一样．但讨论中并无一处排除掉的摩
擦存在，而原理的结论却被表达为只适用于无摩擦

的情况．这就成为一个理论性疑点．

２）高斯将（ｒ̈ －Ｆ


ｍ）定义为质点可能加速度 ｒ
̈

相对于自由运动加速度
Ｆ


ｍ的“偏离”，并将它比拟

为“误差”，从而借用他的误差理论（高斯于 １７９４
年发现了误差分布规律，又于１８０８年建立了误差
理论．高斯发表最小约束量原理是在１８２９年）．来
找出偏离的最小值．这个比拟是否成立，也成为疑
点．何况所求出的最小偏离是属于可能运动的，因

为Ｚ式中根本没有包含真实运动（由于没有 Ｎ

），

如何确知这个最小偏离的可能运动便是真实运动？

这样，在未能消除这些疑点之前，高斯原理也不足

以成为经典力学的最高基本原理．
为了改变这种局面，本文推演出的零原理填补

了空白，零原理满足了最高基本原理的全部条件：

１）它是完全基于先验认识并通过逻辑思维演
绎出来的，因此层次最高．
２）它将牛顿第二定律的达朗伯原理都作为特

殊情况包罗其中．
３）经过零力系的零运算，零原理被直接改造

为最小自由量原理，它将高斯原理作为特殊情况包

含其中．
４）它富有创造力，它的另一种改造形式是新

意义下的哈密顿原理，一个真正的最小作用量积分

变分原理．
５）零原理又被自然地推广到碰撞情况，能考

虑更为广泛的约束条件和物理－力学性质．
本文的研究已就“完善经典力学公理体系”这

个主题得到了一系列重要成果，其核心是论证了一

个最高层次的新基本原理即零原理．它形式简明而
雅美，涵容广泛而富有创造力．

１　零原理的论证与陈述

零原理建立在三个基石上：一个模型、一个假

设和一个μ证明．以下分别作出说明．

１．１　隐显模型
设受约束系统中任意一质点 Ｐ（ｍ）上的给定力

为Ｆ

．将此力分为两个分量 Ｆ


ｉｚ和 Ｆ


ｘｓ．前一分量 Ｆ


ｉｚ

称为隐藏力，它只能激发系统中的约束产生约束反

力Ｎ

．而看不到它对系统运动的作用，好像隐藏到

约束中去了．后一分量Ｆ

ｘｓ称为显示力，它只会激发

质点Ｐ产生加速度 ｒ̈，而对约束不起作用．简例（图
１左）：重滑块 Ａ放在光滑地板 Ｂ上构成受约束系

统（图１）．此时滑块的重力 Ｇ

不论多大，只会迫使

地板产生法向反力 Ｎ

，而不引起滑块的运动变化．

所以Ｇ

就是隐藏力．相反，水平推力 Ｈ


不论多小，

必定要使滑块的速度改变，而不会激发地板的反

力．所以 Ｈ

就是显示力．如果地板有摩擦（图 １

右），情况会变复杂．重力 Ｇ

仍为隐藏力，但水平推

力Ｈ

在滑块未启动时，只要 Ｈ≤ｆＮ（ｆ为摩擦系

数），就不会激发滑块的运动，相反却引起地板的摩

擦力Ｆ

，所以此力 Ｈ


也成为隐藏力．但若滑块已经

启动，则Ｈ

不论多小也会使滑块速度改变．这样 Ｈ



就转变为显示力．在滑块因减速而停止运动后，Ｈ


又转化为隐藏力．转换关系视系统的运动状态而
定，这种情况所产生的影响，只在于使系统运动的

研究变得复杂一些（须分若干阶段）而已，却不会

破坏隐显模型的普遍成立．隐显模型完全建立在直
观认识上，不需要另加假设．它具有最大的普遍性，
可以直接由离散质点系过渡到连续体，又可以自然

地推广到冲击的情况．（隐显模型的建立受《易经》
中“乾坤”模型的启迪．这两个模型在哲学观念上
有共同点：一分为二，各正其位；对立统一，相互转

化）．

图１　隐显模型简例．左：光滑面情况；右：摩擦面情况

Ｆｉｇ．１　Ａｓｉｍｐｌｅｅｘａｍｐｌｅｏｆｃｏｎｃｅａｌｉｎｇ－ｄｉｓｐｌｕｙｉｎｇｍｏｄｅｌ．

ｌｅｆｔ：ｓｍｏｏｔｈ－ｐｌａｎｅｃａｓｅ；ｒｉｇｈｔ：ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌｐｌａｎｅｃａｓｅ

８０１
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１．２　显示力模式假设

要将给定力Ｆ

具体地分为上述两个分量，如果

没有理论或实验为依据，是无法做到的．关键在于

暂时还找不出显示力 Ｆ

ｘｓ的具体模式．为此要借助

于一些先验的认识，认定：ａ）显示力 Ｆ

ｘｓ与质点的

加速度 ｒ̈ 为同方向（根据空间的均匀性、对称性、

各向同性）．ｂ）Ｆ

ｘｓ与 ｒ̈ 大小成正比，ｃ）加速度 ｒ̈

的大小又与质点的质量 ｍ成反比．因此，显示力的
模式可假定为

Ｆ

ｘｓ＝μｍｒ̈ （１）

在此定义式中，加速度和力均在惯性参考系中测

定，此参考系的存在由惯性定律阐明，而质量则定

义为物体惯性的度量．
此处μ为待定的比例系数．在静力学中只知道

力是矢量，不知道它的量纲究竟是什么；因此在假

设（１）中，μ证明以前，暂时还不知道μ究竟是个纯
数，还是某个物理量．另一方面，在这个基本先验认
识的模式多少有些武断，它已将经典力学的局限性

带了进来，（本文所说的“经典力学”是把狭义相对

论有关的内容排除在外的．但最新的理解为：经典
力学系还应包括由狭义相对论发展起来的那种力

学．如Ｈ．Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ的 ＣｌａｓｓｉｃａｌＭｅｃｈｎｉｃｓ一书就是
这样说的．本文不采用这种观点．）质量 ｍ被认定
不变而与运动状态无关．但这个观念是经典力学理
论框架所接受的，新原理中沿袭此观念无可非议．

１．３　μ－证明
证明的目的是要确定显示力模式中比例系数

μ是个恒量，不随质点的运动状态而变．
证明的依据是欧氏空间的线性特征，从二方面

考虑．
１）　静力学中的矢量性质只是欧氏空间线性

特征的一种表述形式．已有几个根据这种特征做出
的＂力平行四边形定理＂证明．但这些证明只是阐
明了力的静态性质，完全不涉及力的本质问题．特
别是未能说明力和质点的量纲间关系．

牛顿制定了自由质点的动力学方程，即牛顿第

二定律，从而确知力和质量只有一个独立的基本量

纲．牛顿又用第二定律证明了动态的＂力平行四边
形定律＂．但因前者是实验性的，所以后者也不能摆
脱实验性，因而不能升为＂定理＂．要确知力矢量的

动态性质，仍须根据欧氏空间的线性特征．
２）　动力学中，隐显模型给出了非自由质点运

动的一个＂零＂方程

Ｆ

－（Ｆ


ｉｚ＋Ｆ


ｘｓ）＝０ （ａ）

又知隐藏力与约束力构成零力系：Ｆ

ｉｚ＋Ｎ


＝０．再将

显示力拆成二部分：

Ｆ

ｘｓ＝ｍｒ̈＋（μ－１）ｍｒ̈

则（ａ）式可以改写成

（Ｆ

＋Ｎ

－ｍｒ̈）－（μ－１）ｍｒ̈＝０ （ｂ）

若令Ｒ

≡（Ｆ


＋Ｎ

－ｍｒ̈），则上式又简写成

Ｒ

＝（μ－１）ｍｒ̈＝０ （ｃ）

可见，若Ｒ

≠０，则它必定和 ｒ̈ 平行，而没有垂直于

ｒ̈的分量．

现在又由欧氏空间的线性特征知，若Ｆ

的大小

增大一倍，则其动力学效应包括 ｒ̈，Ｆ

，Ｒ

的大小也

将增大一倍（这个性质在制定显示力模式时已用

过）．由此可见，（ｂ），（ｃ）式中的（μ－１），因而 μ必
须是恒量，不随质点的运功状态而变．这样，模式

（１）已建立了Ｆ

与ｍｒ̈之间的线性关系，因而力和

质量是不能具有独立量纲的．μ的数值可随 Ｆ

和 ｍ

的单位选择而定．反之，不妨先选取μ＝１，因而

Ｆ

ｘｓ＝ｍｒ̈ （２）
现在可以反过来再来确定力和质量的单位．其

实这两个量目前的通用单位正是按（２）式而确定
的．与此同时，又得到

Ｒ

≡Ｆ

＋Ｎ

－ｍｒ̈＝０ （３）

证明完毕．
１．４　零原理的三个等效陈述

式（２）与（３）表达了一个新原理．即零原理．为

使原理的表述更为简洁，引入质点惯性力 Ｑ
－的概

念（暂时可看作为运算筹码，其物理意义将在下文

３．４中阐明）：Ｑ
－ ＝－ｍｒ̈，（此处 ｒ̈为质点的真

实加速度，但在不致于误解时常省去号），于是新
原理可陈述为：

对于任何受约束系统中的每个质点，在每一瞬

时ｔ，恒有：

?　显示力与惯性力构成零力系：Ｆ

ｘｓ＋Ｑ

 ＝

０，（且Ｑ
≡－ｍｒ̈）；

９０１
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?　隐藏力与约束反力也构成零力系：Ｆ

ｉｚ＋Ｎ



＝０；

?　给定力、约束反力与惯性力也构成零力

系：Ｆ

＋Ｎ

＋Ｑ
 ＝０．

这三种陈述的形式有异，但实质相同，并通过

隐显模型而合为整体，但又各自都具有原理的充分

性．（注意：这里的三个“零”不是“什么都没有”，而
是物性存在的最高形式，又是作用发挥的一种方

式，也正是老子哲学中“无”的体现．这个观点使我
们得益匪浅．按照这个观念，牛顿第三定律也可以
陈述为：“质点系间的相互作用构成一个零力系”．
但这只是弱相互作用原理，它不适合用于电子间的

相互作用，因为电子不是宏观质点，有自旋，其间的

相互作用要考虑电磁场在内．不过对此另有强相互
作用原理来解释这种关系．

零原理有充足理作为经典力学的最高层次基

本原理：它的模型极普遍，假设最少，定义最清晰，

而且具有最大的适用性：它可以很自然地由离散质

点系统过渡到连续系统（因为每个零力系对系统中

每个微质点都成立）；对约束的性质和类型也不加

任何限制．并且原理表达的形式可以作任何变换，
包括瞬态的和过程的，确定性的和变分形式的．以
后将会看到：力学的众多原理都只是零原理中零力

系零运算的变换形式而已．

２　零原理和牛顿第二定律、达朗伯原理之
间关系及其差异

２．１　零原理?
将原理的表达式?应用于单个自由质点，便得

到牛顿第二定律．这足以说明?是一个原理．
零原理消除了牛顿第二定律的“实验性”局

限．从而提高了牛顿第二定律作为基本原理的层
次．
２．２　零原理?

零原理的表达形式?和达朗伯原理的原始表
达式“损失力借约束而平衡”相似．（但实际上这个
力并未损失掉，只是看起来不能发挥其改变质点速

度的作用而已．所以本文将它正名为隐藏力）．这两
个原理层次不同，主要差别在于：零原理的独立性

靠μ－证明，而达朗伯原理的损失力中含有牛顿第
二定律的预示而损害了独立性．所以零原理的层次
高于达朗伯原理是明显的．同时零原理已将达朗伯

原理包含在内，从而消除了后者对牛顿第二定律的

依赖．
零原理的表达式?初看似可直接得自隐显模

型，因而并未增加新内涵．其实这是很大的误解．模

型中只对Ｆ

的两个分力作了定性的分类，而尚未给

出定量的模式，直到 μ－证明以后，Ｆ

ｉｚ才有了确定

的模式，仅在这时，?的内涵才得以充实，成为原
理．在显示力为零的情况，零力系?直接转化为静
力学原理．
２．３　零原理?

零原理的表达形式?也和惯性力形式的达朗
伯原理（后来在实践中发展出惯性力法）相似，但

后者陷入了“静力学平衡方程”的框框，导致形式

与内容间的不一致（因为系统实际上是在运动）．
由此可以看到，达朗伯虽已十分接近了层次最高的

零原理，但又失之交臂，未免令人为之惋惜．

有一种特殊情况：在零力系?中看不到 Ｆ

．这

并不说明它不起作用了．原来，此时 Ｆ

ｉｚ＝－Ｆ


ｘｓ，因

而Ｆ

＝０（又是一个零），但它的两个分量却各自实

实在在在起作用．（这是隐显模型的特有的奥妙所
在，需要在此加注一笔）．简例：光滑小球在环形管

内作惯性运动．此时Ｆ

ｘｓ表现为向心力．两者的矢量

和为零．而Ｆ

ｉｚ表现为离心力．（这个简例若用达朗

伯原理来解释，就显得不自然，将引发惯性力的真

实性疑问．）零原理的“零力系”只表示有关这几个
力矢量之间的一种空间关系，不强求这些力必须作

用在同一物体上．这里的“力系矢量和为零”与系
统运动状态的特殊形式”平衡”毫无联系．

零力系?尚有一种十分通用的改造形式．将它
投影在任何方向，结果总是零．特别是可以投影在
各质点的虚位移 δｒ 上并求和．如果约束是理想

的，则有∑Ｎ

·δｒ＝０，于是便得到达朗伯－拉格朗

日原理：

∑（Ｆ

－ｍｒ̈）·δｒ ＝０（此处 ｒ̈即真实加速

度，附标常被省略）．
这个原理在旧的陈述中是靠和静平衡虚功原

理的比拟而得到的，远不及得自零原理那样简明．
若改用零原理的陈述?，则更为简洁，这时只须将

理想约束的定义式中改成负隐藏力（Ｆ

－ｍｒ̈）就

可以了．
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２．４　关于惯性力的注记

以上各处的惯性力Ｑ
实质上就是牛顿定义的

惯性反抗力（在他以前已由刻卜勒提出）．这是一

个实有的力，由质点施加在产生 Ｎ

和 Ｆ


的物体上．

原理?已说明了它的物理本质．
与达朗伯原理不同，零原理中无虚加的惯性

力．如果把质点看成包含在无限小空壳内的有限集

中质量，那么 Ｎ

和 Ｆ


必须通过这个空壳传给集中

质量，同时此质量的惯性力也要通过空壳传到外

面．这样，空壳受到了这三个真实力的作用．由于空
壳无质量，这三个力的合力必为零．同时空壳又能
在零力系下产生任何加速度而和集中质量一起运

动．显然，这里的设想都能为经典力学的框架所容．
这个空壳模型在变质量力学中将有大用．

３　将零原理改造为最小自由量原理

零原理的第一重要应用是将它改造为最小自

由量原理，从而将高斯原理作为特殊情况而包含其

中，特别是使后者独立于牛顿第二定律之外并摆脱

了误差理论的影响．由零原理出发，通过一些“零运
算”，即可简明地证明这个新原理：

所谓零运算，“是指将零力系变换成其它形式

而始终保持为零的简单运算，它并无确定程式，但

成效显著，而足以发现一些新的力学特征．拉格朗
日乘子法、非完整约束的附加，都可纳入零运算．
３．１　最小自由量原理的证明

零力系（Ｆ

＋Ｎ

＋Ｑ
）的平方仍然为零；乘以权

因子（２η２）后也仍然为零；对整个质点系求和，得
到一个量Ｚ，也是零．即：

Ｚ≡∑（２η２）（Ｆ

＋Ｎ

＋Ｑ
）２＝∑（２η２）（Ｆ


＋

　Ｎ

－ｍｒ̈）２＝０ （４）

设质点在可能运动中的加速度为 ｒ̈ｐ．令
ｒ̈ｐ＝ｒ̈ ＋Δｒ̈，

其中Δｒ̈也是可能加速度，它可以看成 ｒ̈ｐ相对于
ｒ̈的变化量，大小任意．因此 Δｒ̈ 也称为可能加速
度的“自由量”．现在再定义

Ｚｐ≡∑（２η２）（Ｆ

＋Ｎ

－ｍｒ̈ｐ）２＝

　∑（２η２）（Ｆ

＋Ｎ

－ｍｒ̈ －ｍΔｒ̈）２＝

　∑（２η２）ｍ２　（Δｒ̈ｐ）２＞０ （５）
称它为可能运动的“自由量函数”（高斯以德文

Ｚｗａｎｇ（约束）一字的缩写Ｚｗ（或 Ｚ）表示约束量函
数．反义字Ｚｗａｎｇｌｏｓｉｇｋｅｉｔ意为约束作用的丧失，因
而获得自由．这样，符号 Ｚｗ（或 Ｚ）也可用以表达
“自由量”函数的意义）．（在不致误解时（５）式中的
附标ｐ常省略），Ｚ的量纲为［功］／［时间］２，亦即
二阶功率．显然对于任何可能运动，恒有

Ｚ≤Ｚ （６）
等号仅在可能加速度 ｒ̈ｐ＝ｒ̈时成立．这样，式（６）
直接表达了一个新原理，称为最小自由量原理．即：
对于任何受约束系统，在所有可能运动中，真实运

动的自由量为绝对最小值．
３．２　由最小自由量原理导出高斯方程

若将可能运动看成变更运动，则见在Ｚ函数中

仅可能加速度可以变更（称高斯变更，用δＧ表示）．
故有

δＧＺ＝δＧ∑（４η
２）（Ｆ


＋Ｎ

－ｍｒ̈）·ｍδＧｒ̈

若 ｒ̈＝ｒ̈，则此时显然有

δＧＺ＝∑（４η
２）（Ｆ


＋Ｎ

－ｍｒ̈）·ｍδＧｒ̈＝０ （７）

和分析力学中的高斯方程相比较，（７）式中多

出了约束力Ｎ

和权因子２η２．因此（７）可称为完全

形式的高斯方程（“完全”指尚未消去约束力．式中
在不致误解的情况下，号已省略）．

分析力学的原理和方程总是力求尽量消去约

束力．为此须附加一些补充条件，代价是缩小原理
的适用范围．眼下对于（７）式，要求满足三个条件：

１）约束须为理想的，从而∑Ｎ

·δｒ ＝０；２）高斯微

变空间 εＧ须与虚位移微变空间 ε同构，从而可令

δＧｒ̈＝ｋ
２δｒ，其中ｋ２为比例常数．于是∑Ｎ


·δＧ ｒ̈＝

０．已经证明，对于一阶线性非完整约束，这个条件
成立［２］．３）对权因子（２η２）也须相应地作适当选择
（这个条件常为人所忽视）．为了消去（７）中的约束

力，只能取权因子为（２η２）＝１２ｍ．于是，展开式（７），

可得

δＧＺ＝∑（Ｆ

－ｍｒ̈）·δＧｒ̈＋∑Ｎ


·δＧｒ̈＝

　∑（Ｆ

－ｍｒ̈）·δＧｒ̈＝０ （８）

这已是分析力学所需要的高斯方程了．高斯方程是
由高斯最小约束量原理直接导出的．由此可见，最
小自由量原理已将高斯最小约束原理作为特殊情

况包含在内了．（类似地，对于高斯微变空间 εＧ与
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约尔当微变空间 εＪ同构的约束情况，高斯方程可
以自然地改造成约尔当方程）．

以上论证完全出于自然，未增加其它假设，如

“偏离与误差相比拟”之类．这就是新论证比旧论
证的优越处．（旧原理依靠误差分布理论来得到最
终结论，本身缺之足够的依据．这应当认为旧原理
的一个理论性疑点．因篇幅限制，这里暂不展开讨
论）．
３．３　Ｚ－佯谬的消除

所谓Ｚ－佯谬是指：若在高斯的约束量函数 Ｚ
中，任意选择权因子（２η２），则由 δＧＺ＝０可能得不
到动力学方程．本小节的目的是阐明Ｚ－佯谬产生
的原因并指出消除它的条件．

为此须重新检查高斯原理的原始论述．可以看

到一个关键问题：在那里过早地忽略了约束力 Ｎ

，

而将Ｚ函数定义为简式：

Ｚ＝∑ １２ｍ（Ｆ

－ｍｒ̈）２ （９）

和以上Ｚ的全式定义（５）相比，在此间定义（９）中

已将“权因子（２η２）选择为 １２ｍ”（同时去掉了 Ｎ

）．

对于这一关键高斯未曾作出合理的解释．但原理的
结论在所限制条件下仍正确，这恐怕要归功于他的

天才猜想．（其实，Ｚ的简式定义本身就隐含有理论
性疑点：它不能反映约束的物理性质，有无摩擦都

一样．这一疑点也已在引言中指出）

其实，如果在高斯原理中，一开始便采用带 Ｎ


的Ｚ函数全式定义（５），则任意选择权因子（２η２），

都能由（δＧＺ＝０）得到动力学方程．但在改用了无Ｎ


的Ｚ函数简式定义（９）后，权因子（２η２）就只有一
种选择能满足高斯原理．这正是本节的新证明所要
揭示的一个奥秘！

试作如下比较：Ａ．取全式定义并令权因子２η２

＝１
ｍ２
，则有Ｚ＝１

ｍ２
∑（Ｆ


＋Ｎ

－ｍｒ̈）２，从而由高斯原

理δＧＺ＝０，可得

δＧＺ＝δＧ∑（
Ｆ

＋Ｎ


ｍ －ｒ̈）２＝∑（Ｆ


ｍ－

　ｒ̈）·δＧｒ̈＋∑
１
ｍＮ

·δＧｒ̈＝０ （１０）

虽然这也是一个动力学方程，但其中含 Ｎ

的附加

项不可能消除，即使在理想约束情况下也这样（除

非各质点的质量全部相等）．方程（１０）显然不便于
实践．

Ｂ．若取简式定义，并令２η２＝１
ｍ２
，则有 Ｚ′＝∑

１
ｍ２
（Ｆ

－ｍｒ̈）２，从而由δＧＺ′＝０，将得到方程

δＧＺ′＝∑（
Ｆ


ｍ－ｒ
̈）·δＧｒ̈＝０．

但它已不是系统的动力学方程了（除非系统内所有

质点的质量都相等）．这种现象就是 “Ｚ－佯谬”．
可见，产生Ｚ－佯谬的原因在于采取了简式Ｚ后未

按上述条件３）去选择权因子（２η２＝１
ｍ２
），从而导致

δＧＺ′＝０不能给出动力学方程．一旦解决了权因子
选择的问题，Ｚ－佯谬便自然消除．

综观上述分析过程，可以看到一个重要特征，

即新论证中每一步运算都是围绕着原理?的零力

系（Ｆ

＋Ｎ

＋Ｑ
）＝０而进行的“零运算”（在这个零

力系中还可以加入一些代表非完整约束关系λｆ＝０
的“零”．这个课题，值得另加研究）．还有一种尚未
被采用的零运算—对时间的积分，它也是可以考虑

的，因为这个零力系存在于每一瞬时．下文即可看
到这种零运算的应用．

４　由零原理推导哈密顿最小作用量原理

４．１　最小Ｋ－积分变分原理
先考虑一个关于系统变更运动的定积分

Ｋ变 ＝∫
ｔ１

ｔ０
∑（Ｆ ＋Ｎ －ｍｒ̈变）·δｒｄｔ＝

　∫
ｔ１

ｔ０
∑（Ｆ ＋Ｎ －ｍｒ̈ －ｍδｒ̈）·δｒｄｔ

（１１）
积分区间（ｔ１－ｔ０）为任取．ｒ̈为真运动的加速度，δ
ｒ为真路上各质点的虚位移，并且 ｒ（ｔ）＋δｒ（ｔ）表
示了真路一阶邻域内的任何一条变路，因而 δｒ 可
表示为时间的函数．变路上的加速度为 ｒ̈变 ＝ｒ̈ ＋

δｒ̈，因而微变量 δｒ̈ 也可表示为时间函数，并称为
此变更运动中加速度的微变自由量．由于零力系

（Ｆ

＋Ｎ

－ｍｒ̈）存在于每一瞬时，所以 Ｋ≡Ｋ真 ＝

０．至于变路上的Ｋ积分Ｋ变 ＝∫
ｔ１

ｔ０
（－∑ｍδｒ̈）·δ

ｒｄｔ则不恒等于零，而且可正可负．但平方后恒正，
故有
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Ｋ２变 ＞Ｋ
２
真（≡０） （１２）

式（１２）表达了最小Ｋ积分变分原理，即：相对于一
切变更运动，真运动的Ｋ积分平方取绝对最小值．

注：　还可以另外定义一个定积分 Ｊ变 ＝

∫
ｔ１

ｔ０
∑（Ｆ ＋Ｎ －ｍｒ̈）·δＪｒ·ｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
∑（Ｆ ＋Ｎ －ｍ

ｒ̈ －ｍδＪｒ̈）·δｒ
·ｄｔ（１１）’．显然Ｊ真 ≡Ｊ ＝０，Ｊ变

＝∫
ｔ１

ｔ０
∑（－ｍδＪｒ̈·δｒ·）ｄｔ不恒等于零，可正可负，

平方则恒正，故有（Ｊ变）
２＞（Ｊ真）

２．

４．２　最小自由动能积分变分原理
式（１２）适用于任何约束条件，也不限于何种

端点条件；甚至投影轴也可以由δｒ改为δＪｒ
·
或δＧ

ｒ̈，（显然，自由量δｒ̈也须改变，来与此相适应）．但

是如此广大的范围，只具有理论上的意义，反而不

便于具体实践．为此常附加如下的一些限制：１）只
考虑完整系统的情况，从而可用变换条件ｄδ＝δｄ，

∫δ＝δ∫来求得变换关系：
ｒ̈·δｒ＝ｄｄｔ（ｒ

··δｒ）－ｒ··δｒ· （ａ）

δｒ̈·δｒ＝ｄｄｔ（δｒ
·δｒ）－δｒ··δｒ· （ｂ）

２）再对积分（１１）附加端点凝固条件：δｒ０＝δ
ｒ１＝０．于是，应用关系（ｂ），可得

Ｋ变 ＝∫
ｔ１

ｔ０
∑（Ｆ ＋Ｎ －ｍｒ̈ －ｍδｒ̈）·δｒｄｔ＝

　∫
ｔ１

ｔ０
∑ｍ（δｒ·）２ｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
２Ｔ（δｒ·）ｄｔ＞０ （１３）

其中Ｔ（δｒ·）为按速度变更δｒ
·
）量计算的系统动能，

并称为系统的自由动能积分．显然，仍有 Ｋ真≡Ｋ

＝０，而（１２）式变为

Ｋ变 ＞Ｋ真（≡０） （１４）
它表达了如下的积分变分原理，称为最小自由量动

能积分变分原理，即：对于完整系统，在凝固端点条

件下，与一切变更运动相比较，真运动的 Ｋ积分取
绝对最小值．

４．３　最小作用量积分变分原理
由上述原理转到哈密顿原理，尚须再附加一个

限制３）：只考虑保守、理想系统．于是，给定力Ｆ

有

势，∑Ｆ

·δｒ ＝δ（－Ｖ），且 Ｖ为系统的势能函数．

又有∑Ｎ

·δｒ≡０，存在于每一瞬时．再应用上列变

换关系（ａ），有∑ｍｒ̈·δｒ＝∑ｄｄｔ（ｍｒ
··δｒ）－∑

ｍｒ··δｒ·．将（１１）的 Ｋ＝Ｋ变 积分拆开成三个部
分，则有

Ｋ≡Ｋ变 ＝∫
ｔ１

ｔ０
δ（－Ｖ）ｄｔ＋∫

ｔ１

ｔ０
∑Ｎ·δｒｄｔ－

　［∑∫
ｔ１

ｔ０

ｄ
ｄｔ（ｍｒ

··δｒ）ｄｔ－∫
ｔ１

ｔ０
δＴｄｔ］＝

　∫
ｔ１

ｔ０
δＬｄｔ＝δＳ （１５）

其中Ｓ＝∫
ｔ１

ｔ０
Ｌｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
（Ｔ－Ｖ）ｄｔ即为哈密顿作用量．

与（１３）相比，显然可知，（δＳ）变 ＞０．同时（δＳ）真 ＝
０．故有

（δＳ）变 ＞（δＳ）真 （１６）
这就是新意义下的哈密顿原理，称为最小作用

量积分变分原理，即：对于完整、保守、理想系统，在

凝固端点条件下，与一切变更运动相比较，真运动

的哈密顿作用量Ｓ取绝对最小值．
在旧的哈密顿原理的论证中，由于对变路的动

力学内涵缺之明确的规定，而允许变路上出现速度

角点（在该点的速度有微量不连续），以致无法确

定作用量Ｓ的驻值是否最小，从而使此原理不得以
“最小”命名．由此导致了所谓的雅可比准则．讨论
这个分歧的原因，将是本文续篇的任务．

５　零原理对冲击情况的推广

５．１　碰撞模型的精确化
为此先描述一下冲击模型．冲击只有极短促的

过程τ→０．虽然短促，仍有始有终．在始终之间，质

点的速度有了有限的跃变ΔＶ

，（这是冲击过程中唯

一可以用其它独立方法测定的信息）．冲击的特征
还有：在时间轴上，τ的始、终被表达成同一瞬时
ｔ０，一个孤立点，将时间轴分割为前后两段，故对 τ

之始（记为ｔ－）和τ之终（记为 ｔ＋）仍有所区分．２）

τ过程中质点的位置来不及改变，Δｒ ＝０，３）冲击

力Ｆ

极其巨大，（因而各种有限的常力，如重力、压

力，甚至由于非惯性参考系带来的表观惯性力，都

可以忽略），而且由于不知其在 τ过程中的变化情

况，只能用∫τＦ

ｄｔ＝Ｉ


Ｆ ＝ｍΔＶ


来确定冲击量的总

值．因此，所谓“给定冲击 Ｉ

Ｆ”，只能在这个意义上

去理解．４）这个可测定的结果其实还只是”给定冲
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击的“显示分量 Ｉ

ＦＸＳ”．其中的ΔＶ


还受冲击物理特

征的影响（通过恢复系数之类来表达）［７］．５）“给定

冲击”的隐藏分量 Ｉ

Ｆｉｚ和相应的约束反冲击 Ｉ


Ｎ都

只能由推算得来，而且彼此间往往界限不分，两者

可以相互转化．
简例：（图２）点质量Ａ（ｍ１）和Ｂ（ｍ２）用无质量

刚杆相连，在铅直平面内自由落下．上质点 Ｂ始终

紧贴光滑铅直墙．当系统具有向下速度 Ｖ

０时下质

点Ａ撞上光滑水平地板，引起冲击现象．

图２　一个二球系统的碰撞

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎｏｆａｔｗｏ－ｂａｌｌｓｓｙｓｔｅｍ

这里暂时看不到有什么给定冲击 Ｉ

Ｆ．质点 Ａ

对地板的法向趋进速度Ｖ

０是引起冲击的唯一主动

因素．我们也可以认为有一个 Ｉ

Ｆｘｓ在使 Ａ的动量产

生跃变，但它不能只由动力学方程来确定，还要看

地板的弹性任何：测定的结果是

Ｉ

Ｆｘｓ＝ｍ１（Ｖ

 ＋－Ｖ

０）＝－ｍ１（１＋ｅ）Ｖ


０．

这里的参数 ｅ称为碰撞恢复系数，须由试验来确
定．［７］与此同时又有一个看不到的隐藏冲击

Ｉ

Ｆｉｚ＝－Ｉ


Ｆｘｓ

来激发地板产生反作用冲击 Ｉ

Ｎ．总的给定冲击 Ｉ


Ｆ

＝Ｉ

Ｆｉｚ＋Ｉ


Ｆｘｓ＝０．这个解释是隐藏模型在冲击过程

中的推广．此处地板构成一个 “骤加约束”，它是非
理想的，可由方程 ｆ＝Ｖ－（１＋ｅ）Ｖ０＝０表示．当然
还会有相反的过程：“骤卸约束”，这相当于爆炸）．

还有一个现象：当 Ａ碰击地板时，也立即激发
质点Ｂ对墙面的撞击，使后者产生法向反冲击．但
这个反冲击不会引起能量损失，它是理想的．当然，
实际上整个系统内部，处处在同时激发了冲击．但
只要在冲击点之间不出现速度跃变，内冲击都会相

互抵消，所以这也是理想约束情况．
５．２　冲击情况下的零原理

建立了冲击模型后，即可将零原理推广．对该
原理中的有关各力（包括惯性力）各自在冲击过程

τ→０取时间积分，有

Ｉ

Ｆ ＝∫τ→０Ｆ


ｄｔ，　Ｉ


Ｎ ＝∫τ→０Ｎ


ｄｔ，

Ｉ

Ｑ ＝∫τ→０（－ｍｒ̈）ｄｔ＝ｍ（Ｖ


０－Ｖ

＋）＝

　 －ｍΔＶ

τ，　（且ΔＶ


τ ＝Ｖ

＋－Ｖ

０）．

于是直接得到冲击过程中的基本原理，即：对

于任何受约束系统中的每个质点，在冲击过程（τ→
０）中，恒有 ：

?　显示冲击 Ｉ

Ｆｘｓ与惯性冲击 Ｉ


Ｑ构成零冲击

系 Ｉ

Ｆｘｓ＋Ｉ


Ｑ ＝０，

?　隐藏冲击 Ｉ

Ｆｉｚ与约束反作用冲击 Ｉ


Ｎ构成

零冲击系：Ｉ

Ｆｉｚ＋Ｉ


Ｎ＝０，

?　给定冲击、约束反作用冲击与惯性力冲击

三者构成零冲击系：Ｉ

Ｆ＋Ｉ


Ｎ＋Ｉ


Ｑ ＝０，

由于各种冲击没有对时间的导数（因为冲击过程中

力随时间的变化规律无法确定），所以以上各关系

给出的都只是代数方程．
５．３　冲击情况下的最小自由量动能原理

现在可对零冲击系?进行平方、加权求和等零
运算，可得一个函数

Ｚ ＝∑ １２ｍ（Ｉ

Ｆ＋Ｉ


Ｎ＋Ｉ


Ｑ）

２＝∑ １２ｍ［Ｉ

Ｆ＋

　Ｉ

Ｎ－ｍ（Ｖ

 －Ｖ

０）］

２≡０ （１７）

若以可能速度Ｖ
ｐ＝Ｖ

 ＋ΔＶ

代替上式中的真速度

Ｖ
，则得可得一个关于速度自由量（ΔＶ


）的函数

　Ｚ＝∑ １２ｍ［Ｉ

Ｆ＋Ｉ


Ｎ－ｍ（Ｖ


－Ｖ

０）］

２＝∑ １２ｍ［Ｉ

Ｆ＋

Ｉ

Ｎ－ｍ（Ｖ

 －Ｖ

０）－ｍΔＶ


］２＝１２∑ｍ（ΔＶ


）２ （１８）

称为受约束系统在冲击过程中的自由量动能函数

（以能量为量纲），因为

ＴΔＶ ＝
１
２∑ｍ（ΔＶ


）２ （１９）

正是按可能速度相对于真速度的“自由量”ΔＶ

而

计算的该系统动能，故又称“自由量动能”．Ｚ函数
很便于计算，可由离散质点系，推广到连续体，因而
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有很大实用性．

显然在一切可能运动中，真实运动（当 Ｖ
ｐ＝

Ｖ，ΔＶ

＝０）的自由量动能函数Ｚ取驻值

δＺ（当△Ｖ＝０）＝０ （２０）
并为绝对最小值．这就是冲击过程中的最小自由量
动能原理．（其中的δ应理解为约尔当变分δＪ，而非
高斯变分δＧ）．

上式还可以改造成另一形式

δＪＺ＝∑［Ｉ

Ｆ＋Ｉ


Ｎ－ｍ（Ｖ


－Ｖ

０）］·δＪＶ


＝０

（２１）
若系统的约尔当微变空间εＪ与虚位微变空间ε同

构，可令δＪＶ

≡δＪｒ

·＝ｋ２δｒ，于是上式中的理想约束

项 Ｉ

Ｎ自动消去，从而

δＪＺ＝∑［Ｉ

Ｆ－ｍ（Ｖ


－Ｖ

０）］·δＪＶ


＝０ （２２）

它是约尔当原理在冲击过程中的改造形式，但其中

的δＪＶ

并非必须是微量，也可以代之以符合约束条

件的有限速度自由量ΔＶ

．因此又有

∑［Ｉ

Ｆ－ｍ（Ｖ


－Ｖ

０）］·ΔＶ


＝０ （２３）

这个方程的有效性可以在推导几个关冲击时

系统动能变化的定理中看到．［４］［５］

冲击过程常由骤加约束引起，这类约束不仅是

非理想的，而且又是非完整的，一般可用速度一阶

线性方程 ｆ＝０表达．因此在具体应用中常将它们
借拉氏乘子来附加于Ｚ函数中，从而求ｄ（Ｚ－λｆ）＝
０（改δ为ｄ是因为在冲击过程中时间ｔ不变）的条
件驻值．注意，这里约束方程 ｆ＝０的附加也是“零
运算”的一种运用）．
５．４　应用简例

简例：图３中两根质量各为 Ｍ、长度各为 ｌ的
匀质细杆 ＡＢ和 ＢＣ在 Ｂ端以光滑铰链相连．系统
被放在光滑水平面上自由运动（铰链轴铅直）．当
两杆拉成直线时突然固结为一直线，表示在铰链 Ｂ
处有骤加约束．设在冲击前，两杆有沿杆的速度ｒ０，
同时，Ａ，Ｂ，Ｃ三点分别有垂直于杆的速度 ｐ０，ｑ０，
ｓ０．冲击后的这些速度分别记为 ｒ和 ｐ，ｑ，ｓ．求铰链
Ｂ内冲击矩Ｌ．（此例选自［１］．但该书在解题过程
中将骤加约束方程ｆ＝０错写，以致以下解答全错，
但解法无误，可作为模式）．

通过杆端速度表达的角速度：有 ωＡＢ ＝－

（
ｐ＋ｑ
ｌ），ωＢＣ＝（

ｓ＋ｑ
ｌ）．约束条件为 ωＡＢ＝ωＢＣ，故

约束方程为 ｆ＝ｐ＋２ｑ＋ｓ＝０（这个约束应看成在整
个冲击过程τ→０中起作用）．

图３　一个二杆系统的碰撞

Ｆｉｇ．３　ｃｏｌｌｉｓｉｏｎｏｆａｔｗｏ－ｒｏｄｓｓｙｓｔｅｍ

以杆端速度表达的匀质杆动能为

ＴＡＢ＝
Ｍ
６（ｐ

２－ｐｑ＋ｑ２＋３ｒ２），

ＴＢＣ＝
Ｍ
６（ｓ

２－ｓｑ＋ｑ２＋３ｒ２）

按速度“自由量”（ｐ－ｐ０），（ｑ－ｑ０）…… 表达的系
统自由动能为

Ｚ＝Ｔ（ΔＶ）＝
Ｍ
６［（ｐ－ｐ０）

２＋（ｓ－ｓ０）
２＋２（ｑ－

　ｑ０）
２＋６（ｒ－ｒ０）

２－（ｐ－ｐ０）（ｑ－ｑ０）－

　（ｓ－ｓ０）（ｑ－ｑ０）］

于是，由ｄ（Ｚ－λｆ）＝０，即可求得

ｒ＝ｒ０，

ｐ－ｐ０＝ｑ－ｑ０＝ｓ－ｓ０＝－
１
４（ｐ０＋２ｑ０＋ｓ０）＝（－λ）

铰链Ｂ内的冲击矩 Ｌ可通过杆 ＡＢ在冲击中的动

量矩损失来求得，结果为 Ｌ＝Ｍ６ｌλ＝
Ｍｌ
２４（ｐ０＋２ｑ０＋

ｓ０）．（若改用由基本原理导出的冲击过程中普遍方
程来求解本例，步骤反而可以简化．在有关刚体系
的冲击运动中，常出现这种情况）．

６　结语

本文的核心成果是建立了零原理并得到了它

的三个等效表达式．最小自由量原理堪称零原理的
第四个等效形式．由于这个原理，提高了对高斯最
小约束原理的认识．但后者仍有一些深刻的问题值
得继续探讨．基于零原理的哈密顿原理新证明是有
创新成效的，从而使该原理获得了“最小”的冠名．
最小Ｋ－积分变分原理和最小自由量动能积分变
分原理都是零原理创造性的体现．零原理对碰撞情
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况的推广有望考虑更为现实的碰撞现象．此外，文
中给出的研究观点和方法的改进，（特别是质点的

空壳模型、零运算方法等），也值得一提．
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