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微重环境下 Ｃａｓｓｉｎｉ贮液腔中液体晃动特性研究

岳宝增　于丹
（北京理工大学宇航学院力学系，北京　１０００８１）

摘要　针对我国某一型号大型卫星液体燃料Ｃａｓｓｉｎｉ贮箱（腰为圆柱，两底为半球），应用有限元方法研究了

微重环境下液体的小幅晃动问题和横向受迫晃动问题，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到了系统的有限元离散方程；得

到了晃动固有频率和等效力学模型参数．针对周期脉冲激励，推导了液体作用于贮箱壁的晃动力和晃动力

矩计算公式并给出了数值计算结果和分析结论．
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引 言

以充液航天器动力学为背景，在常重、微重条

件下的贮箱液体晃动问题已得到广泛的重视和深

入的研究，航天器的轨道机动使得贮箱中液体处于

常重或失重状态，对于失重条件下液体晃动特性的

研究，程绪铎、王照林用 Ｒｕｎｇｅ－ｋｕｔｔａ方法得到了
微重环境下旋转对称贮箱内静液面形状．包光伟［１］

用边界元的方法研究了全失重液体晃动固有频率，

王照林［２］采用边界曲线离散化方法研究了微重状

态下任意旋转对称容器内液体晃动动力学问题，分

析给出了液体晃动的等效力学模型．夏恒新、宝音
贺西、郑亚研究了多腔充液晃动的等效特性［３］；陈

健、范青云对微重力下贮箱推进剂的晃动进行了数

值和实验研究［４］．岳宝增、王照林、刘延柱对低重力
环境下三维非线性晃动液体进行了数值模拟［５－７］．
本文用有限元的方法对微重环境下液体晃动问题

进行了研究．

１　自由液面形状

微重力环境下充液航天器的液体晃动与常重

环境下有着显著的区别．在微重力环境下，液体面
张力占主导地位，Ｂｏｎｄ数（体力与表面张力之比）
是影响液体自由表面形状及液体晃动动力学特性

的一个重要参数．
在贮箱的最高点ｏ如图（１）所示，建立柱坐标

系．微重时液体静表面是由表面张力及液体与固壁

交界处的接触角所完全决定的．为简化问题，把三
维问题简化为二维问题．跨越液体自由面压力满足
如下的公式

图１　充液贮腔几何形状

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｈａｐｅｆｏｒｌｉｑｕｉｄｆｉｌｌｅｄｃｏｎｔａｉｎｅｒ

ｐ０－ｐ＝σｋ （１）
其中，ｐ０为气压是常数，ｐ自由面正下方压力，σ为
表面张力系数，ｋ为自由液面主曲率．

由于质量力有势，液体静压力ｐ为
ｐ＝－ρｇｚ＋ｃ （２）

将方程（２）代入方程（１），并且引入无量纲量：Ｚ＝
ｚ／Ｒ０，ｋ＝Ｒ０Ｋ，ＮＢＯ＝ρｇＲ

２
０／σ，于是可以得到：

ＮＢＯＺ－Ｃ＝Ｋ （３）
当为旋转对称容器时：

Ｋ＝１ｒ
ｄ
ｄｒ（ｒｚ′ｒ／１＋ｚ′

２
槡 ｒ） （４）

将上述各式整理、合并，并且将原来直角坐标

系转换为极坐标系 Ｚ＝－Ｒｃｏｓθ，ｒ＝Ｒｓｉｎθ于是得
到：
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Ｒ＂＝２Ｒ
２＋３Ｒ′２
Ｒ －Ｒ′

Ｒ２
ｃｔｇθ（Ｒ２＋Ｒ′２）＋１Ｒ×

　（ＮＢＯＲｃｏｓθ＋Ｃ）（Ｒ
２＋Ｒ′２）３／２ （５）

其中Ｒ′和Ｒ＂分别为Ｒ对θ的一阶和二阶导数．
当θ＝０时，由（３）式可得：
Ｃ＝－ＮＢＯＲ０－Ｋ０ （６）
于是（５）可写为，

Ｒ＂＝２Ｒ
２＋Ｒ′２
Ｒ －Ｒ′

Ｒ２
ｃｔｇθ（Ｒ２＋Ｒ′２）＋１Ｒ×

　（ＮＢＯ（Ｒｃｏｓθ－Ｒ０）－ｋ０／Ｒ０）（Ｒ
２＋Ｒ′２）３／２

（７）
其中，ＮＢＯ＝ρｇＲ

２／σ被称为 Ｂｏｎｄ数．以 σ／ρ＝２．５

×１０－５ｍ３／ｓ２，ｇ＝１０－２ｍ／ｓ２贮腔半径 Ｒ＝０．２８９ｍ，
贮腔圆柱段高度０．３２５ｍ为例数值模拟自由液面
形状，图２为不同充液比时自由液面的形状及其有
限元网格划分．

图２　自由液面数值模拟结果

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｒｅｅ－ｓｕｒｆａｃｅ

２　自由晃动模态分析

２．１　控制方程的推导
在没有自旋的容器中，可以假定液体的晃动是

无旋的，且流体被认为是无粘性和不可压缩的，贮

箱为刚性腔，建立图３所示柱坐标系．
流体的晃动速度势函数（ｒ，θ，ｚ，ｔ）
２
ｒ２
＋１ｒ


ｒ
＋１
ｒ２
２
θ２
＋

２
ｚ２
＝０ （８）


ｎ
＝０　Γ１上 （９）

自由面上动力学条件，当忽略流体粘性时为：

－σ
ρ
（
２η
ｒ２
＋１ｒ

η
ｒ
＋１
ｒ２
２η
θ２
）－
ｒ
＋ｇη＝０

　　　　　　　　　　　　Γ２上 （１０）
此式只在静液面平衡位置附近近似满足，即 ｚ

＝０时．（８）、（９）、（１０）式构成了刚性贮腔内液体
晃动的全部边值问题．

图３　柱坐标系

Ｆｉｇ．３　Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

２．２　数值解的有限元公式
考虑Ｃａｓｓｉｎｉ贮箱为轴对称容器，将场变量按

ｃｏｓｍθ的级数展开，然后再线性叠加，并假定场变
量随时间变化规律是ｅｉωｔ，即令

＝（ｒ，ｚ）ｃｏｓｍθｅｉωｔ （１１）
式（８）、（９）、（１０）变为

２
ｒ２
＋１ｒ


ｒ
－ｍ

２

ｒ２
２
θ２
＋

２
ｚ２


ｎ
＝０　　　　Γ１上

－σ
ρ
（
２

ｒ２
＋１ｒ


ｒ
＋１
ｒ２
２

θ２
）

ｚ
＋

　ｇｚ
－ω２＝０

ｚ＝０
　Γ２















 上

（１２）

在方程（１２）中，当 ｍ＞０时含有 ｒ＝０的单元
中刚度矩阵中将出现积分奇点，为了克服这一困

难，作变换

（ｒ，ｚ）＝ｒｍφ（ｒ，ｚ） （１３）

得：

２φ
ｒ２
＋２ｍ＋１ｒ

φ
ｒ
－

２φ
ｚ２
＝０

φ
ｎΓ１＝０

－σ
ρ
（
２

ｒ２
＋２ｍ＋１ｒ


ｒ
）
φ
ｚ
＋ｇφｚ

－ω２φ＝０
ｚ＝













０

（１４）

考虑到量纲的一致性后，采用伽辽金（Ｇａｌｅｒ

ｋｉｎ）法对上述方程进行有限元离散，令

φ＝∑Ｎｉφｉ
其中Ｎｉ是插值基函数，ｉ是节点变量，推导得数值

计算的有限元公式如下：

７７
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ｋｉｊ－
ω２
ｇｍ( )ｉｊφｉ＝０

ｋｉｊ＝Ｄ（
Ｎｉ
ｒ
Ｎｊ
ｒ
＋Ｎ
ｚ
Ｎｊ
ｚ
）ｒｄｒｄｚ＋

　 σ
ρｇ∫ｚ＝０

２Ｎｉ
ｒｚ

ｒ
Ｎｉ
ｒ
ｄｒ＋２ｍσ

ρｇ∫ｚ＝０
Ｎｉ
ｒ
Ｎｊ
ｒ
ｄｒ＋

　ｍ
Ｄ

（Ｎｉ
Ｎｊ
ｒ
－Ｎｊ

Ｎｉ
ｒ
）ｄｒｄｚ＋∫（ｒＮｉｒＮｊ＋

　ｍＮｉＮｊ）ｄｚ （１５）

ｍｉｊ＝∫ｚ＝０ｒＮｉＮｊｄｒ （１６）

在用Ｍａｔｌａｂ编程过程中，将看做是单元刚度
矩阵、将ｍｉｊ看做是单元质量矩阵，之后进行刚度矩
阵和质量矩阵的组装，计算微重环境下的液体晃动

的特征模态．
２．３　模态计算结果

在以下的数值计算中，模态频率采用公式 ω２／
ｇ，充液比为ｈ／Ｒ．

算例一：设σ／ρ＝２．５×１０－５ｍ３／ｓ２，ｇ＝１０－３ｇ０
表１　当ｇ＝１０－２ｍ／ｓ２时的计算结果

Ｔａｂｌｅ１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｆｏｒｇ＝１０－２ｍ／ｓ２

ＦｉｌｌｉｎｇｒａｔｉｏＦｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒＳｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ Ｔｈｉｒｄ－ｏｒｄｅｒ
０．１５ ３．１３４６ １２．９４２３ ２４．６５１５
０．４ ６．４１６８ １８．６５２１ ３０．６０７４
０．５ ６．５５３８ １８．６０２１ ３０．８０７６
０．７５ ６．９７７１ １８．６３３３ ３１．１６１４

算例二：设σ／ρ＝２．５×１０－５ｍ３／ｓ２，ｇ＝１０－４ｇ０
表２　当ｇ＝１０－３ｍ／ｓ２时的计算结果

Ｔａｂｌｅ２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｆｏｒｇ＝１０－３ｍ／ｓ２

ＦｉｌｌｉｎｇｒａｔｉｏＦｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒＳｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ Ｔｈｉｒｄ－ｏｒｄｅｒ
０．１５ ７．５３９０ １６．８０９６ ２７．５６１７
０．４ １１．３３３３ ２１．２８３９ ３２．４２１０
０．５ １１．４８８６ ２１．６１９６ ３２．４８３２
０．７５ １１．６０８５ ２２．５６１５ ３２．５５６３

以下为充液比为０．４常重与微重下特征频率
（ω２／ｇ）比较

表３　ｇ取不同值时的计算结果比较

Ｔａｂｌｅ３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ

ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｏｆｇ

ｇ Ｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒ Ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ Ｔｈｉｒｄ－ｏｒｄｅｒ
ｇ０ ６．０５４２ １８．５６２８ ３０．１２３４

１０－３ｇ０ ６．４１６８ １８．６５２１ ３０．６０７４
１０－４ｇ０ １１．３３３３ ２１．２８３９ ３２．４２１０
１０－５ｇ０ ７４．６２３３ ８８．７５８４ ９７．０６１２

结果分析：

由上述各表可以看出，微重环境下，液体自由

液面在圆柱段时，改变充液比液体晃动特征频率变

化不大，这一点与常重状态下液体晃动特征频率随

充液比的变化趋势相一致；随着 ｇ值的减小，表面
张力对液体晃动的影响越来越大，计算结果与实际

情况相符．

３　微重环境下受迫晃动

３．１　等效力学模型参数
计算的等效模型为单摆模型．
以σ／ρ＝２．５×１０－５ｍ３／ｓ２，ｇ＝１０－３ｇ０为例，计

算单摆的一阶等效摆重、等效摆长、悬挂点位置等

效模型参数

表４　模型参数

Ｔａｂｌｅ４　Ｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｈ ｍ１（ｋｇ） ｌ１（ｍ） ｚ１（ｍ）
０．４ ２０．８８２７ ０．１５５８ －０．０１１８
０．５ ２１．６２２９ ０．１５２６ －０．０４５３

注：以自由液面最低点为基准点．
充液航天器在机动的过程中，为实现预定的轨

道或姿态控制，会进行瞬时的开机动作，从而产生

脉冲激励．由于贮箱轴向方向的激励可理解为重力
加速度 ｇ的变化，此种激励下晃动产生的反作用
力、反作用力矩比较容易求出，于是这里我们只分

析贮箱在水平脉冲激励下的响应．
３．２　周期脉冲激励下液体势函数

图４为周期脉冲激励函数示意图．周期脉冲激
励函数傅里叶展开为：

图４　脉冲激励函数

Ｆｉｇ．４　Ｐｕｌｓｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｂτ＝Ｂτ∑ｍＣｍｓｉｎ（ｍω０ｔ）其中

Ｃｍ＝
０，ｍ为偶数
４
ｍπ
（－１）

ｍ－１
２ ｓｉｎｍδπ２，ｍ

{ 为奇数

８７
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δ＝Δｔ／（１２Ｔ）

故周期脉冲激励下，液体受迫晃动势函数的表

达式可写作：

φ＝
Ｂτｃｏｓθ
（１＋Ｂα）

∑
∞

ｋ＝１

Ｄｋφｋ
π∑

∞

ｋ＝１

　
４ω０（－１）

ｍ－１
２ ｓｉｎｍδπ２ｃｏｓ（ｍω０ｔ）

ω２ｋ－ｍ
２ω２０

从（１７）式可以看出，周期脉冲激励下液体受
迫晃动势函数可以展开为包含自由晃动液体晃动

势函数和液体晃动特征频率的函数，所以对受迫晃

动的分析可以在液体自由晃动的基础上进行进一

步的深入．

图５　贮腔几何模型及坐标系

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔａｉｎｅｒｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

３．３　反作用力、反作用力矩
图５所示为部分充液 Ｃａｓｓｉｎｉ贮箱所在坐标系

统．贮箱在外界激励下产生的晃动力是由液体内部

压强（随时间变化）加在壁面上产生的．故由图 ５
分析可知液体晃动对壁面水平作用力为：

∫
２π

０
∫
ξ０

０

ｐｓｉｎβｃｏｓθｒｔｄξｄθ （１８）

考虑液体受迫晃动 ｋ阶模态的反作用力和反

作用力矩．贮箱中晃动液体产生的反作用力可以从

理想流体伯努利方程中得出：

φ
ｔ
＋ｖ

２

２＋
ｐ
ρ
＝ｃ （１９）

在计算液体自由晃动模态的过程中我们同样

得到液体内部各个结点上的势函数值，而从上式可

以看出自由晃动液体内部压强可以由势函数反映

出来，这样计算受迫晃动ｋ阶模态的反作用力和反

作用力矩的问题就得到了解决．

ｋ－ｔｈ模态最大作用力系数

Ｆｘ ＝πω０∫
ξ０

０

ρφｋ（ｒｔ，ｚｔ）ｒｔｓｉｎβｄξ （２０）

ｋ－ｔｈ模态最大作用力矩系数

Ｍｙ ＝πωｋ∫
ξ０

０

ρφｋ（ｒｔ，ｚｔ）ｒｔｚｔｓｉｎβｄξ （２１）

以水平方向加速度以ｑ１＝０．１６ｍ／ｓ２，轴向重力
加速度ｇ＝０．０１ｍ／ｓ２，一周期内脉冲激励作用时间
０．５ｓ，充液比为０．４、０．５、０．６为例，计算周期脉冲
激励下液体晃动反作用力、作用力矩．

以（２１）、（２０）式为基础计算周期脉冲激励下
反作用力、反作用力矩；计算结果如图６～图８．

图６　充液比０．４时的计算结果

Ｆｉｇ．６　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｌｉｑｕｉｄ－ｆｉｌｌｅｄＲａｔｉｏ０．４

图７　充液比０．５的计算结果

Ｆｉｇ．７　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｌｉｑｕｉｄ－ｆｉｌｌｅｄＲａｔｉｏ０．５

图８　充液比为０．６时计算结果

Ｆｉｇ．８　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｌｉｑｕｉｄ－ｆｉｌｌｅｄＲａｔｉｏ０．６

９７



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１２年第１０卷

４　结论

通过对本文计算结果的分析比较，可总结出如

下结论：

（１）微重环境下，液体自由液面在圆柱段时，改
变贮箱充液比液体晃动特征频率变化不大，这一点

与常重状态下液体晃动特征频率随充液比的变化趋

势一致；当ｇ值大于０．０１ｍ／ｓ２时表面张力对固有频
率的影响很小，但是随着ｇ值得减小，表面张力对液
体晃动的影响越来越大，计算结果与实际相符．

（２）当重力加速度为 ｇ＝０．０１ｍ／ｓ２，腔体某一

水平方向最大作用力为Ｆｍａｘ＝ 槡１０３Ｎ时，对应水平

方向最大加速度 ａ１＝０．１６ｍ／ｓ２，由图６、图７、图８
可以看出，外界激励频率远离液体晃动固有频率时

晃动液体对腔壁产生的作用力与 Ｆｍａｘ相比较很小，
可以忽略不计．

参　考　文　献

１　包光伟．全失重液体晃动的固有频率．宇航学报，１９９４，

１５（４）：６５～７０（ＢａｏＧＷ．Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｌｉｑｕｉｄ

ｓｌｏｓｈｉｎｚｅｒｏｇｒａｖｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，

１９９４，１５（４）：６５～７０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２　王照林，匡金炉．微重状态下任意旋转对称容器内液体晃动

特性研究．宇航学报，１９９２，３：１～７（ＷａｎｇＺＬ，ＫｕａｎｇＪＬ．

Ｌｏｗｇｒａｖｉｔｙｓｌｏｓｈｉｎｇｉｎａｎａｒｂｉｔｒａｒｙｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｙｍｍｅｔｒｙｒｉｇｉｄ

ｔａｎｋ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，１９９２，３：１～７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３　夏恒新，宝音贺西，郑亚．多腔充液晃动的等效特性．动

力学与控制学报，２００７，５（４）：３４６～３４９（ＸｉａＨＸ，Ｂａｏｙ

ｉｎＨＸ，ＺｈｅｎｇＹ．Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｌｉｑｕｉｄｓｌｏｓ

ｈｉｎｇｉｎｍｕｌｔｉｔａｎｋ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，

２００７，５（４）：３４６～３４９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４　陈健，范晴云．贮箱内推进剂微重力下晃动的有限元模

拟及试验．上海航天，２００４，３：１５～１９（ＣｈｅｎＪ，ＦａｎＱＹ．

Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｏｆｐｒｏ

ｐｅｌｌａｎｔｓｓｌｏｓｈｉｎｔａｎｋｕｎｄｅｒｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ．Ａｅｒｏｓｐａｃｅ

Ｓｈａｎｇｈａｉ，２００４，３：１５～１９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

５　岳宝增，刘延柱，王照林．低重力环境下三维液体非线性

晃动的数值模拟．宇航学报，２０００，２１（４）：２５～３０（ＹｕｅＢ

Ｚ，ＬｉｕＹＺ，ＷａｎｇＺＬ．Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｌｉｑ

ｕｉｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｌｏｓｈｉｎｇｕｎｄｅｒｌｏｗｇｒａｖｉｔｙｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ．Ｊｏｕｒ

ｎａｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２０００，２１（４）：２５～３０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

６　ＹｕｅＢＺ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｐｈｅｎｏｍｅｎａｏｆｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｌｉｑｕｉｄ

ｓｌｏｓｈｉｎｇｉｎｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ．ＣｈｉｎｅｓｅＳｃｉｅｎｃｅＢｕｌ

ｌｅｔｉｎ，２００６，５１（２０）：２４２５～２４３１

７　Ｉｋｅｄａｔ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｐａｒａｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆａｎｅｌａｓｔｉｃｓｔｒｕｃ

ｔｕｒｅｗｉｔｈａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｌｉｑｕｉｄｔａｎｋ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，

２００３，３３：４３～７０

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１３Ｊｕｎｅ２０１１，ｒｅｖｉｓｅｄ５Ｊｕｌｙ２０１１．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０７７２０２６，１１０７２０３０）

ＲＥＳＥＡＲＣＨＯＮＬＩＱＵＩＤＳＬＯＳＨＩＮＧＣＨＡＲＡＣＴＥＲＩＳＴＩＣＳＩＮ

ＣＡＳＳＩＮＩＣＯＮＴＡＩＮＥＲＩＮＭＩＣＲＯＧＲＡＶＩＴＹＥＮＶＩＲＯＮＭＥＮＴ

ＹｕｅＢａｏｚｅｎｇ　ＹｕＤａｎ
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓ，ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＢｅｉｊｉｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１０００８１）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　ＦｏｒａｃｅｒｔａｉｎｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｈａｐｅｏｆｌｉｑｕｉｄｆｕｅｌｃｏｎｔａｉｎｅｒＣａｓｓｉｎｉｔａｎｋ，ｗｈｉｃｈｈａｓａｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｗａｉｓｔａｎｄ
ｔｗｏｈｅｍｉｓｐｈｅｒｉｃａｌｂｏｔｔｏｍｓ，ａｎｄｉｓｕｓｅｄｉｎａｌａｒｇｅｓａｔｅｌｌｉｔｅｏｆｏｕｒｃｏｕｎｔｒｙ，ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｌｉｑｕｉｄｓｌｏｓｈｉｎｇａｎｄｌａｔｅｒ
ａｌｆｏｒｃｅｄｓｌｏｓｈｉｎｇｉｎｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｗｅｒｅｓｔｕｄｉｅｄｂｙｕｓｉｎｇｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｅ
ｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｄｅｒｉｖｅｄｂｙｍｅａｎｓｏｆＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｌｏｓｈｉｎｇａｎｄｔｈｅｅ
ｑｕｉｖａｌｅｎｔｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｌｏｓｈｉｎｇｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｆｏｒｐｅｒｉｏｄｉｃｐｕｌｓｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ
ｆｏｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｓｌｏｓｈｉｎｇｆｏｒｃｅａｎｄｍｏｍｅｎｔｕｍａｃｔｉｎｇｏｎｔｈｅｗａｌｌｏｆｔｈｅｔａｎｋｗｅｒｅｄｅｄｕｃｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉ
ｃａｌｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｓｏｍｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｒｅｍａｒｋｓｗｅｒｅｇｉｖｅｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ，　ｌｉｑｕｉｄｓｌｏｓｈｉｎｇ，　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌ，　ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，　ｐｅｒｉｏｄ
ｉｃｐｕｌｓｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

０８


