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功能梯度材料圆板的非线性热振动及屈曲

吴晓　黄罛　杨立军　孙晋
（湖南文理学院，常德　４１５０００）

摘要　采用弹性理论建立了功能梯度材料板的静力平衡方程，利用静力平衡方程确定了功能梯度材料板的

中性面位置，在此基础上推导出了功能梯度材料板在均匀温度场中的非线性振动及屈曲微分方程组，求得

了功能梯度材料圆板的非线性振动及屈曲的近似解，讨论分析了中性面位置、梯度指数、温度等因素对功能

梯度材料圆板非线性振动及屈曲的影响．把该方法计算结果与有限元计算结果进行了比较，验证了该方法

的计算结果是可靠的．算例分析表明，中性面位置对均匀温度场中功能梯度材料圆板的非线性振动及屈曲

有一定影响．
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引 言

功能梯度材料是基于一种全新的材料设计概

念合成的新型复合材料［１－６］，日本科学家于 １９８４
年提出了功能梯度材料的概念，即根据具体的要

求，选择使用两种不同性能材料，通过连续平滑地

改变两种材料的组织和结构，使其结合部位的界面

消失，从而得到功能相应于组织变化而变化的均质

材料，最终减小或消除结合部位的性能不匹配因

素．对于陶瓷和金属混合而成的功能梯度材料，由
于陶瓷具有低传热系数而用于抵抗高温，金属则由

于其良好的延展性而防止了短时间内温度剧变产生

的应力而导致断裂破坏，因此被广泛地应用在航空

航天等实际工程中．所以，功能梯度材料板壳的力学
性能引起了工程设计人员的极大关注．但是，有关研
究功能梯度材料板壳的文献都没有确定功能梯度材

料板壳中性面的真实位置，而是假设了功能梯度材

料板壳相对于中性面具有几何和弹性对称［７－１２］，然

后建立功能梯度材料板壳的振动及屈曲的微分方

程，然而一般功能梯度材料板壳中性面与板壳中面

是不重合的，这种研究方法显然是具有局限性的．基
于上述原因，本文首先确定了功能梯度材料板的中

性面位置，建立了功能梯度材料板在均匀温度场中

的非线性振动及屈曲的微分方程组，讨论分析了有

关因素对圆板非线性振动及屈曲的影响．

１　振动及屈曲微分方程

对于图１所示均匀温度场中的功能梯度材料板，
板的下侧为金属材料，上侧为陶瓷材料，中间为两种

材料组成的混合物，由于金属材料与陶瓷材料的泊松

比相近，可令它们的泊松比均为μ．设金属材料的弹性
模量、热膨胀系数、密度分别为Ｅｍ、αｍ、ρｍ，陶瓷材料的
弹性模量、热膨胀系数、密度分别为Ｅｃ、αｃ、ρｃ，则板内
任一点的弹性模量、热膨胀系数、密度分别为

图１　板的直角坐标系

Ｆｉｇ．１　ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｐｌａｔｅ

Ｅ（ｚ）＝Ｅ１Ｖｍ＋Ｅｃ，α（ｚ）＝α１Ｖｍ＋
　αｃ，ρ（ｚ）＝ρ１Ｖｍ＋ρｃ （１）

式中，Ｅ１＝Ｅｍ－Ｅｃ，α１＝αｍ－αｃ，ρ１＝ρｍ－ρｃ，Ｖｍ为
金属材料组分的体积比例系数．

可设功能梯度材料板中金属材料组分的体积

比例系数为板厚方向坐标ｚ的幂函数为
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Ｖｍ＝
ｚ－ｚ０
ｈ ＋( )１２

ｋ

（２）

式中，ｋ为梯度指数，ｚ０为板中面与中性面之间的距离．
根据弹性理论，功能梯度材料板在均匀温度场

中的物理方程为

σｘ＝－
Ｅ（ｚ）ｚ
１－μ２

（
２ｗ
ｘ２
＋μ

２ｗ
ｙ２
）－Ｅ（ｚ）α（ｚ）１－μ ΔＴ

σｙ＝－
Ｅ（ｚ）ｚ
１－μ２

（
２ｗ
ｙ２
＋μ

２ｗ
ｘ２
）－Ｅ（ｚ）α（ｚ）１－μ ΔＴ

τｘｙ＝－
Ｅ（ｚ）ｚ
１＋μ２

２ｗ
ｘ













ｙ

（３）

式中，ΔＴ为温度增量．
当ΔＴ＝０时，功能梯度材料板纯弯曲的横截

面内力满足以下关系

∫ＡσｘｄＡ＝０，　∫ＡσｙｄＡ＝０ （４）

把式（３）代入式（４）中可得

∫
ｚ０＋ｈ２

ｚ０－
ｈ
２

Ｅ（ｚ）ｄｚ＝０ （５）

把式（１）、式（２）代入式（５）中可求得

ｚ０＝
（Ｅｃ－Ｅｍ）ｋｈ

２（ｋ＋２）（Ｅｍ＋ｋＥｃ）
（６）

利用式（３）可以得到功能梯度材料板弯矩、扭矩表
达式为

　Ｍｘ ＝－（
２ｗ
ｘ２
＋μ

２ｗ
ｙ２
）∫
ｚ０＋ｈ２

ｚ０－
ｈ
２

Ｅ（ｚ）ｚ２

１－μ２
ｄｚ－

∫
ｚ０＋ｈ２

ｚ０－
ｈ
２

Ｅ（ｚ）α（ｚ）ｚ
１－μ２

ΔＴｄｚ＝－Ｄ（
２ｗ
ｘ２
＋μ

２ｗ
ｙ２
）－ＭＴ

（７ａ）

　Ｍｙ ＝－（
２ｗ
ｙ２
＋μ

２ｗ
ｘ２
）∫
ｚ０＋ｈ２

ｚ０－
ｈ
２

Ｅ（ｚ）ｚ２

１－μ２
ｄｚ－

∫
ｚ０＋ｈ２

ｚ０－
ｈ
２

Ｅ（ｚ）α（ｚ）ｚ
１－μ２

ΔＴｄｚ＝－Ｄ（
２ｗ
ｙ２
＋μ

２ｗ
ｘ２
）－ＭＴ

（７ｂ）

Ｍｘｙ＝－
２ｗ
ｘｙ∫

ｚ０＋ｈ２

ｚ０－
ｈ
２

Ｅ（ｚ）ｚ２

１＋μ２
ｄｚ＝－（１－μ）Ｄ

２ｗ
ｘｙ

（７ｃ）
式中，

Ｄ＝
Ｅ１
１－μ２

［
ｈ
ｋ＋１（ｚ０＋

ｈ
２）

２－ ２ｈ２
（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｚ０＋

　ｈ２）＋
２ｈ３

（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｋ＋３）］＋

　
Ｅｃ

３（１－μ２）
［（ｚ０＋

ｈ
２）

３－（ｚ０－
ｈ
２）

３］

ＭＴ＝
ＥｃαｃΔＴ
２（１－μ）

［（ｚ０＋
ｈ
２）

２－（ｚ０－
ｈ
２）

２］＋

　
Ｅ１α１ｈΔＴ

（２ｋ＋１）（１－μ）
（ｚ０＋

ｋｈ
２ｋ＋２）＋

　
（Ｅｃα１＋Ｅ１αｃ）ｈΔＴ
（ｋ＋１）（１－μ）

（ｚ０＋
ｋｈ
２ｋ＋４）

由弹性理论可知，功能梯度材料板在外扰力作

用下的内力应满足以下关系式

Ｍｘ
ｘ
＋
２Ｍｘｙ
ｙ
＝Ｑｘ

Ｍｘｙ
ｘ
＋
２Ｍｙ
ｙ
＝Ｑ









 ｙ

（８）

Ｑｘ
ｘ
＋
Ｑｙ
ｙ
＋Ｎｘ

２ｗ
ｘ２
＋Ｎｙ

２ｗ
ｙ２
＋２Ｎｘｙ

２ｗ
ｘｙ

－

　ρｈ
２ｗ
ｔ２
＋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０ （９）

式中，ρｈ＝
（ρｍ＋ｋρｃ）
ｋ＋１ ，Ｎｘ、Ｎｙ、Ｎｘｙ为中面拉力及剪

力，ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）为外扰力．
由弹性理论可知板中面内点的应变表达式为

εｘ＝
ｕ
ｘ
＋１２（

ｗ
ｘ
）２

εｙ＝
ｖ
ｙ
＋１２（

ｗ
ｙ
）２

γｘｙ＝
ｖ
ｘ
＋ｕ
ｙ
＋ｗ
ｙ
ｗ














ｘ

（１０）

式中，ｕ（或ｖ）为中面内点沿ｘ（或ｙ）方向的位移．
由式（１０）可以得到相容方程为

２εｘ
ｙ２
＋
２εｙ
ｘ２
－
２γｘｙ
ｘｙ

＝（
２ｗ
ｘｙ

）２－
２ｗ
ｘ２
２ｗ
ｙ２

（１１）

把板中面上应力用板中面内点的应变表示为

σ０ｘ＝
Ｅ（ｚ）
１－μ２

［εｘ＋μεｙ－（１＋μ）α（ｚ）ΔＴ］

σ０ｙ＝
Ｅ（ｚ）
１－μ２

［εｙ＋μεｘ－（１＋μ）α（ｚ）ΔＴ］

τ０ｘｙ＝
Ｅ（ｚ）
２（１＋μ）γ













ｘｙ

（１２）

由式（１２）可以得到功能梯度材料板的中面拉
力为

Ｎｘ＝
Ｅｈ
１－μ２

（εｘ＋μεｙ）－ＮＴ

Ｎｙ＝
Ｅｈ
１－μ２

（εｙ＋μεｘ）－ＮＴ

Ｎｘｙ＝
Ｅｈ

２（１＋μ）γ













ｘｙ

（１３）

３５
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式中，

Ｅ＝Ｅｃ＋
Ｅ１
Ｋ＋１，

ＮＴ＝
ＥｃαｃｈΔＴ
１－μ

＋
Ｅ１α１ｈΔＴ

（２ｋ＋１）（１－μ）
＋

　
（Ｅ１αｃ＋Ｅｃα１）ｈΔＴ
（ｋ＋１）（１－μ）

．

由式（１３）还可以得到板中面点应变的另一种
表达式为

εｘ＝
１
Ｅｈ（Ｎｘ－μＮｙ）＋

（１－μ）ＮＴ
Ｅｈ

εｙ＝
１
Ｅｈ（Ｎｙ－μＮｘ）＋

（１－μ）ＮＴ
Ｅｈ

γｘｙ＝
２（１＋μ）
Ｅｈ Ｎ













ｘｙ

（１４）

再令

Ｎｘ＝
２φ
ｙ２
，Ｎｙ＝

２φ
ｘ２
，Ｎｘｙ＝－

２φ
ｘｙ

（１５）

把式（７）、式（８）、式（１５）代入式（９）中，把式
（１４）、式（１５）代入式（１１）中，即可得到功能梯度材
料板的非线性热振动及屈曲微分方程组为

　

Ｄ４ｗ＋２ＭＴ＋ρｈ
２ｗ
ｔ２
＝（

２φ
ｘ２
２ｗ
ｙ２
＋

　
２φ
ｙ２
２ｗ
ｘ２
－２

２φ
ｘｙ

２ｗ
ｘｙ

）＋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）

４φ＋（１－μ）２ＮＴ ＝

　Ｅｈ［（
２ｗ
ｘｙ

）２－
２ｗ
ｘ２
２ｗ
ｙ２













 ］

（１６）

若功能梯度材料圆板在均匀温度场中发生轴

对称非线性振动及屈曲时，引入极坐标可把式

（１６）化为

Ｄｄｄｒ（
２ｗ）＋

ｄＭＴ
ｄｒ ＝

１
ｒ
ｄφ
ｄｒ
ｄｗ
ｄｒ＋

　 １ｒ∫
ｒ

０
［ｑ（ｒ，ｔ）－ρｈｄ

２ｗ
ｄｔ２
］ｄｒ

ｄ
ｄｒ（

２φ）＋（１－μ）
ｄＮＴ
ｄｒ＝－

Ｅｈ
２ｒ（
ｄｗ
ｄｒ）











 ２

（１７）

式中，２＝ｄ
２

ｄｒ２
＋１ｒ

ｄ
ｄｒ

２　非线性热振动及屈曲近似解

以图２所示均匀温度场中的功能梯度材料圆
板为例，研究其非线性固有振动及屈曲．在圆板中

心建立坐标原点，设其周边固支沿径向不可移动，

其边界条件为

ｒ＝ａ，　ｗ（ａ）＝０ （１８ａ）

ｒ＝０，ｄφｄｒ＝０；

ｒ＝ａ，ｄ
２φ
ｄｒ２

－ｕｒ
ｄφ
ｄｒ＋（１－μ）ＮＴ＝０ （１８ｂ）

图２　周边固支圆板

Ｆｉｇ．２　ｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅｗｉｔｈｐｅｒｉｐｈｅｒａｌｃｌａｍｐｅｄｓｕｐｐｏｒｔ

参阅有关弹性力学专著可设满足式（１８ａ）的
图２所示功能梯度材料圆板的非线性固有热振动
振型函数为

ｗ（ｒ，ｔ）＝Ｔ（ｔ）（１－ｒ
２

ａ２
）２ （１９）

把式（１９）代入式（１７）第二分式中可以得到

　ｄφｄｒ＝
ＥｈＴ２
６ａ ［

（５－３μ）ｒ
（１－μ）ａ

－６ｒ
３

ａ３
＋４ｒ

５

ａ５
－ｒ
７

ａ７
］－ＮＴｒ（２０）

在式（１７）第一分式中令 ｑ（ｒ，ｔ）＝０且利用伽辽金
原理可得

∫
ｒ

０
［Ｄｄｄｒ（

２ｗ）＋
ｄＭＴ
ｄｒ－

１
ｒ∫

ｒ

０
ρｈｄ

２ｗ
ｄｒ２
ｒｄｒ－

　 １ｒ
ｄφ
ｄｒ
ｄｗ
ｄｒ］（

ｒ
ａ－

ｒ３

ａ３
）ｒｄｒ＝０ （２１）

把式（１９）、式（２０）代入式（２１）中可得圆板非
线性固有热振动微分方程为

ｄ２Ｔ
ｄｔ２
＋ω２０Ｔ＋βＴ

３＝０ （２２）

式中，ω２０＝（
３２０Ｄ
３ａ４

－
２０ＮＴ
３ａ２
）／ρｈ，β＝１０（２３－９μ）Ｅ

６３（１－μ）ρａ４
．

在式（２２）中引入“人工摄动参数”且令 τ＝ωｔ
可以得到

ω２ｄ
２Ｔ
ｄτ２
＋ω２０Ｔ＋εβＴ

３＝０ （２３）

令式（２３）的初始条件为

τ＝０，Ｔ（０）＝ｂ，ｄＴ（０）ｄτ
＝０ （２４）

令

Ｔ（τ）＝Ｔ０（τ）＋εＴ１（τ）＋ε
２Ｔ２（τ）＋…

ω＝ω０＋εω１＋ε
２ω２＋{ …

（２５）

把式（２５）代入式（２３）中可以得到下式

４５
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ｄ２Ｔ０
ｄτ２
＋Ｔ０＝０

ｄ２Ｔ１
ｄτ２
＋Ｔ１＝－

２ω１
ω０
ｄ２Ｔ０
ｄτ２
－β
ω２０
Ｔ３０

ｄ２Ｔ２
ｄτ２
＋Ｔ２＝－

２ω１
ω０
ｄ２Ｔ１
ｄτ２
－３β
ω２０
Ｔ２０Ｔ１－

　
（ω２１＋２ω０ω２）

ω２０

ｄ２Ｔ０
ｄτ

















２

（２６）

把式（２３）的解表示为系数待定的傅立叶级数
Ｔ（τ）＝Ｔ０（τ）＋εＴ１（τ）＋ε

２Ｔ２（τ）＋… ＝

　ｂｃｏｓτ＋∑
∞

ｊ＝１
εｊ（ｃｊ＋ｂｊｃｏｓτ＋

　∑
∞

ｉ＝２
ａｉｊｃｏｓｉτ）＋… （２７）

为了使式（２７）满足初始条件式（２４），可补充条件

ｃｊ＋ｂｊ＋∑
∞

ｉ＝１
ａｉｊ＝０ （２８）

把式（２７）代入式（２６）中利用系数待定法及式
（２８）可以求得

ω＝ｌｉｍ
ε→１
（ω０＋εω１＋ε

２ω２）＝

　ω０（１＋
３βｂ２

８ω２０
－１５β

２ｂ４

２５６ω４０
） （２９）

Ｔ（ｔ）＝ｌｉｍ
ε→１
（Ｔ０＋εＴ１＋ε

２Ｔ２）＝ｂｃｏｓωｔ＋

　（βｂ
３

３２ω２０
ｃｏｓ３ωｔ－βｂ

３

３２ω２０
ｃｏｓωｔ）＋

　（２０β
２ｂ５

１０２４ω４０
ｃｏｓωｔ－２１β

２ｂ３

１０２４ω４０
ｃｏｓ３ωｔ＋

　 β２ｂ５

１０２４ω２０
ｃｏｓ５ωｔ） （３０）

在式（１９）中把时间用 Ｔ（ｔ）板中心挠度 ｆ代
替，且在式（２２）中略去惯性项可得功能梯度材料
圆板的热屈曲关系式

ＮＴ＝
１６Ｄ
ａ２
＋（２３－９μ）Ｅｈ
４２（１－μ）ａ２

ｆ２ （３１）

３　算例分析

为了验证本文计算方法正确性，分别用 ＡＮ
ＳＹＳ和本文方法（即式（３１）、式（２９））计算了图２
所示温度载荷作用下周边固支圆板中点挠度 ｆ和
板非线性振动频率ｗ，并比较了直接考虑 ｚ０＝０，即
认为中面与中性面重合的情况．圆板半径 ａ＝
１０００ｍｍ，板厚ｈ＝１００ｍｍ．陶瓷材料的弹性模量和
热膨胀系数、密度分别为，αｃ＝７．４×１０

－６／°Ｃ，Ｅｃ＝

３８０ＧＰａ，ρｃ＝２．５×１０
３ｋｇ／ｍ３金属材料的弹性模量

和热膨胀系数、密度分别为 αｍ＝２３×１０
－６／°Ｃ，Ｅｍ

＝７０ＧＰａ，ρｍ＝２．７×１０
３ｋｇ／ｍ３泊松比均为μ＝０．３．

分别取０．２５，０．５．有限元建立模型求解，单元为８
节点ＳＯＬＩＤ４６实体层状单元，定义５０层材料层来
模拟功能梯度材料的材料性能的变化，顶层 Ｅｃ＝

３８０ＧＰａ，αｃ＝７．４×１０
－６／°Ｃ，ρｃ＝２．５×１０

３ｋｇ／ｍ３，μ

＝０．３底层Ｅｍ＝７０ＧＰａ，αｍ＝２３×１０
－６／°Ｃ，ρｍ＝２．

７×１０３ｋｇ／ｍ３，μ＝０．３，中间层按照式（１）、式（２）来
确定、和．采用 ＬａｒｇｅＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｔａｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓ进
行求解．ｋ＝０．２５，ΔＴ＝８００°和 ｋ＝０．５，ΔＴ＝８００°时
圆板节点平面外位移如图３和图４所示．本文计算
结果与有限元结果比较如表１、表２所示．

图３　节点平面外位移（ｋ＝０．２５）

Ｆｉｇ．３　ｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅｗｉｔｈｐｅｒｉｐｈｅｒａｌｃｌａｍｐｅｄｓｕｐｐｏｒｔｋ＝０．２５

图４　节点平面外位移（ｋ＝０．５）

Ｆｉｇ．４　ｔｈｅｎｏｄｅｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｕｔｏｆｐｌａｎｅｋ＝０．５

表１　温度与挠度的非线性关系

Ｔａｂｌｅ１　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｎｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ΔＴ ６００ ７００ ８００ ９００ １０００
　　　　　　ｚ＝０．１ｈ ５４．５５ ８３．０１ １０３．９２１２１．２８１３６．４６
ｋ＝０．２５　ｆ　　ｚ＝０ ４４．７２ ６４．１１ ８９．５５ １０９．２２１２５．９０
　　　　　　ＡＮＳＹＳ ５３．３１ ８１．８６ １０１．１５１１９．６５１３３．０２
　　　　　　ｚ＝０．１２ｈ３３．６２ ６７．０１ ８８．６０ １０５．８８１２０．７１
ｋ＝０．５　ｆ　　ｚ＝０ ２９．１５ ４７．０１ ６５．０３ ８７．１２ １０４．６４
　　　　　　ＡＮＳＹＳ ３２．２３ ６５．７３ ８６．０３ １０２．２０１１６．１２

由表１、表２可以看出，随着温度升高均匀温
度场中功能梯度材料圆板的屈曲挠度将增大、非线

５５
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性固有振动频率将变小，这主要是由于温度升高将

降低功能梯度材料圆板的弯曲刚度．随着梯度指数
增大均匀温度场中功能梯度材料圆板的屈曲挠度

将变小、非线性固有振动频率将变大，主要是由于

梯度指数增大将增加功能梯度材料圆板的弯曲刚

度．
由表１还可知道，采用有限元方法计算的功能

梯度材料圆板屈曲挠度和本文方法计算的功能梯

度材料圆板屈曲挠度非常相近，两种方法的计算结

果吻合的非常好，充分验证了本文方法的可靠性．
表２　温度与频率的非线性关系

Ｔａｂｌｅ２　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｎｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ΔＴ １０° ２０° ３０° ４０° ５０°

ｋ＝０．２５ ｂ＝０．１ｈ
ｚ＝０．１ｈ
ｚ＝０

２１４７
２２８９

２１２６
２２７０

２１０５
２２４９

２０８３
２２３０

２０６１
２２１０

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１ｈ
ｚ＝０

２１５８
２３０１

２１３８
２２８１

２１１７
２２６０

２０９６
２２４１

２０７５
２２２２

ｋ＝０．５ ｂ＝０．１ｈ
ｚ＝０．１２ｈ
ｚ＝０

２３８６
２６０５

２３６４
２５８５

２３４３
２５６６

２３２１
２５４６

２２９８
２５２６

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１２ｈ
ｚ＝０

２３９９
２６１８

２３７９
２５９９

２３５７
２５７９

２３３５
２５６０

２３１３
２５３９

如按有关文献不确定功能梯度材料板壳中性

面的真实位置，而是假设功能梯度材料板壳相对于

中性面具有几何和弹性对称，来研究功能梯度材料

圆板的非线性振动及屈曲．算例分析表明，中性面
位置对均匀温度场中功能梯度材料圆板的非线性

振动及屈曲有较大的影响，这一点由表１、表２就
可以看出．

４　结论

由以上分析可以得到以下结论：

（１）采用有限元方法和本文方法计算的结果
非常相近，两种方法的计算结果吻合的非常好，充

分验证了本文方法的可靠性．
（２）温度升高将降低功能梯度材料圆板的弯

曲刚度，梯度指数增大将增加功能梯度材料圆板的

弯曲刚度．
（３）中性面位置对均匀温度场中功能梯度材

料圆板的非线性振动及屈曲有较大影响．
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