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异结构超混沌系统动力学分析和同步控制策略研究

黄露　唐驾时　符文彬
（湖南大学机械与运载工程学院，长沙　４１００８２）

摘要　基于混沌同步控制理论研究，结合同步控制与线性反馈控制方法，提出一种针对异结构超混沌系统

的同步控制策略．在Ｃｈｕａ混沌系统和Ｃｈｅｎ混沌系统理论研究基础上，通过增加两个反馈控制器得到两个

异结构五阶混沌系统，对其进行动力学分析，证实其为五阶超混沌系统，并基于 Ｍａｔｈｍａｔｉｃ环境下对其模型

进行数值仿真，得到其平面相图．采用全状态投影同步方法实现对其同步控制，并用龙格库塔算法进行数值

模拟，证实该同步方法有效可行．
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引 言

混沌研究作为非线性科学领域的研究热点［１］，

近年来在保密通讯、信号处理等许多领域越来越受

到人们的重视［２］．存在两个或以上正ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
的混沌系统称为超混沌系统，其至少在一个环面上

产生发散和扩张，因而能产生更加复杂的动力学行

为．因超混沌系统具有更强的随机性和不可预测
性，在混沌加密、混沌通讯等实际应用领域有更多

的优势．相对于普通混沌系统而言，对超混沌系统
实现稳定性控制更为困难．目前，超混沌系统的同
步控制研究主要集中在驱动系统和结构类型相同

的三阶超混沌系统．本文基于超混沌系统理论和同
步控制策略，对两种异结构五阶超混沌系统进行动

力学分析并对其实现同步控制［３］．
借鉴三阶超混沌系统研究成果，本文首先提出

两个异结构五阶超混沌系统，对其进行动力学分

析，通过计算 ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和维数，验证其超混沌
特性．并采用 ＭＡＴＬＡＢ软件仿真，分析仿真结果．
如今，国内外对混沌同步问题的研究取得了相当大

的成果，提出了许多同步控制类型：自适应同步、广

义同步、投影同步、完全同步、部分同步和ＱＳ同步
等［４］．其中全状态投影同步控制方法［５］（ＦＳＨＰＳ）可
以使得对应的状态变量满足比例关系，且其比例系

数可以相异，系统的相空间也可以自由压缩和拉

伸．本文采用全状态投影同步控制策略，对提出的

两个异结构五阶超混沌系统实现同步控制．在工程

实际中，对异结构［６］高阶超混沌系统实现同步控

制，能增加系统的混沌性和加密通讯过程中硬件选

择的灵活性，因而，本文的研究具有实用价值．

１　两类异结构五阶超混沌系统

１．１　五阶超混沌蔡氏系统

基于三阶蔡氏电路［７］模型，通过增加两个非线

性状态反馈控制器来获得五阶超混沌系统．三阶蔡

氏混沌电路的无量纲方程如下：

ｘ１＝α（ｘ２－ｘ１－ｆ（ｘ））

ｘ２＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３
ｘ３＝－βｘ

{
２

（１）

其中非线性函数ｆ（ｘ）＝ｂｘ１＋（ａ－ｂ）
｜ｘ１＋１｜－｜ｘ１－１｜

２ ．

在状态方程（１）中增加两个非线性状态反馈控制器：

ｘ４，ｘ５．得到五阶超混沌蔡氏系统状态方程如下：

ｘ１＝α（ｘ２－ｘ１－ｆ（ｘ））

ｘ２＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３
ｘ３＝－β（ｘ２－ｘ４）＋γｘ３
ｘ４＝ｄ（ｘ３＋ｘ５）

ｘ５＝ｅｘ４＋ｆｘ













５

（２）

式中α＝２０，β＝１２，γ＝０．１２，ｄ＝－０．１，ｅ＝３０，ｆ＝
－０．３，ａ＝－１．２７，ｂ＝－０．６８．其矩阵表示的数学

模型为：
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Ｘ· ＝ＡＸ＋Ｆ（Ｘ） （３）
其中，
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ｘ３
ｘ４
ｘ

















５

，Ａ＝

２０ ２０ ０ ０ ０
１ －１ １ ０ ０
０ －１２ －０．１２ １２ ０
０ ０ －０．１ ０ －０．１
０ ０ ０ ３０ －０．















３
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　Ｘ＝

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ４
ｘ

















５

，Ｆ（Ｘ）＝

－２０ｆ（ｘ）
　　０
　　０
　　０
　　















０

．

通过 ＭＡＴＬＡＢ软件计算得到其 ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数［８］为 ＬＥ１＝０．３５９３４３，ＬＥ２＝０．２５４９６７，ＬＥ３＝－
２．１１０３６７，ＬＥ２＝－２．１５８９０３，ＬＥ２＝－３．１５３９６５．
ｌｙａｐｕｎｏｖ维数：

Ｄ＝ｊ＋ １
｜ＬＥｊ＋１｜∑

ｊ

ｎ＝１
ＬＥｎ （４）

计算得到 Ｄ＝２．２９１．该系统的 ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
ＬＥ１、ＬＥ２大于０，根据超混沌的理论，具有两个及以
上正的ｌｙａｐｕｎｏｖ指数且阶数为四阶及以上的混沌
系统为超混沌系统．而且本系统的ｌｙａｐｕｎｏｖ维数为
分数，证实该系统能产生混沌吸引子．因而可得本
系统为超混沌系统．由 ＭＡＴＬＡＢ仿真得到其在 ｘ１
－ｘ２、ｘ２－ｘ３等在相平面的相图如图１：

图１　ｘ１－ｘ２、ｘ２－ｘ３等平面相图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｌａｎｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｘ１－ｘ２、ｘ２－ｘ３

由相图可以看出，该系统产生双涡卷混沌吸引子［９］．

１．２　五阶超混沌ｃｈｅｎ系统

基于三阶ｃｈｅｎ系统模型［１０］，通过增加两个非

线性状态反馈控制器来获得五阶超混沌系统．三阶
ｃｈｅｎ系统方程如下：

ｙ１＝α（ｙ２－ｙ１）

ｙ２＝ｂｙ１－ｙ１ｙ３＋ｃｙ２
ｙ３＝ｙ１ｙ２－ｄｙ

{
３

（５）

在状态方程（５）中增加两个非线性状态反馈控制
器：ｙ４，ｙ５．得到五阶超混沌 ｃｈｅｎ系统状态方程如
下：

ｙ１＝α（ｙ２－ｙ１）＋ｙ４
ｙ２＝ｂｙ１－ｙ１ｙ３＋ｃｙ２
ｙ３＝ｙ１ｙ２－ｄｙ３＋ｙ５
ｙ４＝ｙ２ｙ３－ｅｙ４
ｙ５＝ｙ３ｙ４＋ｆｙ













５

（６）

式中，当取α＝３６，ｂ＝３，ｃ＝１２，ｄ＝７，ｅ＝－０．６，ｆ＝
－１时，通过 ＭＡＴＬＡＢ计算得到其 ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
为：ＬＥ１＝０．３０２８３，ＬＥ２＝０．０６８４３，ＬＥ３＝０．０６８９７０，
ＬＥ４＝４．０３５７８２，ＬＥ５＝２５．９５４０８８，有两个指数大于
０，说明该系统处于超混沌状态．

用矩阵表示的数学模型为：

Ｙ·＝ＢＹ＋Ｇ（Ｙ） （７）
其中，

Ｙ·＝

ｙ１
ｙ２
ｙ３
ｙ４
ｙ

















５

，Ｂ＝

３６ ３６ ０ １ ０
３ １２ ０ ０ ０
０ ０ －７ ０ １
０ ０ ０ ０．６ ０
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ｙ

















５

，Ｇ（Ｙ）＝

　０
－ｙ１ｙ３
ｙ１ｙ２
ｙ２ｙ３
ｙ３ｙ

















４

．

截取其在 ｙ１－ｙ２、ｙ２－ｙ３、ｙ３－ｙ４、ｙ４－ｙ５等相
平面的相图如图２：

图２　ｙ１－ｙ２、ｙ２－ｙ３等平面相图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｌａｎｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｙ１－ｙ２、ｙ２－ｙ３

从相平面图可以看出，该系统同样具有双涡卷

混沌吸引子．

２　异结构五阶超混沌系统同步控制研究及
数值仿真

４４
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２．１　超混沌同步控制策略
超混沌系统具有很复杂的动力学行为，一般低

阶系统控制方法如相空间重构、回归映像和非线性

预测方法很难破译因超混沌加密后的信号，因而，

对超混沌系统的同步控制研究更有意义．本文接下
来将通过全状态投影同步（ＦｕｌｌＳｔａｔｅＨｙｂｉｒｄＰｒｏｊｅｃ
ｔｉｖｅＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ，ＦＳＨＰＳ）方法，实现上文中两种
异结构五阶超混沌系统的同步控制．

定义如下的混沌系统数学模型：

Ｘ·１＝Φ（Ｘ１）

Ｘ·２＝Ψ（Ｘ１，Ｘ２{ ）
（８）

上式中：Ｘ１＝（Ｘ１０，Ｘ１１，Ｘ１２，…，Ｘ１ｎ）
Ｔ，Ｘ２＝（Ｘ２０，

Ｘ２１，Ｘ２２，…，Ｘ２ｎ）
Ｔ，Ｘ１、Ｘ２为系统的状态变量，其中

Ｘ１定义为驱动系统的状态变量，Ｘ２定义为响应系
统的状态变量．将驱动系统和响应系统进行全状态
投影，令其投影函数为：Ｘ＝Ｘ２－α

→Ｘ１，其中α
→
为ｎ×

ｎ非零对角矩阵，α→ ＝ｄｉａｇ｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，其中 ａ１，

ａ２，…，ａｎ为状态变量Ｘ１、Ｘ２缩放系数．若从不同初

值Ｘ１０和Ｘ２０开始，系统满足 ｌｉｍｔ→∞｜Ｘ｜＝０，即 ｌｉｍｔ→∞｜Ｘ２

－α→Ｘ１｜＝０，则我们可以定义该混沌系统（８）满足
全状态投影同步（ＦＳＨＰＳ）控制要求．对于超混沌系
统，我们定义如下系统进行全状态投影同步理论验

证．
Ｙ·１＝Φ（Ｙ１）＋Ｆ（Ｙ１）

Ｙ·２＝Ψ（Ｙ１，Ｙ２）＋Ｇ（Ｙ１，Ｙ２{ ）
（９）

式中的 Ｆ（Ｙ１），Ｇ（Ｙ１，Ｙ２）为非线性项．Ｙ１＝（Ｙ１０，

Ｙ１１，Ｙ１２，…，Ｙ１ｎ）
Ｔ，Ｙ２＝（Ｙ２０，Ｙ２１，Ｙ２２，…，Ｙ２ｎ）

Ｔ，Ｙ１、

Ｙ２为系统的状态变量，其中 Ｙ１定义为驱动系统的

状态变量，Ｙ２定义为响应系统的状态变量．在响应

系统中，我们增加一个同步控制器Γ，Γ＝（Γ１，Γ２，

…，Γｎ）
Ｔ．（９）式变为：

Ｙ·１＝Φ（Ｙ１）＋Ｆ（Ｙ１）

Ｙ·２＝Ψ（Ｙ１，Ｙ２）＋Ｇ（Ｙ１，Ｙ２）＋{ Γ
（１０）

令其投影函数为：Ｙ＝Ｙ２－ｂ
→Ｙ１，ｂ

→
为ｎ×ｎ阶非零对

角矩阵，ｂ→＝ｄｉａｇ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ｝，为状态变量 Ｙ１、Ｙ２

缩放系数．同样地，若系统满足 ｌｉｍ
ｔ→∞
｜Ｙ２－ｂ

→Ｙ１｜＝０，

则可使得该超混沌系统实现全状态投影同步．本文
的任务就是要通过设计合适的同步控制器Γ，实现
两种异结构五阶超混沌系统同步控制．

本文需要引入一条定理［１１－１３］１．定理１描述如

下：对于一个微分系统
ｄＺ
ｄＴ＝ＣＺ，Ｚ＝（Ｚ１，Ｚ２，…，

Ｚｎ）
Ｔ，Ｃ为ｎ×ｎ阶常数矩阵．若矩阵Ｃ的特征值λｉ

满足｜ａｒｇ（λｉ）｜＞π／２，则该微分系统的在零点处渐
近稳定，即ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｚ＝０．

２．２　五阶超混沌蔡氏系统和五阶超混沌 ｃｈｅｎ系
统全状态投影同步

２．２．１　同步控制分析
上文提出的两个超混沌系统：五阶超混沌蔡氏

系统Ｘ· ＝ＡＸ＋Ｆ（Ｘ）和五阶超混沌 ｃｈｅｎ系统 Ｙ· ＝
ＢＹ＋Ｇ（Ｙ）．令五阶超混沌蔡氏系统为驱动系统，五
阶超混沌ｃｈｅｎ系统为响应系统．并在响应系统中
加入控制器 Γ，Γ＝（Γ１，Γ２，Γ３，Γ４，Γ５）

Ｔ，得到受

控的响应系统为Ｙ·＝ＢＹ＋Ｇ（Ｙ）＋Γ．取控制器Γ＝
ｃ（ＡＸ＋Ｆ（Ｘ）－ＢＸ）－Ｇ（Ｙ）－Ｋ（Ｙ－ｃＸ），其中 Ｋ
和ｃ为非零常数矩阵，ｃ＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，ｃ５）

Ｔ为缩放

系数．由超混沌系统全状态投影同步理论可得，只
要证明ｌｉｍ

ｔ→∞
｜Ｙ－ｃＸ｜＝０，则可实现五阶超混沌蔡氏

系统与五阶超混沌 ｃｈｅｎ系统全状态投影同步．因
ｌｉｍ
ｔ→∞
＝｜Ｙ－ｃＸ｜＝ｌｉｍ

ｔ→∞
｜Ｙ·－ｃＸ· ｜，

Ｙ·－ｃＸ· ＝ＢＹ＋Ｇ（Ｙ）＋Γ－ｃ（ＡＸ－Ｆ（Ｘ））＝
　ＢＹ＋Ｇ（Ｙ）＋ｃ（ＡＸ＋Ｆ（Ｘ）－ＢＸ）－Ｇ（Ｘ）－
　Ｋ（Ｙ－ｃＸ）－ｃ（ＡＸ－Ｆ（Ｘ））＝ＢＹ－ｃＢＸ－
　Ｋ（Ｙ－ｃＸ）＝Ｂ（Ｙ－ｃＸ）－Ｋ（Ｙ－ｃＸ）＝
　（Ｂ－Ｋ）（Ｙ－ｃＸ）．

令Ｚ＝Ｙ－ｃＸ，则上式可表示为：Ｚ· ＝（Ｂ－Ｋ）Ｚ．根
据定理１可知，只需矩阵（Ｂ－Ｋ）特征值 λｉ满足｜
ａｒｇ（λｉ）｜＞π／２，则可证明 ｌｉｍｔ→∞Ｚ＝０，即 ｌｉｍｔ→∞｜Ｙ－ｃＸ｜

＝０．

选取Ｋ＝

４０ ３６ ０ １ ０
０ １５ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ １．６ ０
０ ０ ０ ０ １．















５

，则Ｂ－Ｋ＝

－４ ０ ０ ０ ０
３ －３ ０ ０ ０
０ ０ －７ ０ ０
０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ －















１

，

通过计算得到，Ｂ－Ｋ的５个特征值分别为：λ１

５４
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－４，λ２＝－３，λ３＝－７，λ４＝λ５＝－１．可以看出所
有的特征值都为负实数，即｜ａｒｇ（λｉ）｜＞π／２．从而
可以得到ｌｉｍ

ｔ→∞
｜Ｙ－ｃＸ｜＝０，即实现了两种异结构五

阶超混沌系统的同步控制．
２．２．２同步控制器设计

一个优良的控制器能使两个超混沌系统达到

同步的时间更短，更快趋于稳定，是实现本文同步

控制的前提．上文中提出需要设计一个合适的控制
器，来实现全状态投影同步控制．已经定义控制器

Γ＝ｃ（ＡＸ＋Ｆ（Ｘ）－ＢＸ）－Ｇ（Ｙ）－Ｋ（Ｙ－ｃＸ），Ｋ和
ｃ为５×５阶常数非零矩阵．选取 ｃ为５×５阶单位
对角矩阵，同步控制器Γ如下：

Γ１＝２４ｘ１＋２０ｘ２－２０ｆ（ｘ）－４０ｙ１－３６ｙ２，

Γ２＝－２ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋ｙ１ｙ３－１５ｙ２，

Γ３＝－１２ｘ１－０．１２ｘ２＋１９ｘ３－ｙ１ｙ２－ｙ５＋ｘ５，

Γ４＝－０．１ｘ３－０．１ｘ５＋ｘ４－ｙ２ｙ３－１．６ｘ４，

Γ５＝３０ｘ４－９．３ｘ５－ｙ３ｙ４－５ｙ５．
２．３　数值仿真结果

为了证实对异结构超混沌系统实现同步的方

法真实可行，本文利用 ＭＡＴＬＡＢ软件，采用五阶定
步长龙格—库塔算法来进行数值模拟．下面重新定
义Ｙ－ｃＸ为两个异结构超混沌系统的误差函数，令
Ｅ＝Ｙ－ｃＸ．其中ｃ为缩放系数矩阵．为了使系统不
丧失随机性，随机选择驱动系统和响应系统的状态

初值如下：ｘ１（０）＝１，ｘ２（０）＝２，ｘ３（０）＝－０．５，ｘ４
（０）＝３．７，ｘ５（０）＝－３．ｙ１（０）＝０．３，ｙ２（０）＝２．４，
ｙ３（０）＝－０．８，ｙ４（０）＝－３．６，ｙ５（０）＝５．同样随机
选取缩放系数如下：ｃ１＝２．５，ｃ２＝－２，ｃ３＝－４．５，ｃ４
＝０．６，ｃ５＝４．时间步长Δｔ＝０．０２．经ＭＡＴＬＡＢ软件
仿真，得到误差曲线的时间历程图如图３．

图３　误差曲线时间历程图

Ｆｉｇ．３　ｔｉｍｉｎｇｄｉａｇｒａｍｏｆｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅ

由误差曲线的时间历程演化曲线可看出其误

差值最终趋向于零点，并渐近稳定，可得出结论：两

个异结构五阶超混沌系统通过全状态投影同步控

制，实现渐近同步．

３　结论

在混沌系统理论研究基础上，通过在三阶蔡氏

混沌系统和三阶ｃｈｅｎ混沌系统中增加两个反馈控
制参数，得到两个异结构五阶混沌系统．通过 ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数计算和混沌相图分析，证实得到的五阶
混沌系统为超混沌系统．

基于高维超混沌系统同步控制策略的研究，针

对两种异结构的五阶超混系统，以全状态投影同步

控制方法为基础，通过理论证实该方法同样适合异

结构超混沌系统的同步控制．设计一个同步控制器

Γ，成功实现了五阶超混沌蔡氏系统与五阶超混沌
ｃｈｅｎ系统同步．这种控制方法有一个显著的优点：
能满足混沌系统状态变量的不可预测性．因为在很
多的物理系统中，很难满足状态变量可测，所以方

法在实际控制超混沌系统时是十分有利的．随机选
择一组状态变量作为初始值，通过龙格—库塔算法

来进行数值模拟，理论推导和数值仿真可以证实本

文实现异结构五阶超混沌系统同步控制方法的可

行性．
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