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微分求积法分析二维亚音速壁板的失稳问题

李鹏　杨翊仁　鲁丽
（西南交通大学力学与工程学院，成都　６１００３１）

摘要　采用微分求积方法（简称ＤＱ方法）研究了亚音速气流中二维壁板的失稳问题．运用特征值方法分析

了壁板在不同边界条件下的失稳特性．结果表明：本方法可有效确定系统的失稳；两端简支和两端固支的壁

板出现了发散失稳而未出现颤振失稳；固支—弹性支承的壁板系统出现了颤振失稳，颤振失稳动压与系统

参数相关．
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引 言

随着列车运行速度的提高，低速运行时被忽略

的气动力将成为列车高速运行及影响列车安全运

行的主要因素［１］．高速列车车体采用流线型设计以
最大限度减小空气阻力，因此高速列车车身中存在

着大量的蒙皮等壁板结构．壁板结构在列车运行时
会产生振动，如武广客运专线试验时，当列车运行

速度达到３５０ｋｍ／ｈ时，车身蒙皮和车窗的振动非
常显著，并会产生很大的辐射噪声．这些结构在高
速气流中的稳定性问题也成为了研究要点．对于高
速列车而言，按其运行速度推算，马赫数大约在０．
３左右，基本上处于低亚音速范围，因此有必要对
亚音速流中壁板的气动弹性问题进行研究．在壁板
气动弹性领域，已发表的论文大多数是以超音速流

中的壁板为研究对象，这方面的成果，文献［２－５］
已作了详尽评述．但对于亚音速壁板的研究还相对
不够深入．Ｂｉｓｐｌｉｎｇｈｏｆｆ［６］基于不可压缩流体的势流
理论推导出了作用在壁板一侧的气动力，但该气动

力是以积分微分形式给出而不易求解．Ｄｕｇｕｎｄｊｉ
Ｊ［７］及 Ｄｏｗｅｌｌ［８］应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对文［６］中的气
动力进行处理并分析了两端简支壁板的颤振稳定

性．Ｋｏｒｎｅｃｋｉ［９］基于文献［７］的简化气动力采用
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法给出了壁板失稳时临界流速的表达
式．然而对亚音速壁板能否出现颤振还存在着很大
的争议．文［１０］指出对于两端简支的亚音速壁板
而言不会出现单模态的颤振失稳．文［１１］采用势

流理论分析了作用在壁板单侧的亚音速气动力，研

究了壁板在气流和外激励作用下的复杂响应．文
［１２］采用微分求积方法（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｕｒｅ
Ｍｅｔｈｏｄ，简称ＤＱ方法）对壁板运动偏微分方程进
行离散，该方法具有处理边界条件简单，计算量少，

精度较高等优点．
本文采用ＤＱ方法对亚音速气流中的二维壁

板动力学方程进行离散．研究了两端简支、两端固
支和固支—弹性支承三种壁板的失稳特性，得到了

三类壁板的失稳临界速度，并对固支—弹性支承壁

板临界失稳动压的主要影响参数进行了研究．

１　两端固定壁板的稳定性分析

考虑一无限宽壁板，其长度为 ｌ，密度为 ρ，厚
度为ｈ，且 ｈｌ，固定在无限刚体平面 ｙ＝０上．壁
板上表面有沿ｘ方向的不可压缩亚音速气流，气流
速度为Ｕ∞，密度为 ρ∞．气动力作用下壁板的横向
弯曲振动方程为
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其中：Ｄ＝Ｅｈ３／［１２（１－υ２）］为壁板弯曲刚度，υ为
泊松比，ｗ为壁板的横向位移．

由文［７，１１］可得作用在壁板单侧的气动压力
为
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式（２）为一积分微分方程，对其进行化简［１１］，可得
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图１　两端固定的壁板

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｉｎｐａｎｅｌｆｉｘｅｄａｔｂｏｔｈｅｎｄｓ

引入如下无量纲参数
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并将（４）带入（１）并引入新坐标χ＝ζ－η，将上式中
的积分在χ＝０处展开成泰勒级数可得［９］
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其中：Ａｎ（η）＝
１
πｎ！∫

１－η

－η
χｎｌｎ｜χ｜ｄχ．本文只截取式

（５）中主导部分计算气动压力，即ｎ＝０．

１．１　两端简支壁板
考查两端简支壁板的稳定性，此时式（１）应满

足边界条件
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采用ＤＱ法对式（１）和（６）进行离散，可得
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其中：Ｎ为离散点的数目；Ｃｍｉ，ｊ为权系数；ｍ为求导
阶数，ｍ＝１，２，３，４．文中采用非均匀网格点，其相
应权系数的计算可参考文献［１２］确定．

在式（８）中消去边界条件（７）可得
［Ｍ］｛̈ｕｄ｝＋［Ｇ］｛ｕｄ｝＋［Ｋ］｛ｕｄ｝＝０ （９）

设ｕｄ＝Ｕｄｅｘｐ（Ωτ），将式（１０）转化为广义特征值问
题

（Ω２［Ｍ］＋Ω［Ｇ］＋［Ｋ］｛Ｕｄ｝）＝０ （１０）
式中［Ｍ］、［Ｇ］、［Ｋ］分别为系统的质量、阻尼和刚
度矩阵，都与流体动压λ和质量比 μ相关，｛ｕｄ｝＝
（ｕ３，ｕ４，…，ｕＮ－３，ｕＮ－２）．固定 μ值并依次求解式
（１０），依据特征Ω判定系统的失稳特性．

图２　特征根随动压的变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｖｓ．ｄｙｎａｍｉｃｐｒｅｓｓｕｒｅ

经计算可知，两端简支壁板系统随动压增加并

未出现颤振失稳，仅出现了发散失稳．计算得到发
散临界动压λｄｉｖ＝３１．７３．ＤｕｇｕｎｄｊｉＪ

［８］应用Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法得到两端简支亚音速壁板的发散临界动压

λｄｉｖ＝π
３＝３１．００６３．本文结果与其非常接近，相差

仅为２．３％，计算结果表明了本文方法的正确性．
图（２）给出了特征值 Ω１随来流动压变化的曲线．
从图（２）中可知：当 λ＞λｄｉｖ＝３１．７３时，随 λ增加，
系统第一阶频率实部 Ｒｅ（Ω１）＞０，虚部 Ｉｍ（Ω１）＝
０，可判定系统出现发散失稳．
１．２　两端固支壁板

考虑两端固支板的稳定性．此时式（１）应满足
边界条件
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采用ＤＱ法对式（１）和（１１）进行离散，可得：
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应用同样的处理方法，分析两端固支壁板系统

稳定性．经计算可知，随动压增加系统也未出现颤
振失稳，仅出现了发散失稳．计算得发散临界动压．
图（３）给出了特征值随动压变化的曲线．从图中可
知，当时，系统出现了发散失稳．

２　固支—弹性支承壁板的稳定性分析

考虑一端固支一端弹性支承的壁板稳定性，如

图（４）所示．壁板右端部有弹性支承，其无量纲刚
度系数为ｋ．此时式（１）的边界条件为

图４　固支—弹性支承的壁板
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应用相同的处理方法，对固支—弹性支承壁板

系统的稳定性进行分析．计算中取μ＝０．０１，ｋ＝１０．
计算可知，随动压 λ增加系统出现了颤振失稳，由
（１１）对颤振临界动压进行了计算可得λｆｌ＝５０．６．

图５　特征根随动压的变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｖｓ．ｄｙｎａｍｉｃｐｒｅｓｓｕｒｅ

图（５）给出了μ＝０．０１，ｋ＝１０时系统特征值随
动压的变化曲线．当λ＜λｆｌ时，随λ增加，系统第一
阶频率增加而第二阶频率减小，在 λ＝λｆｌ处，第一
二阶频率相重合，且此时 Ｒｅ（Ω２）＝０，而其余特征
根实部均小于零，系统出现了颤振失稳．图（６）给
出了颤振临界动压与无量纲弹簧系数之间的关系．
由图（６）可知：系统颤振临界动压随无量纲弹簧系
数的增而增大．图（７）给出了ｋ＝１０时，系统颤振临
界动压与质量比参数μ的关系．由图（７）可知系统
临界颤振动压随质量比的增大而增大．

图６　颤振临界动压λｆｌ与无量纲弹簧系数ｋ的变化关系

Ｆｉｇ．６　Ｃｒｉｔｉｃａｌｄｙｎａｍｉｃｆｏｒλｆｌｖｓ．ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐｒｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｋ

图７　颤振临界动压λｆｌ与质量比μ的变化关系

Ｆｉｇ．７　Ｃｒｉｔｉｃａｌｄｙｎａｍｉｃλｆｌｖｓ．ｍａｓｓｒａｔｉｏμ
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３　结语

从以上计算结果来看，ＤＱ方法可以成功求解
亚音速壁板的失稳问题．该方法具有处理边界条件
简单，计算量少，精度较高等优点．亚音速气流中壁
板系统的失稳特性与壁板边界条件有关：

（１）　两端简支和两端固支的壁板仅出现了
发散失稳，两端固支壁板的发散动压比两端简支壁

板的要高．
（２）　一端固支一端弹性支承的壁板系统会

出现颤振失稳，颤振临界动压与系统参数有关．
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