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摘要　首先介绍了带有两个辅助参数的改进同伦分析方法，然后用该方法得到了推广 Ｋｕｒａｍｏｔｏ－Ｓｉｖａｓｈｉｎ

ｓｋｙ方程的同伦近似解．所得近似解与精确孤立波解进行比较，发现本文得到的近似解更有效地逼近真实

解．因为该解包含了两个辅助参数，所以能够更有效地调节和控制其收敛区域和速度．研究表明带有两个辅

助参数的改进同伦分析方法对复杂非线性系统的研究更有它的优点．
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引 言

非线性偏微分方程广泛用于描述应用数学、物

理、化学、生物及通讯等学科领域的各种复杂的非

线性现象．因此，非线性偏微分方程的求解问题一
直是数学家和物理学家重点研究的课题［１－５］．然
而，由于非线性偏微分方程的复杂性，大多数方程

很难得到精确解析解，只能用近似解析方法或数值

方法来获得近似解．已有的传统近似方法，如摄动
方法、Ｌｙａｐｕｎｏｖ人工小参数法、ｄｅｌｔａ展开法和 Ａｄｏ
ｍｉａｎ分解法等方法虽能够成功地解决了许多非线
性问题，但这些方法给出的级数解之收敛区域和收

敛速度都是唯一的，不能提供一个控制和调节级数

解之收敛区域和速度的简便途径．针对这些近似方
法的缺点和不足，廖［６］发展传统的同伦方法，提出

了一种解析近似方法———同伦分析方法．该方法最
大的优点是可提供一个辅助参数 ｈ来调节和控制
所得级数解之收敛区域和速度．文［７－１０］中的成
功应用证实了该方法的有效性．另外，传统同伦方
法另一方面的重要发展是用于非线性系统对称性

分析和相似约化方面［１１］．
最近，Ｗｕ等［１２］改进廖提出的同伦分析方法，

得到了带有两个辅助参数的另一种形式的同伦分

析方法，称之为带有两个辅助参数的改进同伦分析

方法．该方法可提供两个辅助参数来调节和控制所
得级数解之收敛区域和速度，因此实质性地改进了

所得级数解的收敛区域和速度．

本文将带有两个辅助参数的改进同伦分析方

法应用到推广 Ｋｕｒａｍｏｔｏ－Ｓｉｖａｓｈｉｎｓｋｙ（ＧＫＳ）方
程［１３－１５］的如下两个初值问题
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的研究中，得到两个初值问题的同伦近似解并与精

确孤立波解进行比较．方程（１）中 α１，α２，α３和 α４
都是常数，ｕ（ｘ，ｔ）表示所研究问题相应的物理量．
该方程在流体动力学和等离子体物理都具有重要

应用．方程（１）也称为 ＫｄＶ－Ｂｕｒｇｅｒｓ－Ｋｕｒａｍｏｔｏ方
程［１６，１７］或 Ｂｅｎｎｅｙｅ方程［１８，１９］．当 α３＝０时，方程
（１）称为 Ｋｕｒａｍｏｔｏ－Ｓｉｖａｓｈｉｎｓｋｙ－Ｋｏｒｔｅｗｅｇ－ｄｅ
Ｖｒｉｅｓ方程［２０］，此方程描述沿斜面流动的粘性流体

中长波的传播．由此可知，对该方程的研究具有广
泛的应用．

１　带有两个辅助参数的改进同伦分析方法

首先介绍带有两个辅助参数的改进同伦分析
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方法的基本思想．我们考虑如下两个变量的偏微分
方程

Ｎ［ｕ（ｘ，ｔ）］＝０ （４）
这里Ｎ是非线性算符，ｘ和 ｔ表示空间变量和时间
变量，ｕ（ｘ，ｔ）是未知函数．为了简单起见，这里不叙
述所有边界条件和初始条件的处理过程．实际上，
边界条件和初始条件的处理过程也类似．文［１２］
中依照廖提出的同伦分析方法的基本思想，构造了

如下新的零阶形变方程

［１－ｇｐ＋（ｇ－１）ｐ２］｛Ｌ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）－
　ｕ０（ｘ，ｔ）］｝＝ｐｈＮ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）］ （５）

这里ｐ∈［０，１］是所谓的嵌入变量，ｈ≠０和 ｇ是两
个辅助参数，Ｌ是具有 Ｌ（０）＝０性质的线性算符，
ｕ０（ｘ，ｔ）是初始猜测解，φ（ｘ，ｔ；ｐ）是某一未知函数，
称为映射函数．当ｐ＝０时，零阶形变方程（５）变成
开始系统

Ｌ［φ（ｘ，ｔ；０）－ｕ０（ｘ，ｔ）］＝０ （６）
由此可得φ（ｘ，ｔ；０）＝ｕ０（ｘ，ｔ）．当 ｐ＝１时，零阶形
变方程（５）变成目标系统

Ｎ［φ（ｘ，ｔ；１）］＝０ （７）
与式（４）比较可得 φ（ｘ，ｔ；１）＝ｕ（ｘ，ｔ）．这表明，随
着嵌入变量ｐ从０增大到１，零阶形变方程（５）由
开始系统（６）变化到目标系统（７），从而实现了初
始猜测解ｕ０（ｘ，ｔ）与精确解ｕ（ｘ，ｔ）之间的同伦．

由零阶形变方程（５）可看出，该方程包含两个
辅助参数ｈ和ｇ，第二个辅助参数 ｇ对开始系统到
目标系统之间的同伦增添了一个新的自由度，因此

能够更有效地调节和控制所得级数解的收敛区域

和速度．当辅助参数 ｇ＝１时，零阶形变方程（５）变
成廖提出的同伦分析方法的零阶形变方程，即

［１－ｐ］｛Ｌ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）－ｕ０（ｘ，ｔ）］｝＝
　ｐｈＮ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）］ （８）

因此廖提出的同伦分析方法的零阶形变方程是零

阶形变方程（５）的一种特殊情况．将映射函数φ（ｘ，
ｔ；ｐ）对嵌入变量ｐ作泰勒级数展开得

φ（ｘ，ｔ；ｐ）＝ｕ０（ｘ，ｔ）＋∑
＋∞

ｍ＝１
ｕｍ（ｘ，ｔ）ｐ

ｍ （９）

这里ｕｍ（ｘ，ｔ）＝
１
ｍ！
ｍφ（ｘ，ｔ；ｐ）
ｐｍ ｐ＝０

．如果辅助参

数、辅助线性算符以及初始猜测解选取适当，则级

数（９）在ｐ＝１处收敛，因此有

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｔ）＋∑
＋∞

ｍ＝１
ｕｍ（ｘ，ｔ） （１０）

此式通过未知项ｕｍ（ｘ，ｔ）（ｍ＝１，２，３…）确定了初
始猜测解ｕ０（ｘ，ｔ）与精确解ｕ（ｘ，ｔ）之间的关系，而
未知项ｕｍ（ｘ，ｔ）可由高阶形变方程来确定．为此，
先定义矢量

ｕ→ｎ＝｛ｕ０（ｘ，ｔ），ｕ１（ｘ，ｔ），…，ｕｎ（ｘ，ｔ）｝ （１１）
方程（５）对嵌入变量 ｐ求导 ｍ次，然后令 ｐ＝０并
除以ｍ！，可得到如下所谓的高阶形变方程

Ｌ［ｕｍ（ｘ，ｔ）－χｍｇｕｍ－１（ｘ，ｔ）＋

　χｍ－１（ｇ－１）ｕｍ－２（ｘ，ｔ）］＝ｈＲｍ（ｕ
→
ｍ－１） （１２）

这里χｍ＝０对于 ｍ≤１和 χｍ＝１对于 ｍ＞１，而 Ｒｍ
（ｕ→ｍ－１）的表达式为

Ｒｍ（ｕ
→
ｍ－１）＝

１
（ｍ－１）！

ｍ－１Ｎ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）］
ｐｍ－１ ｐ＝０

（１３）
对方程（１２）两边作用逆算符Ｌ－１可得

ｕｍ（ｘ，ｔ）＝珘ｕ（ｘ，ｔ）＋χｍｇｕｍ－１（ｘ，ｔ）－χｍ－１（ｇ－

　１）ｕｍ－２（ｘ，ｔ）＋ｈＬ
－１Ｒｍ（ｕ

→
ｍ－１） （１４）

这里珘ｕ（ｘ，ｔ）是线性微分方程 Ｌ［ｕ（ｘ，ｔ）］＝０的一
般解．这样，由解（１０）和（１４）我们可得到原方程任
意阶的级数解．

２　ＧＫＳ方程的同伦近似解

下面我们把带有两个辅助参数的同伦分析方

法应用到ＧＫＳ方程的初值问题（１）∪（２）和（１）∪
（３）中．首先考虑初值问题（１）∪（２），该初值问题
有精确解

ｕ（ｘ，ｔ）＝
１５α３３
１２８α１α

２
４
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（ｘ－
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ｔ）］｝ （１５）

这是一种非对称钟型孤立波解．为了与此精确解比
较，我们选取初始猜测解为

ｕ０（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｘ，０）＝
１５α３３
１２８α１α

２
４
ｓｅｃｈ２（

α３
８α４
ｘ）［１－

　ｔａｎｈ（
α３
８α４
ｘ）］ （１６）

同时辅助线性算符取为

Ｌ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）］＝φ（ｘ，ｔ；ｐ）ｔ
（１７）

该算子具有性质

Ｌ（ｃ１）＝０ （１８）
这里ｃ１是任意常数．进一步地，根据方程（１）的具

６
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体形式，定义非线性算符

Ｌ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）］＝φ（ｘ，ｔ；ｐ）ｔ
＋

　２α１φ（ｘ，ｔ；ｐ）
φ（ｘ，ｔ；ｐ）
ｘ

＋α２
２φ（ｘ，ｔ；ｐ）
ｘ２

＋

　α３
３φ（ｘ，ｔ；ｐ）
ｘ３

＋α４
４φ（ｘ，ｔ；ｐ）
ｘ４

（１９）

这样，根据第二节给出的定义，我们可构造出满足

初始条件φ（ｘ，０；ｐ）＝ｕ（ｘ，０）的零阶形变方程
［１－ｇｐ＋（ｇ－１）ｐ２］｛Ｌ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）－
　ｕ０（ｘ，ｔ）］｝＝ｐｈＮ［φ（ｘ，ｔ；ｐ）］ （２０）

很显然，当ｐ＝０和ｐ＝１时，有φ（ｘ，ｔ；０）＝ｕ０（ｘ，ｔ）
和φ（ｘ，ｔ；１）＝ｕ（ｘ，ｔ）．由零阶形变方程（２０），可得
到如下ｍ阶形变方程

Ｌ［ｕｍ（ｘ，ｔ）－χｍｇｕｍ－１（ｘ，ｔ）＋χｍ－１（ｇ－

　１）ｕｍ－２（ｘ，ｔ）］＝ｈＲｍ（ｕ
→
ｍ－１） （２１）

此方程满足初始条件

ｕｍ（ｘ，０）＝０ （２２）
这里

Ｒｍ（ｕ
→
ｍ－１）＝
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ｉ＝０
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＋
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３ｕｍ－１（ｘ，ｔ）
ｘ３

＋α４
４ｕｍ－１（ｘ，ｔ）
ｘ４

（２３）

而χｍ＝０对于ｍ≤１和χｍ＝１对于ｍ＞１．ｍ阶形变
方程（２１），对于ｍ≥１的解为

ｕｍ（ｘ，ｔ）＝χｍｇｕｍ－１（ｘ，ｔ）－χｍ－１（ｇ－

　１）ｕｍ－２（ｘ，ｔ）＋ｈＬ
－１Ｒｍ（ｕ

→
ｍ－１） （２４）

这样，借助初始猜测解（１６）以及（２４）式，并利用符
号计算软件很容易计算出ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ），ｕ３（ｘ，
ｔ），…等，从而得到原方程的ｍ阶近似解

ｕ（ｘ，ｔ）≈∑
ｍ

ｎ＝０
ｕｎ（ｘ，ｔ） （２５）

当α１＝
３０
１２８，α３＝１，α４＝１和α２＝

α２３
１６α４

时，我们

用符号计算软件 Ｍａｐｌｅ，计算得到了 ６阶近似解

ｕ（ｘ，ｔ）≈∑
６

ｎ＝０
ｕｎ（ｘ，ｔ），其前三项的表达式为

ｕ０（ｘ，ｔ）＝
１
２ｓｅｃｈ

２（
ｘ
８）［１－ｔａｎｈ（

ｘ
８）］

ｕ１（ｘ，ｔ）＝－
３ｈｔ
５１２ｓｅｃｈ

２（
ｘ
８）［２ｔａｎｈ（

ｘ
８）＋

３ｓｅｃｈ２（ｘ８）－２］

ｕ２（ｘ，ｔ）＝－
３ｈｔ
１３１０７２ｓｅｃｈ

２（
ｘ
８）［－１８ｈｔｓｅｃｈ

２

（
ｘ
８）ｔａｎｈ（

ｘ
８）＋５１２ｇｔａｎｈ（

ｘ
８）＋６ｈｔｔａｎｈ（

ｘ
８）＋

５１２ｈｔａｎｈ（ｘ８）＋７６８ｈｓｅｃｈ
２（
ｘ
８）＋７６８ｇｓｅｃｈ

２（
ｘ
８－

６ｈｔ＋９ｈｔｓｅｃｈ２（ｘ８）－５１２ｇ－５１２ｈ］ （２６）

文［１２］中已证明，只要级数解（２５）收敛，它必
然是方程（１）的解．因此同伦方法得到的级数解中
保证级数收敛是非常重要的．由（２６）式注意到，这
里得到的级数解中包含两个辅助参数 ｈ和 ｇ，因此
通过合适地选取ｈ和ｇ，可有效地调节和控制级数
解的收敛区域和速度．这实质性地改进了级数解的
收敛区域和收敛速度．在带有两个辅助参数的同伦
分析方法中，可绘制（ｈ，ｇ）曲面来选取辅助参数 ｈ
和ｇ的有效区域使之保证级数解收敛．为此，在图
１中绘制了由６阶近似解给出的 ｗ＝ｕｔ（０，０）之 ｗ
～（ｈ，ｇ）曲面和ｇ＝１时的ｗ～ｈ曲线（即廖方法中
的ｈ曲线）．从图１（ａ）可看出，级数解的收敛与两
个辅助参数ｈ和ｇ都有密切关系，在ｇ的不同取值
处，ｈ的有效区域不同；同样在 ｈ的不同取值处，ｇ
的有效区域也不同．这样两个辅助参数互相影响、
互相弥补使之级数解更好地收敛．我们看到，在１
（ａ）图中级数解收敛的最佳区域（即曲面最平稳区
域）约在－１．３＜ｈ＜－０．６，０．７＜ｇ＜１处．图１（ｂ）
中绘制的是ｇ＝１时的ｗ～ｈ曲线，即廖方法中的ｈ
曲线，其目的就是为了比较．

图１　由６阶近似解给出的收敛域（ａ）ｗ～（ｈ，ｇ）曲面（ｂ）ｗ～ｈ曲线

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｄｏｍａｉｎｇｉｖｅｎｂｙ６ｔｈ－ｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ）ｗ～（ｈ，ｇ）ｃｕｒｖｅｄｓｕｒｆａｃｅ（ｂ）ｗ～ｈｃｕｒｖｅ

在图２中，我们绘制了６阶近似解并与精确孤
立波解进行了比较．由图可清晰地看出，从初始ｔ＝
０时刻开始到ｔ＝３０时刻，近似解（实际上就是廖方

７
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法给出的近似解，因为此时取ｇ＝１）与精确解吻合
的非常好（图２（ａ）和２（ｂ）所示）．但当 ｔ＝６０时，
近似解与精确解吻合的不好、有明显的差异（图２
（ｃ）所示）．这说明当变量增大时，带有一个辅助参
数的同伦分析方法给出的近似解与精确解吻合的

不好．这时我们调整辅助参数 ｇ使其 ｇ＝０．８８时，
可得到与精确解吻合很好的近似解（图 ２（ｄ）所
示）．这表明第二个辅助参数ｇ，对级数解的收敛也
起着重要作用．由于该参数的出现，实质性地改进
了级数解的收敛区域和速度．

图２　６阶近似解（实线）与精确孤立波解（圆圈）的比较

（ａ）ｔ＝０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｂ）ｔ＝３０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１

（ｃ）ｔ＝６０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｄ）ｔ＝６０，ｈ＝－０．９，ｇ＝０．８８

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ６ｔｈｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｒｅａｌｌｉｎｅ）

ａｎｄｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｃｉｒｃｌｅｌｉｎｅ）

（ａ）ｔ＝０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｂ）ｔ＝３０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１

（ｃ）ｔ＝６０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｄ）ｔ＝６０，ｈ＝－０．９，ｇ＝０．８８

其次考虑初始问题（１）∪（３），该初值问题有
精确解

ｕ（ｘ，ｔ）＝
５α３３
３８４α１α

２
４
ｔａｎｈ［

α３
２４α４

（ｘ＋
５α３３
１９２α２４

ｔ）］－

　
５α３３
３８４α１α

２
４
ｔａｎｈ２［

α３
２４α４

（ｘ＋
５α３３
１９２α２４

ｔ）］＋

　
５α３３

１１５２α１α
２
４
ｔａｎｈ３［

α３
２４α４

（ｘ＋
５α３３
１９２α２４

ｔ）］ （２７）

这是一种非对称扭结孤立波解．为了与此精确解比
较，我们选取初始猜测解为

ｕ０（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｘ，０）＝
５α３３
３８４α１α

２
４
ｔａｎｈ（

α３
２４α４

ｘ）－

　
５α３３
３８４α１α

２
４
ｔａｎｈ２（

α３
２４α４
ｘ）＋

５α３３
１１５２α１α

２
４
ｔａｎｈ３（

α３
２４α４
ｘ）

（２８）
其它，如辅助线性算符、非线性算符、零阶形变方程

以及ｍ阶形变方程等都与上述情况相同．当 α１＝

１，α３＝－２，α４＝１和 α２＝
４７α２３
１４４α４

时，我们计算出 ｕ１

（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ），ｕ３（ｘ，ｔ），ｕ４（ｘ，ｔ），ｕ５（ｘ，ｔ），ｕ６（ｘ，
ｔ）等，得到了６阶近似解

ｕ（ｘ，ｔ）≈∑
６

ｎ＝０
ｕｎ（ｘ，ｔ） （２９）

图３　由６阶近似解给出的收敛域（ａ）ｗ～（ｈ，ｇ）曲面（ｂ）ｗ～ｈ曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｄｏｍａｉｎｇｉｖｅｎｂｙ６ｔｈ－ｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ）ｗ～（ｈ，ｇ）ｃｕｒｖｅｄｓｕｒｆａｃｅ（ｂ）ｗ～ｈｃｕｒｖｅ

图４　６阶近似解（实线）与精确孤立波解（圆圈）的比较

（ａ）ｔ＝０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｂ）ｔ＝３０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１

（ｃ）ｔ＝５０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｄ）ｔ＝５０，ｈ＝－０．９，ｇ＝０．９

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ６ｔｈｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｒｅａｌｌｉｎｅ）

ａｎｄｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｃｉｒｃｌｅｌｉｎｅ）

（ａ）ｔ＝０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｂ）ｔ＝３０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１

（ｃ）ｔ＝５０，ｈ＝－０．９，ｇ＝１（ｄ）ｔ＝５０，ｈ＝－０．９，ｇ＝０．９

８
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为了确定两个辅助参数ｈ和ｇ之有效区域，在
图３中绘制了由６阶近似解给出的ｗ＝ｕｔ（０，０）之
ｗ～（ｈ，ｇ）曲面和 ｇ＝１时的 ｗ～ｈ曲线（即廖方法
中的ｈ曲线）．从图３（ａ）可看出，级数解收敛的最
佳区域约在－１．３＜ｈ＜－０．３５，０．７５＜ｇ＜１处．在
图４中，我们把６阶近似解与精确孤立波解绘制在
一起进行了比较．从图上我们可清晰地看出，从初
始ｔ＝０时刻开始到 ｔ＝３０时刻，近似解（廖方法给
出的近似解，因为ｇ＝１）与精确解吻合的很好（图４
（ａ）和４（ｂ）所示）．但当ｔ＝５０时，近似解与精确解
吻合的不好（图４（ｃ）所示）．这时我们调整辅助参
数ｇ使其 ｇ＝０．９时，可得到与精确解吻合较好的
近似解（图４（ｄ）所示）．因此，带有两个辅助参数的
同伦分析方法能够更有效地调节和控制所得级数

解的收敛区域和速度，对系统变量的变化范围较大

及强非线性问题的研究有它的优点．

３　结论

本文首先介绍了带有两个辅助参数的改进同

伦分析方法，然后利用该方法，在两种不同初始条

件下，得到了推广 Ｋｕｒａｍｏｔｏ－Ｓｉｖａｓｈｉｎｓｋｙ方程的包
含两个辅助参数ｈ和ｇ的同伦近似解．把所得近似
解与精确孤立波解分别进行了比较，发现由于本文

得到的级数解中出现了第二个辅助参数 ｇ，它的出
现对调节和控制级数解增添了一个新的自由度，进

而实质性地改进了所得级数解的收敛区域和速度，

所得级数解更有效地逼近真实解．特别是，当自变
量增大以及非线性增强时，该方法表现出它的优

点．因此，带有两个辅助参数的同伦分析方法是另
一种形式的研究复杂非线性系统的有效解析近似

方法．
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