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一个干摩擦 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的滑动分岔分析

秦志英　赵月静　彭伟
（河北科技大学机械电子工程学院，石家庄　０５００１８）

摘要　分析了一个干摩擦Ｄｕｆｆｉｎｇ振子在不同参数下混沌和周期轨及不同周期轨之间的共存与转换．干摩擦

振子属于Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统，会发生特有的粘滞现象．分析发现，从穿越轨线转换到粘滞 －滑移轨线不仅可经穿

越滑动分岔和切换滑动分岔实现，也可经两个相邻的穿越滑动分岔和多滑动分岔实现，而从粘滞 －滑移轨

线转换到非穿越轨线须经擦边滑动分岔．

关键词　干摩擦，　Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统，　粘滞－滑移轨线，　滑动分岔

引 言

干摩擦振子一直是受到广泛研究的非线性模

型，其中粘滞现象是一种特有的典型现象，在铰链、

钻削、小提琴、建筑结构、太阳能帆板等各种工程系

统中得到了广泛的研究．ｄｉＢｅｒｎａｒｄｏ等提出了滑动
分岔的概念［２］，Ｇａｌｖａｎｅｔｔｏ等把滑动分岔的概念与
干摩擦振子的粘滞－滑移轨线联系起来［３］．Ｆｉｌｉｐ
ｐｏｖ系统［１］是非光滑系统的一类，滑动分岔则是
该系统特有的一类分岔，用于研究系统参数变化时

粘滞－滑移轨线的转换过程．ｄｉＢｅｒｎａｒｄｏ根据边界
与流之间的关系定义了四种滑动分岔［２］［３］．

本文第１部分首先简要介绍Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统与粘
滞－滑移轨线（ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ）和滑动分岔（ｓｌｉｄｉｎｇｂｉ
ｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ）的概念和定义．第２部分简要介绍一个皮
带驱动引入干摩擦力的 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，定义两种
Ｐｏｉｎｃａｒé映射．第３部分则研究该振子不同运动状态
之间的转换，尤其是粘滞轨线与非粘滞轨线指将相

互转换导致的滑动分岔．所得结论总结在第４部分．

１　Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统的粘滞滑移轨线和滑动分岔

一个Ｆｉｌｌｉｐｏｖ系统的状态方程可写为

ｘ＝

Ｆ１（ｘ）　　Ｈ（ｘ）＞０

ｃｏ｛Ｆ１，Ｆ２｝　Ｈ（ｘ）＝０

Ｆ２（ｘ）　　Ｈ（ｘ）＜
{

０

（１）

其中边界Σ：＝｛Ｈ（ｘ）＝０｝将系统状态空间划分为
Ｓ１：＝｛Ｈ（ｘ）＞０｝和Ｓ２：＝｛Ｈ（ｘ）＜０｝两部分，而边

界上向量场是边界两侧向量场的一个多值集合．根
据Ｆｉｌｌｉｐｏｖ凸方法，可写为

ｃｏ｛Ｆ１，Ｆ２｝＝Ｆｓ＝（１－α）Ｆ１＋αＦ２ （２）
其中０≤α≤１定义为

α（ｘ）＝
ＨｘＦ１

Ｈｘ（Ｆ１－Ｆ２）
（３）

根据Ｕｔｋｉｎ等价控制法，可表示为

ｃｏ｛Ｆ１，Ｆ２｝＝Ｆｓ＝
Ｆ１＋Ｆ２
２ ＋β

Ｆ２－Ｆ１
２ （４）

其中－１≤β≤１定义为

β（ｘ）＝－
ＨｘＦ１＋ＨｘＦ２
ＨｘＦ２－ＨｘＦ１

（５）

这两种表示方法是代数等价的 β＝２α－１，仅在某
些特殊情况下有少许不同．

ｄｉＢｅｒｎａｒｄｏ主要基于第二种方法，Σ＾：＝｛ｘ∈Σ：

－１≤β≤１｝将称为滑动区域（ｓｌｉｄｉｎｇｒｅｇｉｏｎ），如图１
灰色部分所示．系统轨线一旦进入该区域将一直处
于边界上，一般文献中又称为粘滞状态（ｓｔｉｃｋｉｎｇ）；
其他部分称为滑移状态（ｓｌｉｐｐｉｎｇ），同时存在两种
状态的轨线称为粘滞 －滑移轨线（ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ）．针
对不同类型轨线随系统参数变化而发生转换的过

程，如图１所示ｄｉＢｅｒｎａｒｄｏ定义了四种分岔：

 图 １（ａ）定义 ｃｒｏｓｓｉｎｇ－ｓｌｉｄｉｎｇｂｉｆｕｒｃａ

ｔｉｏｎ［４］，我们称之为“穿越滑动分岔”，又称 “第Ⅰ

类滑动分岔”［２］［４］；

 图１（ｂ）定义ｇｒａｚｉｎｇ－ｓｌｉｄｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ［４］，

我们称之为“擦边滑动分岔”；
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 图 １（ｃ）定义 ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ－ｓｌｉｄｉｎｇｂｉｆｕｒｃａ
ｔｉｏｎ［４］，我们称之为“切换滑动分岔”，又称“第Ⅱ类
滑动分岔”［２］［４］；

 图１（ｄ）定义 ａｄｄｉｎｇ－ｓｌｉｄｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ［４］

（“加滑动分岔”），又定义 ｍｕｌｔｉ－ｓｌｉｄｉｎｇｂｉｆｕｒｃａ
ｔｉｏｎ［２］（“多滑动分岔”），本文我采用第二种定义．

图１　四种滑动分岔：（ａ）穿越滑动分岔；（ｂ）擦边滑动分岔；

（ｃ）切换滑动分岔；（ｄ）多滑动分岔

Ｆｉｇ．１　Ｆｏｕｒｓｌｉｄｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ：（ａ）ｃｒｏｓｓｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ；

（ｂ）ｇｒａｚｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ；（ｃ）ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｓｌｉｄｉｎｇ；（ｄ）ｍｕｌｔｉｓｌｉｄｉｎｇ

２　干摩擦Ｄｕｆｆｉｎｇ振子与两种Ｐｏｉｎｃａｒé映射

对于一个周期激励的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统

ｙ̈＋２ξｙ－ｙ＋ｙ３＋ｆｒ＝ｐｃｏｓωｔ （６）

由于增加了一个速度恒定为 ｖｄｒ的皮带驱动，从而

引入了摩擦系数为μ（假设静摩擦系数和动摩擦系
数相同）的干摩擦力

ｆｒ＝

－μ　　　　ν＞０
ｆｅｘ　　　　ν＝０，｜ｆｅｘ｜＜μ

μｓｉｇｎ（ｆｅｘ）　ν＝０，｜ｆｅｘ｜≥μ

μ　　　　　ν＜










０

（７）

其中ｆｅｘ＝ｐｃｏｓωｔ－２ξｙ＋ｙ－ｙ
３，ν＝ｙ－νｄｒ可见粘滞

状态的摩擦力是随系统状态而变化的一组数值．

令ｘ１＝ｙ，ｘ２＝ｙ，基于定相位面 ΦＴ：＝｛ｍｏｄ

（ωｔ，２π）＝ｍｏｄ（ｔ，Ｔ）＝０｝可定义映射

ＰＴ：ΦＴ→ΦＴ （８）

基于边界Σ：＝｛ｘ２－νｄｒ＝０｝可定义映射

ＰＳ：Σ→Σ （９）
对于这两种 Ｐｏｉｎｃａｒé映射，ＰＴ映射用以描述系统
轨线的周期性，ＰＳ映射则用以描述系统轨线与边
界的关系．当出现粘滞的周期１轨时，ＰＴ映射是１
个点，ＰＳ映射则是连续点．

文献［５］中研究了具有干摩擦的线性振子，没

有考虑出现混沌的情况，因此只用边界 Ｐｏｉｎｃａｒé映
射进行了分岔研究．而本文通过定义这两种
Ｐｏｉｎｃａｒé映射，既可以研究Ｄｕｆｆｉｎｇ系统无摩擦时可
能出现的混沌；又可以研究有摩擦时可能出现的粘

滞－滑移轨线．

３　系统参数对滑动分岔的影响

在此主要研究摩擦力对于系统行为的影响，因

此系统参数给定为 ξ＝０．０７５，ｐ＝０．２５８，ω＝１，该
参数下无摩擦的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统会出现混沌．
３．１　摩擦系数对滑动分岔的影响

图２　关于摩擦系数μ分岔图：（ａ）ＰＴ映射；（ｂ）ＰＳ映射；

（ｃ）（ｄ）ＰＳ映射在μ＝０．１～０．３和１．１～１．２间放大

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔμ：（ａ）ＰＴｍａｐ；

（ｂ）ＰＳｍａｐ；（ｃ）（ｄ）ａｍｐｌｉｆｙｉｎｇｏｆＰＳｍａｐｉｎ

μ＝０．１～０．３ａｎｄμ＝１．１～１．２

３５３
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固定驱动速度ｖｄｒ＝０．１，然后让摩擦系数 μ在
０～１．３之间变化．取固定初始值为（ｘ１，ｘ２）＝（０，
０），得到如图２所示分岔图．如图２（ａ）所示，从 ＰＴ
映射分岔图上来看，当摩擦系数 μ接近于０时，系
统保持为混沌运动；随着摩擦系数 μ增大，突然转
换为周期轨线．如图２（ｂ）所示，从 ＰＳ映射分岔图
上来看，周期穿越轨线经历了不同形式的粘滞，最

后转换为非穿越轨线．为了详细分析从穿越轨线到
非穿越轨线间的转换过程，将 ＰＳ映射分岔图进行
局部放大，如图２（ｃ）表示从穿越轨线到粘滞 －滑
移轨线间的转换，图２（ｄ）表示从粘滞 －滑移轨线
到非穿越轨线间的转换．

对应的各种运动形式如图３所示，（ａ）表示无
摩擦时的混沌运动；随着摩擦系数的增大，从（ｂ）
所示穿越轨线转换到（ｃ）所示两段粘滞 －滑移轨
线，经历了相邻的两次穿越滑动分岔；接着转换到

（ｄ）所示粘滞 －滑移轨线，经历了一次多滑动分
岔；然后经（ｅ）所示擦边滑动分岔，最终转换为（ｆ）
所示非穿越轨线．

图３　不同摩擦系数对应的轨线转换：（ａ）（ｂ）（ｃ）（ｄ）（ｅ）（ｆ）

μ＝０，０．１，０．２，０．３，１．１８，１．５

Ｆｉｇ．３　Ｏｒｂｉｔｓｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ：

（ａ）（ｂ）（ｃ）（ｄ）（ｅ）（ｆ）μ＝０，０．１，０．２，０．３，１．１８，１．５

３．２　驱动速度对滑动分岔的影响
固定摩擦系数μ＝０．１，然后让驱动速度 ｖｄｒ在

－０．３～０．３之间变化．一开始取初始值为（ｘ１，ｘ２）
＝（０，０），然后每次计算时取上一个参数的稳态值
为下一次计算初始值，得到如图４所示分岔图．蓝
色表示参数逐渐增加的分岔图，红色表示参数逐渐

减小的分岔图，可以看出明显的共存现象．仅从图
４（ｂ）所示ＰＳ映射来看，有四处都出现了连续映射
点，但配合图４（ａ）所示 ＰＴ映射来看，两处为粘滞
轨线，另外两处对应混沌轨线，因此如果只用一种

映射就无法正确反映系统行为的变化过程．

图４　驱动速度ｖｄｒ分岔图：（ａ）ＰＴ映射；（ｂ）ＰＳ映射；

（ｃ）（ｄ）ＰＳ映射在ｖｄｒ＝－０．１６～ －０．２６和０．１６～０．２６间放大

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｆｏｒｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｖｄｒ：（ａ）ＰＴｍａｐ；

（ｂ）ＰＳｍａｐ；（ｃ）（ｄ）ａｍｐｌｉｆｙｉｎｇｏｆＰＳｍａｐｉｎ

ｖｄｒ＝－０．１６～－０．２６ａｎｄｖｄｒ＝０．１６～０．２６

４５３
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从图４（ａ）所示的ＰＴ映射来看，经历了共存区
之后，混沌穿越轨线突然转变为以对称平衡点为中

心的周期穿越轨线，然后一直保持周期不变，混沌

运动和周期运动之间的转换是一种突然的跳跃．但
从图４（ｂ）所示的ＰＳ映射来看，穿越轨线最终要转
换为非穿越轨线．将这部分细化分析，如图４（ｃ）表
示以（－１，０）为中心的穿越轨线，经历了粘滞－滑
移轨线后变成了非穿越轨线；如图４（ｄ）则表示以
（１，０）为中心的穿越轨线，经历了粘滞－滑移轨线
后变成了非穿越轨线．由于二者完全对称，因此仅
对后者分析具体的轨线转换．

图５　混沌和周期轨的共存及转换：初值（－１，０）（ａ）（ｃ）（ｅ）ｖｄｒ＝

－０．１２→０→０．１２；初值（１，０）（ｂ）（ｄ）（ｆ）ｖｄｒ＝－０．１２←０←０．１２

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｏｆｃｈａｏｓａｎｄｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓ：

（ａ）（ｃ）（ｅ）ｖｄｒ＝－０．１２→０→０．１２ｆｏｒｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ（－１，０）；

（ｂ）（ｄ）（ｆ）ｖｄｒ＝－０．１２←０←０．１２ｆｏｒｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ（１，０）

从ＰＴ映射和ＰＳ映射都可以看出两种运动的
共存区，在ｖｄｒ＝－０．１５～－０．１之间以（－１，０）为
中心的周期穿越轨线，和以（１，０）为中心的混沌穿
越轨线共存，如图５（ａ）（ｂ）所示；在 ｖｄｒ＝－０．１～
０．１之间分别以（－１，０）和（１，０）为中心的周期
穿越轨线共存，如图５（ｃ）（ｄ）所示；在 ｖｄｒ＝０．１～

０．１５之间则以（－１，０）为中心的混沌穿越轨线，
和以（１，０）为中心的周期穿越轨线共存，如图 ５
（ｅ）（ｆ）所示．

图６表示图４（ｄ）所示分岔图的轨线转换，而
图４（ｃ）所示分岔图是一个完全对称的转换的过
程，在此不再赘述．如图６所示，从（ａ）所示以（１，
０）为中心穿越轨线转换到（ｂ）所示一侧粘滞 －滑
移轨线，在右侧粘滞区域的边界点必然要经历一个

穿越滑动分岔；接着转换到（ｃ）所示粘滞 －滑移轨
线，则在左侧粘滞区域的边界点必然经历一个切换

滑动分岔；然后必然要经历（ｄ）所示的擦边滑动分
岔，然后转换为近似以（１．１，０）为中心的非穿越轨
线．由于皮带驱动速度 ｖｄｒ的改变相当于改变了边
界，即使轨线不变，轨线与边界之间的关系也会改

变，如ｖｄｒ＝０．２５对应的是擦边轨线，ｖｄｒ＞０．２５之
后对应的就是非穿越轨线．在达到非穿越轨线以
后，无论驱动速度ｖｄｒ如何变化，该轨线保持不变．

从物理意义来说，具有恒定速度 ｖｄｒ的皮带驱
动是依靠摩擦力来实现的，当速度较小时会出现粘

滞和滑移运动之间的转换，皮带驱动速度会影响系

统轨线；当速度较大时完全保持滑移运动，不会出

现粘滞现象，皮带驱动速度对于运动轨线则没有影

响，此时摩擦力是一个常数，仅改变原系统的平衡

点．如图６（ｄ）和图５（ｄ）所示轨线形状基本一致，
但轨线中心向右移动了一定距离．

图６　不同驱动速度对应的轨线转换：

（ａ）（ｂ）（ｃ）（ｄ）ｖｄｒ＝０．１６，０．２，０．２３，０．２５

Ｆｉｇ．６　Ｏｒｂｉｔｓｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｏｒｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙ：

（ａ）（ｂ）（ｃ）（ｄ）ｖｄｒ＝０．１６，０．２，０．２３，０．２５
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４　结论

本文介绍了Ｆｉｌｌｉｐｏｖ系统发生粘滞现象的数学
描述，并介绍了ｄｉＢｅｒｎａｒｄｏ定义的四种滑动分岔，
用以研究粘滞－滑移轨线与其它轨线之间的转换．

本文引入了基于定相位面的ＰＴ映射和基于边
界的ＰＳ映射两种Ｐｏｉｎｃａｒé映射，ＰＴ映射用以描述
系统轨线的周期性，ＰＳ映射则用以描述系统轨线
与边界的关系．当出现粘滞的周期１轨时，ＰＴ映射
是１个点，ＰＳ映射则是连续点．而针对一个具有干
摩擦的Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，应用这两种 Ｐｏｉｎｃａｒé映射，既
反映Ｄｕｆｆｉｎｇ振子无摩擦时可能出现的混沌轨线；
又反映有摩擦时可能出现的粘滞－滑移轨线，可全
面反映系统行为的变化过程．

通过固定其他系统参数，重点研究了驱动速度

及摩擦系数对滑动分岔的影响，讨论了系统在混沌

和周期、及不同周期轨之间的转换与共存．分析发
现，从穿越轨线转换到粘滞－滑移轨线不仅可经穿
越滑动分岔和切换滑动分岔实现，也可经两个相邻

的穿越滑动分岔和多滑动分岔实现，而从粘滞－滑
移轨线转换到非穿越轨线须经擦边滑动分岔．
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