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摘要　考虑了一个具有脉冲耦合的复杂时滞动力网络的同步问题．基于脉冲时滞动力系统扩展的 Ｈａｌａｎａｙ

不等式，给出了网络同步的一个充分条件．所获结果表明，即使网络节点之间仅在一些离散时刻存在瞬时连

接，网络仍然能够达到同步．进一步将所得结果应用于一个由混沌ＦＨＮ神经元振子为动力节点所构成的一

个无标度的动力网络，数值仿真结果表明了理论结果的正确性．

关键词　复杂时滞动力网络，　脉冲耦合，　同步，　混沌ＦＨＮ振子

引 言

近年来，复杂网络的研究已渗透到物理学、数

学、生物学、工程学及社会科学等众多学科领域，它

已成为一个跨学科的研究热点［１，２］．特别地，复杂
动力网络的同步与控制问题已在科学和工程等众

多领域引起广泛关注．尤其是由耦合的混沌振子构
成的大规模复杂动力网络，在诸如随机网络，小世

界以及无标度网络拓扑结构下的同步与控制问题

已成为相当活跃的研究领域之一，对于各种不同

类型、不同拓扑结构的复杂网络的同步与控制问题

已有许多重要的结果［３－９］．
值得注意的是，上述大部分工作都是致力于连

续或离散耦合的复杂动力网络．然而，对于现实世
界中某些复杂动力网络，当受到一系列瞬时外部干

扰，比如频率改变、信道拥塞、随机噪声、数据丢包

等因素的影响下，网络节点仅在某些时刻发生作

用［１０］，有时这些作用是以瞬态的形式表征，如生物

神经网络中神经元放电发放模式．很明显，这种复
杂网络不能由纯连续或纯离散方式来刻画［３，５，６，７］，

通常称为脉冲的形式来描述．因此，研究具有脉冲
耦合的复杂时滞动力网络系统同步和控制，对于深

刻理解现实世界中许多复杂网络的动力学行为及

其演化规律，具有重要科学意义及应用价值．
本文研究了一个具有脉冲耦合的复杂时滞动

力网络的同步动力学问题，基于脉冲时滞动力系统

扩展的Ｈａｌａｎａｙ不等式，给出了一个简单而又一般
的网络同步化条件．进一步将所得到的结果应用于
一个由混沌ＦＨＮ神经元振子为动力节点所构成的
一个无标度复杂动力网络，数值模拟表明了所获理

论结果的正确性．

１　动力学模型

考虑一个由Ｎ个恒同的动力节点以线性耦合
形式组成的复杂时滞动力网络，其状态方程可用如

下可测微分方程表示：

ｘｉ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘｉ（ｔ））＋ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ（ｔ－τ）δ（ｔ－ｔｋ）

ｉ＝１，２，…，Ｎ （１）
其中，ｋ∈Ｚ＋＝｛１，２，…，＋∞｝，ｘｉ（ｔ）∈Ｒ

ｎ为第 ｉ

个耦合振子系统的状态变量；Ｒ×Ｒｎ→Ｒｎ为连续的
向量值函数；常数 ｃ＞０为耦合强度；常数 τ＞０表
示耦合时滞；Ａ＝［ａｉｊ］Ｎ×Ｎ表示网络的外部耦合矩
阵，是一个行和为０的不可约对称矩阵，它的特征

值满足０＝λ１＞λ２≥λ３≥…≥λＮ；对每一固定的脉

冲耦合时刻ｔｋ，满足 ｔｋ＜ｔｋ＋１，且 ｌｉｍｋ→∞ｔｋ＝＋∞；这里

δ（ｔ）为Ｄｉｒａｃ脉冲函数，它表征在 ｔｋ时刻节点之间
链接的脉冲效应．

假定方程（１）的初值 ｉ（ｔ）∈ＰＣ（［ｔ０－τ，ｔ０］，

Ｒｎ）且满足解的存在唯一性条件，这里ＰＣ（［ｔ０－τ，

ｔ０］，Ｒ
ｎ）表示在［ｔ０－τ，ｔ０］内任意紧子区间内右连

续的有界变差函数的全体．
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２　同步化准则

一般地，如果脉冲耦合复杂时滞动力网络（１）
的所有解ｘｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）满足

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｘｉ（ｔ）－ｓ（ｔ）‖＝０，　ｉ＝１，２，…，Ｎ （２）

则称动力网络（１）是完全同步的，其中 ｓ（ｔ）称为这

个网络的同步态．令ｓ（ｔ）＝１Ｎ∑
Ｎ

ｋ＝１
ｘｋ（ｔ），我们给出如

下网络同步的定义．
定义　如果存在常数γ＞０和Ｍ＞０，存在δ＝δ

（γ），对任意ｉ（ｔ）∈ＰＣ（［ｔ０－τ，ｔ０］，Ｒ
ｎ），使得当

‖ｉ（ｔ）－ｊ（ｔ）‖ ＜δ（ｉ，ｊ∈１，２，…，Ｎ）时，通过初
值（ｔ０，ｉ）的解ｘｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ）满足

‖ｘｉ（ｔ）－ｓ（ｔ）‖≤Ｍｅ
－γ（ｔ－ｔ０），

则称动力网络（１）是局部指数同步的．
定理　假设存在常数 λ＞０，σ＞０，ε＞０使得

对所有ｋ∈Ｚ＋满足：
（Ｃ１）０＜ｂｋ－１＋ｄｋ－１ｅλτ≤１，
（Ｃ２）σ－λ－α≥０，

（Ｃ３）（σ－λ）（ｔｋ－ｔｋ－１）＜－ｌｎ（ｂｋ－１＋ｄｋ－１ｅλτ），

其中，０＜α＜＋∞，满足∑Ｔ（ｔ）＋∑（ｔ）≤αＩｎ，∑
（ｔ）为ｆ（ｔ，ｓ）在ｓ（ｔ）处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，其２－范数
对时间 ｔ一致有界，上确界记为‖∑‖；ζｋ表示在
［ｔ０－τ，ｔ０］内发生的脉冲耦合次数；

Δ＝ｓｕｐ
ｋ
｛ｔｋ＋１－ｔｋ｝，

ｂｋ＝ｍａｘ｛（１＋ｃλｉ）
２＋εζｋｃ

２λ２ｉ（１＋ｃλｉ）＋
　εｃλｉΔ（１＋ｃλｉ）（ζｋ＋１）‖Σ‖｝，

ｄｋ＝ｍａｘ｛ε
－１ζｋｃ

２λ２ｉ（１＋ｃλｉ）＋ε
－１ｃ｜λｉ｜Δ（１＋

　ｃλｉ）（ζｋ＋１）‖Σ‖＋ζ
２
ｋｃ
４λ４ｉ＋

　ζｋΔｃ
３｜λ３ｉ｜（ζｋ＋１）‖Σ‖＋

　ｃ２λ２ｉΔ
２（ζｋ＋１）

２‖Σ‖｝．
那么对任意耦合强度 ｃ∈（０，－２／λＮ），动力网络
（１）是局部指数同步的．

证明　定义网络（１）的同步误差
ｅｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－ｓ（ｔ），　ｉ＝１，２，…，Ｎ （３）

注意到∑Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）＝０，考虑（１）在同步态ｓ（ｔ）处

的变分方程：

ｅｉ（ｔ）＝∑（ｔ）ｅｉ（ｔ），　　　　ｔ≠ｔｋ

Δｅｉ（ｔｋ）＝ｃ∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉｊｅｉ（ｔｋ－τ），　ｔ＝ｔ

{
ｋ

（４）

因此，动力网络（１）的同步问题转化为上述脉冲动

力系统的稳定性问题．

记ＡＴ＝ＵＴＪＵ为 Ａ的对称实 Ｓｃｈｕｒ分解，这里

Ｕ为一实正交矩阵，Ｊ＝ｄｉａｇ（０，λ２，…，λＮ），令［δ
Ｔ
１，

…，δＴＮ］
Ｔ＝（ＵＴＩｎ）［ｅ

Ｔ
１，…，ｅ

Ｔ
Ｎ］
Ｔ，相应（４）转化为

如下形式

δ·ｉ（ｔ）＝∑（ｔ）δｉ（ｔ），　　ｔ≠ｔｋ
Δδｉ（ｔｋ）＝ｃλｉδｉ（ｔｋ－τ），　ｔ＝ｔ{

ｋ

（５）

这里δ１（ｔ）＝０，ｉ＝２，３，…，Ｎ．

构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖｉ（ｔ）＝
１
２δ

Ｔ
ｉ（ｔ）δｉ（ｔ），当 ｔ

≠ｔｋ时，有

Ｄ＋Ｖｉ（ｔ）＝
１
２（δ

·Ｔ
ｉ（ｔ）δｉ（ｔ）＋δ

Ｔ
ｉ（ｔ）δ

·

ｉ（ｔ））＝

　１２δ
Ｔ
ｉ（ｔ）（Σ（ｔ）

Ｔ＋Σ（ｔ））δｉ（ｔ）≤αＶｉ（ｔ）．（６）

当ｔ＝ｔｋ时，记误差状态变量 δｉ（ｔ）在［ｔｋ－τ，

ｔｋ）内发生的脉冲耦合时刻分别为 ｔｋ－ζｋ＜ｔｋ－ζｋ＋１＜

…＜ｔｋ－１．我们有

　δｉ（ｔｋ）＝（１＋ｃλｉ）δｉ（ｔ
－
ｋ）－ｃ

２λ２ｉ∑
ζｋ

ｊ＝１
δｉ（ｔｋ－ｊ－τ）－

ｃλｉ（∑
ζｋ

ｊ＝１
∫
ｔｋ－ｊ＋１

ｔｋ－ｊ
Σ（ｔ）δｉ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｔｋ－ζｋ

ｔｋ－τ（ｔｋ）
Σ（ｔ）δｉ（ｔ）ｄｔ），

　　　　ｉ＝２，３，…，Ｎ （７）

由（７）式及不等式ｘＴｙ＋ｙＴ≤εｘＴｘ＋ε－１ｙＴｙ，得

Ｖｉ（ｔｋ）≤（１＋ｃλｉ）
２Ｖｉ（ｔ

－
ｋ）＋ζｋｃ

２λ２ｉ（１＋ｃλｉ）×

　（εＶｉ（ｔ
－
ｋ）＋ε

－１［Ｖｉ（ｔｋ）］２τ－））＋ｃλｉΔ（１＋

　ｃλｉ）（ζｋ＋１）‖Σ‖（εＶｉ（ｔ
－
ｋ）＋

　ε－１［Ｖｉ（ｔｋ）］２τ－）＋ζ
２
ｋｃ
４λ４ｉ［Ｖｉ（ｔｋ）］２τ－ ＋

　ζｋΔｃ
３λ３ｉ（ζｋ＋１）‖Σ‖［Ｖｉ（ｔｋ）］２τ－ ＋

　ｃ２λ２ｉΔ
２（ζｋ＋１）

２‖Σ‖［Ｖｉ（ｔｋ）］２τ－， （８）

其中［Ｖｉ（ｔｋ）］２τ－ ＝ ｓｕｐ
ｔｋ－２τ≤ｔ＜ｔｋ

Ｖｉ（ｔ）．

我们有

Ｖｉ（ｔｋ）≤ｂｋＶｉ（ｔ
－
ｋ）＋ｄｋ［Ｖｉ（ｔｋ）］２τ－． （９）

由文献［９］中关于脉冲时滞动力系统扩展的
Ｈａｌａｎａｙ不等式知，方程（５）是局部指数稳定的．证
毕．

定理表明，除了节点动力学之外，网络的同步

还极大地依赖于如下两个因素：一是脉冲耦合时

刻网络的拓扑结构，二是脉冲耦合时间间隔．此外，
定理中的条件均是充分的，而非必要的．这一点我
们可以由下面的数值模拟加以阐明．

９４３
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３　数值模拟

为验证理论结果的正确性，考虑由３０个耦合
混沌ＦＨＮ神经元振子为动力学节点组成的一个无
标度（Ｓｃａｌｅ－ｆｒｅｅ）动力网络．它从一个具有ｋ０个节
点的网络开始，每次增加一个新的节点，使之连接

到个已经存在的节点上，连接概率是该节点的度与

其他节点度之和的比值．因此，其节点的度近似服
从幂率分布Ｐ（ｋ）～ｋ－γ，这里 γ＝－３与 ｋ０无关．
选取ｋ＝ｋ０＝５，耦合矩阵 Ａ将按照文献［６］中的 Ｂ
－ＡＳＦ模型在ＭＡＴＬＡＢ环境下随机生成，其中 λ２
＝－１．７０２７，λ３０＝－１６．３０２７．
孤立的ＦＨＮ神经元振子动力学方程：
ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋ｇ（ｔ，ｘ（ｔ））， （１０）

这里

Ａ＝
１ －１[ ]１ ０

，

ｇ（ｔ，ｘ（ｔ））＝
－ｘ３１（ｔ）＋ａｓｉｎ（２πωｔ）

　　　　０．[ ]８
，

其中 ａ，ω分别为外部周期性输入的振幅及频率．
众所周知，ＦＨＮ神经元模型具有较为复杂的动力
学行为，例如周期性、拟周期性以及混沌特性．当参
数ａ＝０．４８，ω＝０．１时，（１０）式解的轨道呈现出混
沌吸引子性质．对任意初始状态 ｘ（ｔ）都是有界的，
且迅速落入一有界区域｜ｘ１（ｔ）｜≤２．５，如图１．

图１　参数为ａ＝０．４８，ω＝０．１时，孤立

ＦＨＮ神经元振子的混沌轨道

Ｆｉｇ．１　ＡｃｈａｏｔｉｃｏｒｂｉｔｓｏｆａｎｉｓｏｌａｔｅｄＦＨＮｎｅｕｒｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

ｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓａ＝０．４８，ω＝０．１

记ｓ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］
Ｔ，该系统在ｓ（ｔ）处的雅可

比矩阵（Ｊａｃｏｂｉａｎ）为：

Σ（ｔ）＝
１－ｘ２１ －１[ ]０ １

易得Σ（ｔ）Ｔ＋Σ（ｔ）≤３Ｉｎ．
例１　相关参数取值如下：
ｃ＝０．００４，ｔｋ－ｔｋ－１＝０．００１，τ＝０．００９，可知 ζｋ

＝０．取λ＝０．００１，σ＝３．０１，容易验证定理中的条
件均成立，初值在区间［－１，１］内随机选取，数值
模拟结果见图２．

图２　３０个节点的时间历程曲线ｃ＝０．００４，

ｔｋ－ｔｋ－１＝０．００１，τ＝０．００９

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆ３０ｎｏｄｅｓｗｉｔｈｃ＝０．００４，

ｔｋ－ｔｋ－１＝０．００１，τ＝０．００９

例２　当参数 ｃ＝０．０１，ｔｋ－ｔｋ－１＝０．０５，τ＝０．
１９时，可以验证定理中的条件（Ｃ１）并不满足，但是
通过数值模拟可以看出，网络（１）仍能达到同步，
如图３所示，这进一步说明定理中的同步化准则为
充分非必要条件．

图３　３０个节点的时间历程曲线ｃ＝０．０１，

ｔｋ－ｔｋ－１＝０．０５，τ＝０．１９

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆ３０ｎｏｄｅｓｗｉｔｈｃ＝０．０１，

ｔｋ－ｔｋ－１＝０．０５，τ＝０．１９

４　结论

本文考虑了一个复杂脉冲耦合时滞动力网络

的同步动力学问题，应用时滞动力系统的脉冲稳定

性理论，给出了复杂动力网络达到同步的充分条

件．所获的结果有助于我们进一步理解这类复杂网
络的动力学机制，所采用的方法将能够扩展到处理

０５３
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更为一般的复杂动力网络的同步与控制问题．
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