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ＳＤ振子中内部激变现象的研究
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摘要　应用广义胞映射图论方法（ＧＣＭＤ）研究ＳＤ（ｓｍｏｏｔｈａｎｄｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｓｙｓｔｅｍｓ）振子的内部激变现象．

通过对ＳＤ常微分方程系统的全局分析发现周期解通向混沌的内部激变现象是由于周期吸引子与在其吸引

域内部的混沌鞍碰撞产生的．混沌鞍是胞空间中的瞬态自循环胞集，周期吸引子与混沌鞍发生碰撞后，混沌

鞍转化为混沌吸引子新增的一部分；内部激变不会改变原来吸引域的形状且具有可逆性和对扰动的不敏感

性．同时改进广义胞映射图论方法，提出盒子维数的广义胞映射图论方法的近似计算方法．
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引 言

混沌吸引子的突然变化在非线性动力系统中

是一种普遍现象．激变按它所引起的吸引子不连续
变化的性质可分为边界激变（ｂｏｕｎｄａｒｙｃｒｉｓｉｓ）和内
部激变（ｉｎｔｅｒｉｏｒｃｒｉｓｉｓ）［１］．边界激变是由于混沌吸
引子与其吸引域边界上的不稳定不变集（不稳定周

期轨道）碰撞，导致系统的稳定混沌吸引子突然消

失，并伴随着混沌鞍的出现．混沌鞍是指相空间中
不稳定的混沌不变集．内部激变是由于吸引子与吸
引域内部的不稳定不变集（不稳定周期轨道）碰

撞，导致系统稳定的吸引子大小的突然变化．Ｓｉ
ｍｏ［１］和 Ｇｒｅｂｏｇｉ［１，２］等人对离散映射系统进行了广
泛的研究．Ａｂｒａｈａｍ［３］和Ｕｅｄａ［４］在微分方程系统中
也观察到这种吸引子的突然消失．Ｌ．Ｈｏｎｇ和 Ｊ．
Ｘ．Ｘｕ［５，６，７，１１］对常微分系统中的内部激变现象以
及边界激变现象进行了深入的研究．

Ｓｔｅｗａｒｔ［８，９］在常微分系统中首次发现了一类新
的混沌吸引子突然消失的现象，证明了这种混沌吸

引子的突然消失是由于混沌吸引子碰撞吸引域边

界，后来Ｔｈｏｍｐｓｏｎ［１０］等人在对耗散常微分系统的
分岔进行了详细的分类时，将 Ｓｔｅｗａｒｔ发现的混沌
吸引子突然消失归为新的一类混沌吸引子的不连

续分岔，并称为边界激变（ｃｈａｏｔｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｃｒｉｓｉｓ）
或混沌鞍突变（ｃｈａｏｔｉｃｓａｄｄｌｅｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅ）．Ｔｈｏｍｐ
ｓｏｎ，Ｓｔｅｗａｒｔ和Ｕｅｄａ对耗散动力系统吸引子的分岔

进行分类时，根据常规吸引子（ｒｅｇｕｌａｒａｔｔｒａｃｔｏｒ即周
期解和稳定的不动点）和混沌吸引子（ｃｈａｏｔｉｃａｔ
ｔｒａｃｔｏｒ）的连续和不连续分岔路径将分岔分为安全
分岔（ｓａｆｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）、激增分岔（ｅｘｐｌｏｓｉｖｅｂｉｆｕｒｃａ
ｔｉｏｎ）和危险分岔（ｄａｎｇｅｒｏｕｓｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）．Ｌ．Ｈｏｎｇ
和 Ｊ．Ｘ．Ｘｕ［１１］利用广义胞映射方法（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ｃｅｌｌｍａｐｐｉｎｇｄｉｇｒａｐｈ），证实了 Ｓｔｅｗａｒｔ的混沌的边
界激变的存在，并发现了嵌入在分形吸引域边界内

的混沌鞍，证明这个混沌鞍由于碰撞混沌吸引子导

致混沌吸引子完全突然消失，并且对混沌鞍的形成

机理进行了详细的阐述，解答了边界激变是由于混

沌吸引子碰撞不稳定不变集的稳定流形（及吸引域

边界）还是碰撞不稳定不变集（混沌鞍）本身的疑

问．
广义胞映射图论方法是 ＨＳＵ［１２］在１９９５年提

出，该方法有图论以及序数论的严格数学证明支

持，能够有效的分析非线性动力学的全局分岔现

象，如激变．ＧＣＭＤ方法能够对激变的产生机理进
行直观的有效的分析，是非线性动力学全局分析的

强有力的工具．
本文借助广义胞映射图论方法，研究 ＳＤ方

程［１３，１４］的光滑参数在０＜α＜１区间范围内全局分
岔特性．周期吸引子与其吸引域内部的混沌鞍发生
碰撞导致系统通向混沌，在通向混沌的过程中，混

沌鞍随着光滑参数α的减小而逐渐膨胀增大，表现
为在胞空间中由多个瞬态自循环胞集合并成分岔
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前瞬态的一个瞬态自循环胞集；结合混沌鞍的稳定

与不稳定流形，给出了不稳定不变集的不稳定流

形．图３所示的分岔图说明系统存在两个分岔点，
当分岔参数α通过两个分岔点时系统发生了突变
现象．通过后边的分析可知，这是由于周期吸引子
与其吸引域内部的混沌鞍碰撞导致周期吸引子的

突然增大．新的混沌吸引子包括两部分，一部分为
分岔前的周期吸引子，另一部分为分岔前周期吸引

子内部的瞬态自循环胞集即混沌鞍．我们的结论验
证了Ｔｈｏｍｐｓｏｎ［１０］等人提出的激增分岔（ｅｘｐｌｏｓｉｖｅ
ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）是由于周期吸引子碰撞它的吸引域内
部的混沌鞍，而周期吸引子与其吸引域内部的混沌

鞍碰撞只是激增分岔（ｅｘｐｌｏｓｉｖｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）的一种
情况．

本文同时讨论了盒子维数的广义胞映射图论

方法的近似计算方法，给出了稳定流形与不稳定流

形在广义胞映射图论方法中的算法实现［１６］．

１　广义胞映射图论方法

１．１　广义胞映射图论方法［１２］

广义胞映射图论方法研究常微分动力系统的

演化形式．胞映射的基本思想是将连续状态空间离
散为胞状态空间，动力系统的演化转变为胞与胞的

映射关系，随着胞状态空间上的局部二元关系的建

立，广义胞映射动力系统与图的有向图形成一一对

应关系，考虑微分动力系统：

ｘ＝Ｆ（ｘ，ｔ，μ）；　ｘ∈ＲＮ，ｔ∈Ｒ，μ∈ＲＫ

其中ｘ是Ｎ维状态向量，ｔ是时间变量，μ是Ｋ维参
数向量，Ｆ是向量函数．

图１　根据微分动力系统建立局部二元关系

（ａ）微分动力方程；（ｂ）广义胞映射系统

Ｆｉｇ．１　Ｂｉｎａｒｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ

（ａ）Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ；（ｂ）Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｅｌｌｍａｐｐｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

根据微分定义，考虑时间 Δｔ内的动力系统的
演化可以将上式写成如下形式：

Δｘ＝Ｆ（ｘＡ，ｔ）Δｔ
建立局部二元关系，图１（ａ）所示，系统的状态

空间中的任意一点在经过时间 Δｔ后，都会有这样
一种简单的映射关系；图１（ｂ）中，在状态胞Ａ中均
匀取采样点，形成如图所示的胞映射关系．

为了研究动力系统的演化方式，我们可以在感

兴趣的区域内将状态空间离散为胞状态空间，对胞

状态空间中的每个胞建立如图１（ｂ）的胞映射动力
系统的二元映射关系．这样，胞状态空间中的有向
图也就形成了．
１．２　胞映射方法的实施

ＧＣＭＤ方法具体实施步骤如下：
（１）构建广义胞映射动力系统．采用胞采样点

方法构建广义胞映射动力系统，因为我们只对动力

系统的拓扑性质进行研究，所以在像胞的形成过程

中的我们只存储０和１信息，０表示胞与胞之间不
存在映射关系，１表示胞与胞之间存在映射关系．
在存储像胞信息的过程，同时要存储原像胞信息．

（２）深度优先搜索．确定胞映射动力系统的永
久自循环胞集（吸引子）和瞬态自循环胞集（鞍即

不稳定解），对应到图论中的强连通子图．
（３）形成压缩映射系统．经过深度优先搜索形

成的压缩胞映射动力系统为无环的有向图（除了映

射到压缩集合自身）．利用离群算法（ｐｅｅｌｉｎｇｏｆｆａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍ）将压缩映射系统中压缩集合赋予级数．

（４）记录胞的归宿信息，输出吸引子集，边界
集，自循环集，吸引域集等相关信息．
１．３　胞映射方法中边界维数的计算

盒子维数［１８］（Ｂｏｘｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）是应用最广泛的
维数之一，它的普遍应用主要是由于这种维数的计

算及经验估计相对容易．
设Ｆ是Ｒｎ上任意的非空的有界子集，Ｎδ（Ｆ）

是直径最大为δ，可以覆盖Ｆ的集的最少个数，则Ｆ
的盒子维数记为：

ｄｉｍＢＦ＝ｌｉｍ
δ→０

ｌｎＮδ（Ｆ）
－ｌｎδ

我们取边长为 δ的小盒子，把分形覆盖起来，
记下能覆盖分形的小盒子的数目，记为 Ｎδ（Ｆ），然
后缩小盒子的尺寸 δ，并记录新尺寸 δ下所对应的
Ｎδ（Ｆ）．根据前面的定义，只要在双对数坐标纸上
画出 ｌｎＮδ（Ｆ）对 －ｌｎδ曲线，并求其直线部分的斜
率即为此分形的维数．

２３３
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在胞映射系统中，建立胞映射动力系统的时

候，我们将相空间离散为相互独立的胞，这样每个

独立的胞就具有了盒子的性质．经过 ＧＣＭＤ计算
所搜索到的多归宿胞（边界胞）将系统的精确边界

所覆盖，随着 δ的变化 Ｎδ（Ｆ）将随之发生改变．
ＨＳＵ指出当相空间中胞的尺寸 δ无限趋于０的时
候，胞空间的解也将趋于精确解［１２］．我们改变胞空
间的划分方法，可以得出有限组［δ，Ｎδ（Ｆ）］数据，
根据上面所提到盒子维数的定义绘制 ｌｎＮδ（Ｆ）对
－ｌｎδ的双对数坐标曲线，并计算其直线部分的斜
率即为该边界的维数．边界的维数对于分形边界来
说具有重要的意义．
１．４　稳定流形与不稳定流形［１５］

在 ＧＣＭＤ中，我们建立了压缩映射系统，
ＨＳＵ［１２］已经证明，压缩映射为无环（除了自循环）
的有向图，如果一个胞以自循环胞集为归宿，则在

庞加莱界面上必然存在一条轨线通向该不稳定不

动点即稳定流形，如果自循环胞集以吸引子胞集为

最终归宿，则存在一条轨线通向吸引子胞集即不稳

定流形．根据这一特点，存在如下压缩映射关系：
（１）在胞空间中，对于一个瞬态自循环集，如

果有一个胞以此瞬态自循环集为归宿，则必存在一

条从一个瞬态无环集合（只包含一个胞的集合）到

该瞬态自循环胞集中某一个顶点胞的路径，也即存

在一条从该胞中的某一初值点出发到该瞬态自循

环集合所对应的不稳定解的某一点的轨迹．因此，
该顶点胞（瞬态无环胞集）包含了该不稳定解稳定

流形上的点．
（２）在胞空间中，因为瞬态自循环胞集以吸引

子胞集为最终归宿，并且在运动到吸引子胞集的过

程中会经过有限的胞（只包含一个胞的瞬态无环集

合），则必存在一条从该瞬态自循环胞集中某一顶

点胞到吸引子胞集的路径．也即存在一条从该瞬态
自循环胞集中某个顶点胞中某一初值点出发到瞬

态无环胞集中的顶点胞的轨线．因此，该瞬态无环
集合中的顶点胞包含了该瞬态自循环集所对应的

不稳定解的不稳定流形上的点．
根据上面的讨论，以及 ＧＣＭＤ已经建立起的

压缩映射信息，从瞬态自循环胞集出发搜索其原象

与映象信息，进行如下的迭代：

稳定流形算法实现：

输入：一个瞬态自循环胞集；

步１：初始化集合Ａ１；
步２：将瞬态自循环集放入到Ａ１中；
步３：清空集合 Ａ２；搜索 Ａ１的原像集合，如果

集合Ｃ未被搜索过，将其放入Ａ２中；
步４：如果Ａ２＝则停止搜索；
步５：令Ａ１＝Ａ２，清空Ａ２，转步３；
不稳定流形算法实现：

输入：一个瞬态自循环集；

步１：初始化集合Ａ１；
步２：将瞬态自循环集放入到Ａ１中；
步３：清空集合 Ａ２；搜索 Ａ１的映射压缩集合，

如果集合Ｃ未被搜索过，将其放入Ａ２中；
步４：如果Ａ２＝则停止搜索；
步５：令Ａ１＝Ａ２，清空Ａ２，转步３；

２　ＳＤ系统中的激变现象

ＳＤ（ｓｍｏｏｔｈａｎｄｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｅ）动 力 方 程 见
Ｃａｏ［１３，１４］．其物理结构如图２所示，这个振动类似
于翘曲桁架系统（ｓｎａｐ－ｔｈｒｏｕｇｈｔｒｕｓｓｓｙｓｔｅｍ）．质量
块ｍ连接于一对倾斜的弹簧上，这个弹簧能够被
拉压，弹性系数为ｋ，末端固定在一个刚性底座上，
这个模型类似于 Ｔｈｏｍｐｓｏｎ和 Ｈｕｎｔ［１６］提出的弹性
拱模型（图２ａ）．虽然弹簧提供线性回复力，但是由
于模型几何结构的改变使作用在质量块上的垂直

方向的力表现为强非线性．方程如下：

ｘ̈＋２ξｘ＋ω２０ｘ１－
１
ｘ２＋α槡( )２ ＝ｆ０ｃｏｓωｔ

图２　（ａ）简单的弹性拱；（ｂ）非线性振动的动力学模型

Ｆｉｇ．２　（ａ）Ｓｉｍｐｌｅｅｌａｓｔｉｃａｒｃｈ；（ｂ）Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌ

考虑ω０＝１．０６０６，ｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４时，取初始
条件为（ｘ０，ｄｘ０／ｄｔ）＝（１，０），分岔参数α在（０，１）范
围内变化，应用四阶Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ算法，选取步长ｈ
＝０．００１，计算２０００倍周期Ｔ的瞬态，在计算中舍去
前１９８０个周期的瞬态，在后２０个周期内记录在Ｔ／ｎ
＝２π／ω０时的瞬态，可得分岔图，如图３．

３３３
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在图３（ａ）、图３（ｂ）中我们可以观察到随着参
数α的减小系统在两个临界点发生激变现象，即由
周期解通向混沌．分岔参数α的一个分岔临界值位
于区间（０．６０，０．６１）内，当系统的分岔参数 α通过
临界值时，系统的周期解突然扩张增大，系统由周

期解通向混沌．分岔参数α的另一个分岔临界值位
于区间（０．０６，０．０７）内，系统也发生了吸引子的激
变现象．观察图３的混沌区间可知，在分岔参数 α
减小的过程中，混沌吸引子的大小随着分岔参数 α
的减小而在不断增大．

构造广义胞映射动力系统，选取 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面

∑＝｛（ｘ，ｄｘ／ｄｔ，θ）｜ｃｏｓωｔ＝０｝，我们考虑感兴趣的
有限区域Ｄ：｛－５＜ｘ＜２．５｝×｛－２＜ｘ＜３｝，并用
８００×８００个胞均匀的覆盖感兴趣的有限区域，在
感兴趣的区域Ｄ以外引入陷胞（ｓｉｎｋｃｅｌｌ），状态胞
的总数目（包括陷胞）为：Ｎ＝８００×８００＋１，我们对
所有的胞进行一维排序，从１到Ｎ用正整数依次顺
序的标记每一个状态胞，在每一个状态胞内均匀的

取１０×１０个采样点，从每一个采样点出发，采用四
阶的Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法积分一个激励周期内的象
点．象点所在的胞ｊ就是胞ｉ的一个映射象胞．我们
利用广义胞映射图论方法研究系统的定性性质，转

移概率大于０表示胞 ｊ和胞 ｉ存在映射关系，用１
表示；转移概率等于０，表示胞空间中胞 ｊ和胞 ｉ不
存在映射关系，用０表示．

图３　固定参数ω０＝１．０６０６，ｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４，初始条件为

（ｘ０，ｄｘ０／ｄｔ）＝（１，０），分岔参数α在（０，１）范围内的分岔图

Ｆｉｇ．３　Ｌｅｔω０＝１．０６０６，ｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４，ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

（ｘ０，ｄｘ０／ｄｔ）＝（１，０），ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒα

ｃｈａｎｇｅｓｉｎｔｈｅｒａｎｇｅｏｆ（０，１）

固定ＳＤ系统方程中的参数ｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４
和ω０＝１．０６０６，α为分岔参数．利用 ＧＣＭＤ方法研
究系统由周期吸引子通向混沌的不连续变化的机

理．当参数α在０．６１＜α＜１范围内变化时，如图４
（α＝０．８０）所示，通过计算，系统存在一个周期一
吸引子（红色），同时在周期一吸引子的吸引域内

部存在１０个非周期瞬态自循环胞集，其中有６个
伪瞬态自循环胞集，舍去６个伪瞬态自循环胞集，４
个瞬态自循环胞集由外到里分别用深青色，绿色，

粉红色和深绿色表示，图４中白色区域表示周期一
吸引子的吸引域，青色区域表示无穷远吸引子的吸

引域，蓝色表示周期１吸引子的吸引域与无穷远吸
引子的吸引域边界．根据上节中流形算法得到图４
（ｂ），分析图中信息，在周期一吸引子的吸引域内．

图４　方程（１）在固定参数ｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４和ω０＝１．０６０６，

α＝０．８０时在区域Ｄ：｛－５＜ｘ＜２．５｝×｛－２＜ｘ＜３｝内的相图

Ｆｉｇ．４　Ｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｔｈｅｆｉｘｅｄｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４，

ω０＝１．０６０６，ａｎｄα＝０．８０ｉｎｔｈｅｄｏｍａｉｎｏｆ

Ｄ：｛－５＜ｘ＜２．５｝×｛－２＜ｘ＜３｝

图５　方程（１）在固定参数ｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４和ω０＝１．０６０６，α取

０．６０和０．６１时在区域Ｄ：｛－５＜ｘ＜２．５｝×｛－２＜ｘ＜３｝内的相图

Ｆｉｇ．５　Ｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｔｈｅｆｉｘｅｄｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４，

ω０＝１．０６０６，α＝０．６０，ａｎｄα＝０．６１ｉｎｔｈｅ

ｄｏｍａｉｎｏｆＤ：｛－５＜ｘ＜２．５｝×｛－２＜ｘ＜３｝

随着参数α在区间０．６１≤α≤１内减小，混沌
鞍会沿着不稳定流形而逐渐膨胀，并且由多个瞬态

自循环胞集合并成一个瞬态自循环胞集，如图５（α
＝０．６１）所示．图５（ａ）给出了吸引子与混沌鞍碰撞
前的瞬态，图５（ｂ）为碰撞后周期吸引子扩张增大，
周期吸引子激变成混沌吸引子．在内部激变中，周

期吸引子与其吸引域内部的混沌鞍发生碰撞而导

致其体积的突然增大，如果在新增大的吸引子上的

轨迹反复出现同宿缠绕或者马蹄结构，则系统由周

期通向混沌．在内部激变过程中，这个新的吸引子
是确定的，其由两部分组成，一部分是分岔前周期

吸引子，另一部分是分岔前的混沌鞍即本文所提到

４３３
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的瞬态自循环胞集，系统不会因为周期吸引子与混

沌鞍碰撞而导致不确定性的结果出现，不会因为控

制参数的变化速率而产生不确定的结果，并且对噪

声及误差不敏感．如果分岔参数 α从０．６０增大到
０．６１，在光滑参数 α通过同样的临界分岔点后，动
力系统会从一个混沌吸引子变成一个周期吸引子，

即系统的内部激变具有可逆性，这是与具有分形边

界的边界激变现象是截然不同的．同时，系统的吸
引域不会发生变化，这就是对内部激变机理的解

释．

α的另一个分岔临界值出现在０．０６５＜α＜０．
０６６的范围内，图６（ｂ）为红色区域 α＝０．０６６时的
混沌吸引子，白色为其吸引域，蓝色代表无穷远吸

引子吸引域与混沌吸引子吸引域的边界，青色表示

无穷远吸引子的吸引域．图６（ａ）为α＝０．０６５时的
瞬态自循环胞集与周期５吸引子共存的胞空间相
图，随着参数α从０．０６５增大到０．０６６，系统参数α
通过临界分岔点，周期５吸引子与瞬态自循环胞集
碰撞，导致吸引子的突然增大，新的混沌吸引子包

括两部分，一部分是分岔前的周期５吸引子，另一
部分为分岔前周期５吸引子吸引域内的瞬态自循
环胞集，系统的吸引域及边界均未发生变化，碰撞

后的结果是确定性的，不受参数变化速度的影响，

同时内部激变具有可逆性．

图６　方程（１）固定参数ｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４，ω０＝１．０６０６，α取０．０６５

和０．０６６时在区域Ｄ：｛－５＜ｘ＜２．５｝×｛－２＜ｘ＜３｝内的相图

Ｆｉｇ．６　Ｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｔｈｅｆｉｘｅｄｆ０＝０．８３，ζ＝０．０４，

ω０＝１．０６０６，α＝０．０６５ａｎｄα＝０．０６６ｉｎｔｈｅｄｏｍａｉｎｏｆ

Ｄ：｛－５＜ｘ＜２．５｝×｛－２＜ｘ＜３｝

３　结论

本文利用广义胞映射图论方法研究了 ＳＤ微
分动力系统的内部激变现象，验证周期吸引子的突

然增大是由于周期吸引子与其吸引域内部的混沌

鞍碰撞产生的，这个混沌鞍是胞空间中的瞬态自循

环胞集，代表内部激变后形成的混沌吸引子的新增

的一部分．同时内部激变不会改变分岔前周期吸引
子的吸引域的形状，且内部激变具有可逆性和对扰

动的不敏感性．
本文讨论了盒子维数与广义胞映射图论方法

的关系，我们将继续深入研究盒子维数［１８］的广义

胞映射图论方法的近似计算方法，验证该方法的可

行性．稳定流形与不稳定流形在广义胞映射图论方
法中的算法实现是一种研究非线性动力系统全局

特性的的强有力工具．利用该方法能够清楚的观察
到边界激变中的同宿相切现象；在含有三个吸引子

的动力系统中，存在一种 Ｗａｄａ吸引域，利用该方
法我们可以清楚的看到分形吸引域边界上鞍点的

不稳定流形穿过三个吸引域，这也是判断吸引域边

界是否为Ｗａｄａ的必要条件［１７］．
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