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摘要　 非线性输出频率响应函数是由Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数发展而来的一个新概念．对一类具有反对称阻尼特性的

隔振器，通过该概念推导出了振动传递性与系统非线性参数之间的显式解析关系；进而系统地研究了非线

性阻尼参数对隔振器的力传递性能和位移传递性能的影响．研究结果表明，虽然非线性隔振器在受正弦信

号激励下会出现高次倍频分量，但对于其传递性能的评估仍可简单地通过系统输入和输出信号的基频分量

之间的关系来衡量；另外，反对称非线性阻尼能够有效地抑制隔振器在共振区的力传递性和位移传递性，而

在非共振区则基本无抑制效果．研究结果对于具有反对称阻尼特性的隔振器的分析与设计具有重要意义．

关键词　非线性振动，　Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数，　非线性阻尼，　隔振器

引 言

隔振器常安装在振源与被保护设备之间，以降

低振动能量的传递，从而保护设备．根据隔振器的
振动响应是否能用常系数线性微分方程来描述，可

将隔振器分为线性［１］与非线性［２］两类．另外，还可
根据隔振器工作时是否需要外力输入，将隔振器分

为主动隔振［３］与被动隔振［４］．由于设计隔振器时，
须考虑多种因数对其性能的影响，设计出综合性能

较好的隔振器是一项比较有挑战性的任务．一般隔
振器的性能可用位移、速度、加速度或者力的传递

性能来评估．例如，在频域隔振器的力传递性是指
在工作频率下振动系统的输出力与输入力的比值．

对线性隔振器已有了大量的理论成果［５］．线性
隔振器的传递性能可表示为相关影响因数的简单

函数，这大大方便了隔振器的设计，如 Ｓｏｌｉｍ和 Ｉｓ

ｍａｉｌｚａｄｅｈ［６］对线性隔振器的力传递性与质量、刚

度、阻尼比等因素最优值之间的关系及共振特性进

行了阐述．文献［７］对此研究做了较全面的综述．
与设计方法成熟的线性隔振器相比，非线性隔

振器的研究则进展相对缓慢，尽管实际的隔振系统

本质上都具有非线性．近几年来，将非线性因数纳
入隔振器设计的趋势越来越明显［８］，部分因为研究

发现在设计隔振器时引入非线性阻尼及非线性刚

度对其隔离性能具有较大的好处［９，１０］．然而，非线
性隔振器的设计是一个复杂难题，这主要因为非线

性系统研究本身就是个难题，如只有一些特定类型

的非线性系统能给出完备的解析解［１１］．另外，为简

化起见，人们通常只是对单自由度或低阶非线性模

型进行分析；即便如此，对简化模型进行分析也并

非易事．例如，在非线性隔振器研究中，一个直接的
难题就是难于获得振动传递性能与系统非线性参

数之间的显式解析表达式．
为在隔振器设计中更好地利用非线性因素，有

必要发展对非线性隔振器传递性能直接进行评估

的方法，以分析系统非线性表征参数对传递性能的

影响．在频域，本文通用非线性输出频率响应函
数［１２］［１３］来表示非线性隔振器的传递性能，获得了

一大类具有反对称非线性阻尼特性的非线性隔振

器的非线性表征参数与振动传递性能之间的显式

解析关系，对非线性隔振器的设计具有较大意义．

１　具有反对称非线性阻尼的隔振器

１．１　隔振器模型
集中参数数学模型常用来分析和设计隔振系

统以及解释振动机械系统的特性．图１是理想化的
被动隔振系统的示意图，主要包括一个弹性支撑机

制（刚度）和一个耗能机制（阻尼）．刚度和阻尼可
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来源于单一元件也可来源于不同的元件．当采用不
同的元件时，则相对无阻尼弹簧要与辅助阻尼元件

一起使用．在本文中，如图１所示，隔振器包含一个
刚度为ｋ的线性弹簧和一个ＤＭ阻尼机制，隔振系
统的运动方程可用下式表示，

图１　用集中参数表示的理想隔振器模型

Ｆｉｇ．１　Ｌｕｍｐｅｄ－ｐａｒａｍｅｔｅｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆ

ｉｄｅａｌｉｚｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｓｏｌａｔｏｒ

ｍ̈ｚ（ｔ）＋ＦＤＭ＋ｋδ（ｔ）＝ｆ（ｔ） （１）
其中，ｚ（ｔ）是质量 ｍ的绝对位移，δ（ｔ）＝ｚ（ｔ）－ａ
（ｔ）是隔振器的相对位移．振动激励由力 ｆ（ｔ）＝
Ａ０ｓｉｎ（ωｔ）或基础位移 ａ（ｔ）＝Ａ０ｓｉｎ（ωｔ）或基础的
运动速度给出．假设弹簧刚度 ｋ与位移无关，则弹
性恢复力ｋδ（ｔ）与相对位移成线性比例关系．假设
阻尼机制是反对称非线性的阻尼曲线，则阻尼力

ＦＤＭ可用下式来表示，

ＦＤＭ ＝ｃδ（ｔ）＋∑
Ｑ

ｐ＝１
ｃ（２Ｐ＋１）［δ（ｔ）］

２ｐ＋１ （２）

其中，ξ（２ｐ＋１）（ｐ＝１，…，Ｑ）是系统的非线性阻尼表
征参数．在封闭且有界区间上，任何连续函数都能
用一组多项式来对其进行任意精度的一致逼

近［１４］，所以包括下式表示的阻尼力在内的一大类

非线性阻尼力都可用式（２）来表示，
ＦＤＭ＝ｃｘ（ｔ）＋ｃ（ｐ）｜ｘ（ｔ）｜

ｐｓｇｎ（ｘ（ｔ）） （３）
式（３）表示的阻尼力广泛用于粘性阻尼器的设
计［１５］．

当振动激励是基础位移 ａ（ｔ）时，感兴趣的主
要是质量块ｍ的绝对位移 ｚ（ｔ）和相对位移 δ（ｔ）．
在这种情况下，式（１）可表示成下式，

ｍδ¨（ｔ）＋ｃδ·（ｔ）＋∑
Ｑ

ｐ＝１
ｃ（２Ｐ＋１）［δ（ｔ）］

２ｐ＋１＋

　ｋδ（ｔ）＝－ｍ̈ａ（ｔ） （４）
当激励是外力ｆ（ｔ）时，式（１）可写成下式，

ｍ̈ｚ（ｔ）＋ｃｚ（ｔ）＋∑
Ｑ

ｐ＝１
ｃ（２Ｐ＋１）［ｚ（ｔ）］

２ｐ＋１＋

　ｋｚ（ｔ）＝ｆ（ｔ） （５）
此时，感兴趣的是传递到基座的力 ＦＴ，可用下

式表示，

ＦＴ（ｔ）＝ｆ（ｔ）－ｍ̈ｚ（ｔ）＝ｃｚ（ｔ）＋

　∑
Ｑ

ｐ＝１
ｃ（２Ｐ＋１）［ｚ（ｔ）］

２ｐ＋１＋ｋｚ（ｔ） （６）

令ｘ＝δ／Ａ０，ｙ＝ｚｋ／Ａ０，Γ＝ＦＴ／Ａ０，τ＝ω０ｔ，ω０＝

槡ｋ／ｍ，Ω＝ω／ω０，ξ 槡＝ｃ／ｋｍ，ξ（２ｐ＋１）＝ｃ（２ｐ＋１）Ａ
２ｐ
０／

（ｋｍ）２ｐ＋槡
１，式（４）～（６）可分别写成式（７）～（９）

的形式，

ｘ̈（τ）＋ξｘ（τ）＋∑
Ｑ

ｐ＝１
ξ（２ｐ＋１）［ｘ（τ）］

２ｐ＋１＋

　ｘ（τ）＝Ω２ｓｉｎ（Ωτ） （７）

ｙ̈（τ）＋ξｙ（τ）＋∑
Ｑ

ｐ＝１
ξ（２ｐ＋１）［ｙ（τ）］

２ｐ＋１＋

　ｙ（τ）＝ｓｉｎ（Ωτ） （８）

Γ（τ）＝ξｙ（τ）＋∑
Ｑ

ｐ＝１
ξ（２ｐ＋１）［ｙ（τ）］

２ｐ＋１＋ｙ（τ）

（９）
１．２　隔振器的振动传递性能

当振动激励是基础位移 ａ（ｔ）时，感兴趣的主
要是质量块ｍ的绝对位移 ｚ（ｔ）和相对位移 δ（ｔ）．
用位移传递性能来评估隔振器的性能，位移传递性

能的表达式如下，

Ｔｄ１＝
δ
ａ和Ｔｄ２＝

ｚ
ａ＝
ａ＋δ
ａ （１０）

然而，当振动激励是力 ｆ（ｔ）时，用力的传递性
能ＦＴ来评估隔振器的性能，力传递性能表达式如
下，

Ｔｆ＝
ＦＴ
ｆ （１１）

对于线性隔振器，位移响应 ｚ（ｔ）、δ（ｔ）与 ａ
（ｔ），力ｆ（ｔ）与ＦＴ（ｔ）总是具有相同的频率分量，所
以，传递性能在频域可以用下式来表示，

Ｔ～ｄ１（ｊω）＝
δ～（ｊω）
珘ａ（ｊω）

，Ｔ～ｄ２（ｊω）＝１＋Ｔ
～
ｄ１（ｊω）

Ｔ～ｆ（ｊω）＝
Ｔ～Ｔ（ｊω）
ｆ～（ｊω）

（１２）

其中Ｔ～ｄ１，δ
～
，珘ａ，Ｔ～ｄ２，Ｔ

～
ｆ，Ｆ
～
Ｔ和 ｆ

～
分别是 Ｔｄ１，δ，ａ，Ｔｄ２，

Ｔｆ，ＦＴ和ｆ的傅里叶变换．传递性能的频域定义极
大地方便了传统线性隔振器的分析与设计．但是，
对于正弦激励下的非线性隔振器而言，由于超谐分

量的存在，系统输出响应当中会出现比振动激励更

多的频率成分．因此，传递性能不能简单地用式
（１２）来定义．但是，从归一化后的运动方程（７）～
（９）可以看出，通过研究响应ｘ（τ）和Г（τ）来评估
非线性隔振器的传递性能是可行，并且容易推导出

ｘ（τ），Г（τ）的基频分量与 Ｔ～ｄ１，Ｔ
～
ｆ之间具有直接的

５１３



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１１年第９卷

关系，关系如下，

珓ｘ（ｊΩ）＝Ｔ～ｄ１（ｊΩ）和Γ
～
（ｊΩ）＝Ｔ～ｆ（ｊΩ） （１３）

其中，珓ｘ和Γ～分别是 ｘ（τ）和 Г（τ）的傅里叶变换，
唯一的不同是ｘ（τ）和Г（τ）具有高次谐分量．尽管
如此，ｘ（τ）和Г（τ）仍可视为是对非线性隔振器传
递性能评估的间接但合理改进．

此外，值得注意的是，正如 ξ（２ｐ＋１）（ｐ＝１，…，
Ｑ）定义表示的那样，无量纲方程（７）～（９）的非线
性特征参数取决于振动激励的振幅和非线性阻尼

的物理表征参数ｃ（２ｐ＋１）（ｐ＝１，…，Ｑ）．这就意味着
由ｘ（τ）和Г（τ）估算的传递性能取决于振动激励
的振幅，这与我们所知道的非线性系统的响应依赖

于输入相符合．然而，当激励振幅确定以后，无量纲
方程中的阻尼表征参数就仅仅取决于 ｃ（２ｐ＋１）（ｐ＝
１，…，Ｑ）．因此，对具有特定幅值的振动激励，分析
参数ξ（２ｐ＋１）（ｐ＝１，…，Ｑ）对ｘ（τ）和Г（τ）的影响就
等同于研究阻尼表征物理参数ｃ（２ｐ＋１）（ｐ＝１，…，Ｑ）
对ｘ（τ）和Г（τ）的影响．
１．３　利用输出频率响应函数表示振动传递性能

Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数是分析非线性系统的一种有效工
具，它可看作是线性系统的一维卷积理论在多维空

间上的推广，对一大类在零点附近做稳定运动的非

线性系统，特别是多项式非线性系统，它都可进行

很好地描述，对非线性系统一些所特有的现象进行

解释．基于非线性系统的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数理论，方程
（７）和（９）中ｘ（τ）和Г（τ）的频谱可用下式表示，

珓ｘ（ｊω）＝∑
Ｎ

ｎ＝１

１
２ｎ

∑
ω１＋…＋ωｎ＝ω

Ｈ（ｘ）ｎ （ｊω１，…，

　ｊωｎ）Ａ
－
ｘ（ω１）…Ａ

－
ｘ（ωｎ）

Γ～（ｊω）＝∑
Ｎ

ｎ＝１

１
２ｎ

∑
ω１＋…＋ωｎ＝ω

Ｈ（Γ）ｎ （ｊω１，…，

　ｊωｎ）Ａ
－
Γ（ω１）…Ａ

－
Γ（ωｎ















）

（１４）

其中，Ｎ是Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数模型中最大非线性阶
数，并且

Ａ－ｘ（ωｉ）＝

Ω２ｅ－ｊπ／２　当ω１＝Ω时

Ω２ｅｊπ／２　 当ω１＝－Ω时

０
{

其余

Ａ－Γ（ωｉ）＝

ｅ－ｊπ／２　当ω１＝Ω时

ｅｊπ／２　 当ω１＝－Ω时

０
{

其余

（ｉ＝１，…，ｎ） （１５）

Ｈ（ｘ）ｎ （ｊω１，…，ｊωｎ）和 Ｈ
（Γ）
ｎ （ｊω１，…，ｊωｎ）分别是

ｘ（τ）和Г（τ）的第 ｎ阶广义频率响应函数．对一大
类非线性系统，例如多项式类型的非线性系统（方

程（７）和（９）表示的非线性隔振器就是一个多项式
类型的非线性系统），它们的广义频率响应函数可

用Ｂｉｌｌｉｎｇｓ和 ＰｅｙｔｏｎＪｏｎｅｓ提出的算法迭代算出．然
而，该算法不能够显式地表示出系统的非线性表征

参数对非线性系统响应的影响，而为了解决这个问

题，可利用输出频率响应函数［１２］这一概念．利用输
出频率响应函数，方程（１４）可以改写成如下形式，

珓ｘ（ｊω）＝Ｈ（ｘ）１ （ｊω）Ａ
－
ｘ（ω）＋

　∑
Ｎ

ｎ＝２
∑

（ｊ１，…，ｊＱ）∈Ｊｎ
Φｎ：ｊ１…ｊＱξ３…ξ（２Ｑ＋１）（ｊω）ξ

ｊ１
３…ξ

ｊＱ
（２Ｑ＋１）

Γ
～
（ｊω）＝Ｈ（Γ）１ （ｊω）Ａ

－
Γ（ω）＋

　∑
Ｎ

ｎ＝２
∑

（ｊ１，…，ｊＱ）∈Ｊｎ
Ψｎ：ｊ１…ｊＱξ３…ξ（２Ｑ＋１）（ｊω）ξ

ｊ１
３…ξ

ｊＱ
（２Ｑ＋１













）

（１６）
其中，

Ｈ（ｘ）１ （ｊω）＝Ｈ
（Γ）
１ （ｊω）＝

１
－ω２＋ｊξω＋１

（１７）

Φｎ：ｊ１…ｊＱξ３…ξ（２Ｑ＋１）（ｊω）、Ψ
ｎ：ｊ１…ｊＱ
ξ３…ξ（２Ｑ＋１）（ｊω）分别是 ｘ（τ）和

Г（τ）的高阶输出频率响应函数，它们仅与激励频
率Ω及一阶广义频响函数Ｈ（ｘ）１ （ｊω）和 Ｈ

（Γ）
１ （ｊω）有

关，而与非线性表征参数 ξ（２ｐ＋１）（ｐ＝１，…，Ｑ）无
关，Ｊｎ是Ｑ维非负整数向量的集合，该集合包含单

项式 ξｊ１３…ξ
ｊＱ
（２Ｑ＋１）的指数．此外，本文作者为确定非

线性系统输出频率响应中（当用输出频率响应函数

来表示时）这种单项式的形式以及数目，提出了一

个迭代算法［１３］．
为了说明如何用输出频率响应函数来表示非

线性隔振器的输出频率响应，以Ｑ＝２，最大非线性
阶数为７（即Ｎ＝７）的带反对称阻尼的非线性隔振
器为例，此时非线性隔振器ｘ（τ）和Г（τ）的基频分
量与三阶超谐分量的表达式如下，

珓ｘ（ｊΩ）＝Ｈ（ｘ）１ （ｊΩ）Ａ
－
ｘ（Ω）＋ξ３Φ

３：１，０
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋

　ξ２３Φ
５：２，０
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋ξ５Φ

５：０，１
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋

　ξ３３Φ
７：３，０
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋ξ３ξ５Φ

７：１，１
ξ３，ξ５（ｊΩ）

Γ
～
（ｊΩ）＝Ｈ（Γ）１ （ｊΩ）Ａ

－
Γ（Ω）＋ξ３Ψ

３：１，０
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋

　ξ２３Ψ
５：２，０
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋ξ５Ψ

５：０，１
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋

　ξ３３Ψ
７：３，０
ξ３，ξ５（ｊΩ）＋ξ３ξ５Ψ

７：１，１
ξ３，ξ５（ｊΩ

















）

（１８）
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珓ｘ（ｊ３Ω）＝ξ３Φ
３：１，０
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋

　ξ２３Φ
５：２，０
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋ξ５Φ

５：０，１
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋

　ξ３３Φ
７：３，０
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋ξ３ξ５Φ

７：１，１
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）

Γ
～
（ｊ３Ω）＝ξ３Ψ

３：１，０
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋

　ξ２３Ψ
５：２，０
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋ξ５Ψ

５：０，１
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋

　ξ３３Ψ
７：３，０
ξ３，ξ５（ｊ３Ω）＋ξ３ξ５Ψ

７：１，１
ξ３，ξ５（ｊ３Ω

















）

（１９）

因为输出频率响应函数Φ和Ψ与非线性阻尼
表征参数ξ３和 ξ５无关，如果 Φ和 Ψ是事先知道
的，那么方程（１８）与（１９）可以为我们研究参数 ξ３
和ξ５对非线性隔振器传递性能的影响提供很大的
方便．理论上，对于一个特定的非线性系统，如果它
的微分方程是已知的，那么可以根据 Ｂｉｌｌｉｎｇｓ和
ＰｅｙｔｏｎＪｏｎｅｓ［２１］提出的算法计算出广义频率响应函
数，再根据广义频率响应函数计算出输出频率响应

函数．然而，实际上，即使是对于一个简单的非线性
系统（例如Ｑ＝１的非线性隔振器），根据广义频率
响应函数计算输出频率响应函数的过程也是非常

复杂的，所以，在工程实践当中很难直接使用这个

算法．
为了解决这个问题，从而在工程实践中将输出

频率响应函数用于非线性系统的分析与设计，我们

在感兴趣的频率点采用数值计算的方法直接使用

系统仿真或实验测试数据来估算输出频率响应函

数．以Ｑ＝２时的非线性隔振器为例，通过计算此
时ｘ（τ）和Г（τ）基频的输出频率响应函数来介绍
该算法的具体步骤［１２］．显然，方程（１８）可以写成
下式，

珓ｘ（ｊΩ）＝［１　ξ３　ξ
２
３　ξ５　ξ

３
３　ξ３ξ５］Φ（ｊΩ）

Γ
～
（ｊΩ）＝［１　ξ３　ξ

２
３　ξ５　ξ

３
３　ξ３ξ５］Ψ（ｊΩ

{ ）

（２０）
其中，

Φ（ｊΩ）＝
Ｈ（ｘ）１ （ｊΩ）Ａ

－
ｘ（Ω），Φ

３：１，０
ξ３，ξ５（ｊΩ），Φ

５：２，０
ξ３，ξ５（ｊΩ），

Φ５：０，１ξ３，ξ５（ｊΩ），Φ
７：３，０
ξ３，ξ５（ｊΩ），Φ

７：１，１
ξ３，ξ５（ｊΩ







）

′

Ψ（ｊΩ）＝
Ｈ（Γ）１ （ｊΩ）Ａ

－
Γ（Ω），Ψ

３：１，０
ξ３，ξ５（ｊΩ），Ψ

５：２，０
ξ３，ξ５（ｊΩ），

Ψ５：０，１ξ３，ξ５（ｊΩ），Ψ
７：３，０
ξ３，ξ５（ｊΩ），Ψ

７：１，１
ξ３，ξ５（ｊΩ







）

′

假设测试次数Ｌ６，每次不同测试时，（ξ３，ξ５）的值

分别取为（ξ３（１），ξ５（１）），…，（ξ３（Ｌ），ξ５（Ｌ）），珓ｘ（ｊΩ）和Γ
～

（ｊΩ）的Ｌ次测试的值可以表示成下式，
ｘ（ｊΩ）＝（珓ｘ（１）（ｊΩ），…，珓ｘ（Ｌ）（ｊΩ））′，

Γ（ｊΩ）＝（Γ
～
（１）（ｊΩ），…，Γ

～
（Ｌ）（ｊΩ））′

ｘ（ｊΩ）＝ξΦ（ｊΩ）

Γ（ｊΩ）＝ξΨ（ｊΩ{ ）
（２１）

其中，

ξ＝

１　ξ３（１）　ξ
２
３（１）　ξ５（１）　ξ

３
３（１）　ξ３（１）ξ５（１）

　　　　　　　　

１　ξ３（Ｌ）　ξ
２
３（Ｌ）　ξ５（Ｌ）　ξ

３
３（Ｌ）　ξ３（Ｌ）ξ５（Ｌ









）

（２２）
因此，通过对方程（２１）使用最小二乘法，可以

计算得到Φ（ｊΩ）和Ψ（ｊΩ），

Φ（ｊΩ）＝（ξＴξ）－１ξＴｘ（ｊΩ）

Ψ（ｊΩ）＝（ξＴξ）－１ξＴΓ（ｊΩ{ ）
（２３）

同理，Φ（ｊ３Ω）和 Ψ（ｊ３Ω）也可估算得到，其它超谐
分量的输出频率响应函数也可以根据上述程序估

算得到．得到估算的输出频率响应函数后，当非线
性表征参数取其它值时，可以根据方程（１８）和
（１９）计算出ｘ（τ）和Г（τ）的频率分量．这为研究非
线性表征参数如何影响非线性隔振器的传递性能

提供了一个很好的方法．而且，该方法将大大减少
对非线性隔振器进行优化设计时的计算量．

２　非线性反对称阻尼对隔振器的影响

在本节中，将基于输出频率响应函数来研究非

线性反对称阻尼对隔振器的影响．第二节给出了应
用输出频率响应函数方法的详细步骤，这里只做一

个简单的总结，总结如下：

１）用四阶Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法计算非线性表
征参数取不同值时，非线性隔振器的响应；

２）根据计算得到的系统响应，利用方程（２３）
所描述的方法估算所有感兴趣的频率分量的输出

频率响应函数；

３）用估算得到的输出频率响应函数来预测非
线性表征参数取不同于步骤１中所取的值时，振动
传递性频率分量的值．
４）绘制出频率分量与非线性表征参数之间的

关系．
通过以下三个例子来分析非线性反对称阻尼

对隔振器的影响．
例１：Ｑ＝１
在这个例子当中，Ｑ＝１，非线性反对称阻尼仅

仅取决于非线性表征参数ξ３．图２和图３显示了ξ３
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对｜Γ
～
（ｊΩ）｜，｜Γ

～
（ｊ３Ω）｜，｜珓ｘ（ｊΩ）｜和｜珓ｘ（ｊ３Ω）｜的影

响．从图２（ａ）中可以看出在共振区域 （Ω≈１），ξ３
的增加可以明显降低力传递性 Г（τ）的基频成分；
相反，在频率比隔振器的共振频率低得多或高得多

的频率范围，ξ３对力传递性Г（τ）几乎没有影响．图
２（ｂ）显示，在共振区间，ξ３的变化仅仅引起力传递
性Г（τ）的第三阶超谐分量发生轻微的改变．同样，
从图３（ａ）可以看出在共振范围（Ω≈１），ξ３的增加
可以明显降低位移传递性ｘ（τ）的基频成分；然而，
在非共振频率范围，仅能产生轻微的影响．图３（ｂ）
显示，非线性表征参数ξ３仅仅在Ω＞１的频率区间
才会对ｘ（τ）的第三阶超谐分量产生影响，即随着

ξ３的增大，｜珓ｘ（ｊ３Ω）｜的值也有轻微的增大．

图２　ξ３对Г（τ）基频和第３阶谐波分量的影响

Ｆｉｇ．２　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆξ３ｏｎｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｒｄｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆГ（τ）

图３　ξ３对ｘ（τ）基频和第３阶谐波分量的影响

Ｆｉｇ．３　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆξ３ｏｎｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｎｄｔｈｅｔｈｉｒｄ

ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｘ（τ）

例２：Ｑ＝２，ξ５＝０．０５

在这个例子当中，非线性反对称阻尼取决于两

个非线性特性参数ξ３和ξ５．ξ５等于０．０５．图４和图

５分别显示出ξ３对力传递性能和位移传递性能的

影响．从图中可以看出 ξ３对力传递性能和位移传

递性能的影响与例１非常相似．图４（ａ）和图５（ａ）

显示出，在共振区域，ξ３的增加可以大大地降低 Г

（τ）和ｘ（τ）的基频分量；但是在非共振区域，ξ３仅

有轻微的影响．另外，图４（ｂ）和图５（ｂ）显示，在共
振区域，ξ３的增加可以轻微地降低Г（τ）和ｘ（τ）的
第三阶超谐分量；但是在非共振区域，ξ３的影响几
乎可以被忽略．

图４　ξ３对Г（τ）基频和第３阶谐波分量的影响

Ｆｉｇ．４　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆξ３ｏｎｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｎｄｔｈｅｔｈｉｒｄ

ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆГ（τ）

图５　ξ３对ｘ（τ）基频和第３阶谐波分量的影响

Ｆｉｇ．５　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆξ３ｏｎｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｎｄｔｈｅｔｈｉｒｄ

ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｘ（τ）

例３：Ｑ＝２，ξ３＝０．０５

图６　ξ５对Г（τ）基频和第３阶谐波分量的影响

Ｆｉｇ．６　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆξ５ｏｎｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｎｄｔｈｅｔｈｉｒｄ

ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆГ（τ）

在这个例子当中，非线性反对称阻尼取决于两

个非线性表征参数 ξ３和 ξ５．ξ３等于常数 ０．０５，ξ５
在区间０．０１～０．４中变化．从图６（ａ）和图７（ａ）可
以看出，在共振区域，增加 ξ５可以大大降低 Г（τ）
和ｘ（τ）的基频分量；与此相反，在非共振区域，几
乎没有影响．但是，图６（ｂ）和图７（ｂ）显示，非线性
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参数对Г（τ）和 ｘ（τ）的第三阶超谐分量几乎没有
影响．

图７　ξ５对ｘ（τ）基频和第３阶谐波分量的影响

Ｆｉｇ．７　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆξ５ｏｎｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｎｄｔｈｅｔｈｉｒｄ

ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｘ（τ）

根据对上述三个数值例子的研究，非线性反对

称阻尼对隔振器影响的分析结果可归纳如下：

１）在共振区域，ξ３或ξ５的增加都能显著地降

低所有的力传递性能和位移传递性能的基频谐波

分量；

２）在非共振区域，非线性阻尼表征参数 ξ３和

ξ５对所有的力传递性能和位移传递性能的基频谐

波分量几乎没有影响；

３）在非共振区域，非线性阻尼表征参数 ξ３和

ξ５对所有的力传递性能和位移传递性能的超谐分

量几乎没有或只有轻微影响；

４）正如图（２）～（７）显示的那样，无论是力还

是位移传递 性能，第三阶超谐分量和其它更高阶

的超谐分量（虽然在上述例子中没有进行验证）比

那些基谐波分量要小的多，并且非线性阻尼表征参

数ξ３和ξ５对超谐分量几乎没有影响，因此，当分析

力和位移的传递性能时，只简单地对Г（τ）和ｘ（τ）

的基频分量（即Γ
～
（ｊΩ）和｜珓ｘ（ｊΩ）｜）进行分析是合

理的．

这些结论对于具有非线性反对称阻尼的隔振

器的分析和与设计具有重大意义．在本文当中只讨

论一种比较好的使隔振器具有非线性反对称阻尼

特性的方法，即采用 ＭＲ阻尼器．该阻尼器实际上

是一个半主动控制设备，可通过调整阻尼器中液体

的电流强度来改变它的阻尼特性．因此，为了使

ＭＲ阻尼器具有非线性反对称阻尼特性，最简单的

方法就是根据该阻尼器中液体的流速来控制电流

的强度．

３　结论

在本文当中，利用输出频率响应函数对具有非

线性反对称阻尼表征的隔振器的传递性能进行了

研究．结合输出频率响应函数和数值仿真研究得到
了重要的结论．这些结论表明，通过简化研究非线
性隔振器的力和位移输出的基谐波分量来分析力

和位移传递性能是合理的．此外，在隔振器中引入
非线性反对称阻尼，在共振频率区可以明显降低振

动的力传递性能和位移传递性能；但在非共振区对

传递性能几乎没有影响．这些结论对于具有非线性
反对称阻尼的隔振器的分析和与设计具有重大意

义．
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