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轴向拉力对变速运动黏弹性梁参激振动稳定性的影响

王波

（上海应用技术学院机械工程学院，上海　２００２３５）

摘要　研究了变速轴向运动黏弹性梁参激振动受拉力扰动时在主参数共振和组合参数共振范围内的稳定

性．轴向运动梁的黏弹性本构关系引入了物质时间导数．当参激频率接近某一阶固有频率２倍时将发生主

参数共振；当参激频率接近某两阶固有频率之和时将发生组合参数共振．运用多尺度法，直接求解轴向运动

梁的控制方程，导出了稳定性边界方程．最后，通过数值算例给出了变速轴向运动梁的黏阻尼和干扰拉力对

失稳区域的影响结果．
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引 言

轴向运动梁可作为多种工程装置的力学模

型［１］，如动力传送带、磁带、纸带、带锯、空中缆车索

道和高楼升降机缆绳等．由于轴向速度变化或轴向
拉力的影响，可能会出现大幅度的振动而受到众多

学者的关注［１－１４］．
自１９７２年 Ｐａｎｓｉｎ［２］的首次研究以来，轴向变

速弹性梁的横向参数振动得到了广泛研究．?ｚ等
使用多尺度法研究了小弯曲刚度轴向变速弹性梁

的动态稳定性［３］．?ｚｋａｙａ和 Ｐａｋｄｅｍｉｒｌｉ使用多尺度
法研究了混杂边界条件下轴向变速弹性梁的稳定

边界［４］．除了弹性梁，近年来变速轴向运动黏弹性
梁也已经被广泛关注．Ｃｈｅｎ和 Ｙａｎｇ首次研究了在
两端带有弹簧铰支的混杂边界下轴向运动黏弹性

梁的振动和稳定性［５］．Ｙａｎｇ和Ｃｈｅｎ提出了梁的积
分形式黏弹性本构关系，并使用多尺度法分析了梁

的振动和稳定性［６］．Ｄｉｎｇ和 Ｃｈｅｎ使用多尺度法分
析了梁的稳定性并对其结果进行有限差分验证［７］．
Ｃｈｅｎ和Ｗａｎｇ运用微分求积法研究了轴向变速黏
弹性梁的运动稳定性并其验证了近似解析解［８］．
Ｗａｎｇ和Ｃｈｅｎ使用３参数黏弹性本构关系描述梁
的黏弹性材料并研究了基于此本构关系的运动稳

定性问题［９］．针对运动梁可能产生的内共振问题，
冯志华和胡海岩运用多尺度方法研究了直线运动

柔性梁的主参数共振与内共振联合激励［１０］．陈树

辉和黄建亮运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断研究了简支边界下
轴向运动体系横向非线性振动的内共振［１１］．张伟
等利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断研究了前两阶固有频率之比
为１：３时轴向运动带的内共振情况周期运动和混
沌运动［１２］．张红星等用实验方法研究了粘弹性传
送带的振动［１３］．不过这些研究极少涉及到轴向拉
力变化对梁运动稳定性的影响．本文研究了变速轴
向运动黏弹性梁参激振动受拉力扰动时在参数共

振范围内的稳定性．

１　运动方程

在无外部激励的情况下，考虑一均匀黏弹性

梁，密度为ρ，横截面积为Ａ，轴向拉力为Ｐ，在支承
两端间的长度为ｌ上以轴向传输速度γ（ｔ）运动．如
果认为梁在平面内只有横向位移 ｖ（ｘ，ｔ）的弯曲振
动，ｔ为时间，ｘ为轴向坐标，由牛顿第二定律得［５］

ρＡ（ν，ｔｔ＋γ
·ν，ｘ＋２γν，ｘｔ＋γ

２ν，ｘｘ）＋Ｍ，ｘｘ－Ｐν，ｘｘ＝０

（１）
其中，对于小挠度，梁的弯矩Ｍ（ｘ，ｔ）可定义为

Ｍ（ｘ，ｔ）＝ＥＩν，ｘｘ＋ηＩ（ν，ｘｘｔ＋γν，ｘｘｘ） （２）
这里，梁的黏弹性材料遵循取物质时间导数的Ｋｅｌ
ｖｉｎ模型本构关系；其中 Ｅ为弹性模量，Ｉ为梁的横
截面惯性矩，η为黏性阻尼．

假设轴向拉力为 Ｐ和轴向速度 γ分别在初始
拉力为Ｐ０和恒定的轴向平均速度 γ０基础上受到
微小扰动
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Ｐ（ｔ）＝Ｐ０＋εＰ１ｓｉｎωｔ （３）
γ（ｔ）＝γ０＋εγ１ｓｉｎωｔ （４）

其中，ω为扰动频率；Ｐ１和γ１分别为轴向拉力和速
度的变化振幅；ε为无量纲的小参数表示它们的变
化振幅很小．将方程（２）至（４）代入到（１）得

ρＡ（ν，ｔｔ＋２γ０ν，ｘｔ＋γ
２
０ν，ｘｘ）＋ＥＩν，ｘｘｘｘ－Ｐ０ν，ｘｘ＝

　－ερＡγ１［ωｃｏｓωｔν，ｘ＋２ｓｉｎωｔ（ν，ｘｔ＋２γ０ν，ｘｘ）］－
　εＩη（ν，ｘｘｘｘｔ＋γ０ν，ｘｘｘｘ）＋εＰ１ｓｉｎωｔν，ｘｘ－

　ε２（ρＡγ２１ｓｉｎωｔν，ｘｘ＋Ｉηγ１ν，ｘｘｘｘｘ）ｓｉｎωｔ （５）

２　多尺度分析

引入无量纲变量和参数

ννｌ，ｘ
ｘ
ｌ，ｔｔ

Ｐ０
ρＡｌ槡 ２，ν

２
ｆ＝
ＥＩ
Ｐ０ｌ

２，

α＝ ηＩ
εｌ３ ρＡＰ槡 ０

，ｃ０＝γ０
ρＡ
Ｐ槡０
，ｃ１＝γ１

ρＡ
ε２Ｐ槡 ０
，

ｆ＝
Ｐ１
εＰ０
，ωω ρＡｌ２

Ｐ槡０
（６）

其中，ε为无量纲小参数，不仅表示小量而且在将
得出近似解的过程中作为一根拐杖或者是一种记

帐的手段．由方程（６）可导出控制方程（５）无量纲
形式

Ｍν，ｔｔ＋Ｇν，ｔ＋Ｋν＝－εｃ１［ων，ｘｃｏｓωｔ＋２（ν，ｘｔ＋
　ｃ０ν，ｘｘ）ｓｉｎωｔ］－εα（ν，ｘｘｘｘｔ＋ｃ０ν，ｘｘｘｘｘ）＋

　εｆν，ｘｘｃｏｓωｔ－ε
２ｃ１ｓｉｎωｔ（ｃ１ｓｉｎωｔν，ｘｘ＋αν，ｘｘｘｘｘ）

（７）
其中，质量算子Ｍ、陀螺算子Ｇ，以及刚度算子Ｋ被
定义为

Ｍ＝Ｉ，Ｇ＝２ｃ０

ｘ
，Ｋ＝（ｃ２０－１）

２

ｘ２
＋ν２ｆ

４

ｘ４
（８）

使用多尺度法，将方程（８）的近似解表示成下
面不同尺度时间的函数，这里仅讨论一阶近似

ν（ｘ，ｔ；ε）＝ν０（ｘ，ｔ，Ｔ）＋εν１（ｘ，ｔ，Ｔ） （９）
其中，Ｔ＝εｔ为慢时间尺度，用于描述由于黏弹性
和可能发生的共振引起的振幅和相位的模态．将近
似解（９）代入方程（５），并令ε０和 ε的系数分别等
于零，导出

Ｍν０，ｔｔ＋Ｇν０，ｔ＋Ｋν０＝０ （１０）
Ｍν１，ｔｔ＋Ｇν１，ｔ＋Ｋν１＝－２ｃ０ν０，ｘＴ＋ｆν０，ｘｘｃｏｓωｔ－
　ｃ１ων０，ｘｃｏｓωｔ－α（ν０，ｘｘｘｘｔ＋ｃ０ν０，ｘｘｘｘｘ）－２ν０，ｔＴ－
　２ｃ１ｓｉｎωｔ（ν０，ｘｔ－２ｃ０ｃ１ν０，ｘｘ） （１１）

方程（１０）的解为［３］

ν０（ｘ，ｔ，Ｔ）＝ ∑
∞

ｋ＝０，１，…
［ｋ（ｘ）Ａｋ（Ｔ）ｅ

ｉωｋｔ＋

　－ｋ（ｘ）Ａ
－
ｋ（Ｔ）ｅ

－ｉωｋｔ］ （１２）
其中，ωｋ（ｋ＝ｍ，ｎ）为线性方程（１０）的第ｋ阶固有
频率．
２．１　组合共振

如果扰动频率ω接近线性系统任意两个固有
频率之和，将会发生组合共振．为了定量描述 ω和

ωｍ＋ωｎ的接近程度，我们引进一个由

ω＝ωｍ＋ωｎ＋εσ （１３）
定义的解谐参数 σ＝Ｏ（１）．假设方程（１１）解的形
式为

ν０（ｘ，ｔ，Ｔ）＝ｍ（ｘ）Ａｍ（Ｔ）ｅ
ｉωｍｔ＋

　ｎ（ｘ）Ａｎ（Ｔ）ｅ
ｉωｎｔ＋ｃｃ （１４）

其中，ｃｃ表示前面所有项的共轭；将方程（１３）和
（１４）代入（１１），得到

Ｍν１，ｔｔ＋Ｇν１，ｔ＋Ｋν１＝－｛２Ａ
·

ｍ（ｉωｍｍ＋ｃ０′ｍ）－

　１２［ｃ１（ωｎ－ωｍ）
－′ｎ＋ｉ（２ｃ０ｃ１－

　ｆ）－＂ｎ］Ａ
－
ｎｅ
ｉσｔ｝ｅｉωｍｔ－αＡｍ［ｉωｍ

（４）
ｍ ＋

　ｃ０
（５）
ｍ］ｅ

ｉωｍｔ－｛２Ａ·ｎ（ｉωｎｎ＋ｃ０′ｎ）－
１
２［ｃ１（ωｍ－

　ωｎ）
－′ｍ＋ｉ（２ｃ０ｃ１－ｆ）

－＂
ｍ］Ａ

－
ｍｅ
ｉσｔ｝ｅｉωｎｔ－

　αＡｎ［ｉωｎ
（４）
ｎ ＋ｃ０

（５）
ｎ ］ｅ

ｉωｎｔ （１５）
其中，方程（１５）必须满足如下可解性条件才能得
到有界解［１４］．

〈－２Ａ·ｍ（ｉωｍｍ＋ｃ０′ｍ）＋
１
２［ｃ１（ωｎ－

　ωｍ）
－′ｎ＋ｉ（２ｃ０ｃ１－ｆ）

－＂
ｎ］Ａ

－
ｎｅ
ｉσｔ－

　αＡｍ［ｉωｍ
（４）
ｍ ＋ｃ０

（５）
ｍ ］ｅ

ｉωｍｔ〉 （１６）

〈－２Ａ·ｎ（ｉωｎｎ＋ｃ０′ｎ）－
１
２［ｃ１（ωｍ－

　ωｎ）
－′ｍ＋ｉ（２ｃ０ｃ１－ｆ）

－＂
ｍ］Ａ

－
ｍｅ
ｉσｔ－

　αＡｎ［ｉωｎ
（４）
ｎ ＋ｃ０

（５）
ｎ ］ｅ

ｉωｎｔ〉 （１７）

这里，在［０，１］的范围内，函数 ｇ１（ｘ）和 ｇ２（ｘ）
的内积被定义为

〈ｇ１，ｇ２〉＝∫
１

０
ｇ１（ｘ）珔ｇ２（ｘ）ｄｘ （１８）

根据可解性条件（１６）和（１７），导出
Ａ·ｍ＋αμｍＡｍ＋（ｃ１χｍ＋ｆκｍ）Ａ

－
ｎｅ
ｉσｔ＝０ （１９）

Ａ·ｎ＋αμｎＡｎ＋（ｃ１χｎ＋ｆκｎ）Ａ
－
ｍｅ
ｉσｔ＝０ （２０）

其中，

９９２
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　μ＝１２

ｃ０∫
１

０

－ｋ
（５）
ｋ ｄｘ＋ｉωｋ∫

１

０

－ｋ
（４）
ｋ ｄｘ

ｃ０∫
１

０

－ｋ′ｋｄｘ＋ｉωｋ∫
１

０

－ｋｋｄｘ

，（ｋ＝ｍ，ｎ）

（２１）

　χｍ ＝－
１
４

（ωｎ－ωｍ）∫
１

０

－ｍ
－′ｎｄｘ＋２ｉｃ０∫

１

０

－ｍ
－＂
ｎｄｘ

ｃ０∫
１

０

－ｍ
－′ｍｄｘ＋ｉωｍ∫

１

０

－ｍ
－＂
ｍｄｘ

（２２）

κｍ ＝－
１
４

∫
１

０

－ｍ
－＂
ｎｄｘ

ｃ０∫
１

０

－ｍ′ｍｄｘ＋ｉωｍ∫
１

０

－ｍｍｄｘ

（２３）

　χｎ ＝－
１
４

（ωｍ －ωｎ）∫
１

０

－ｎ
－′ｍｄｘ＋２ｉｃ０∫

１

０

－ｎ
－＂
ｍｄｘ

ｃ０∫
１

０

－ｎ
－′ｎｄｘ＋ｉωｎ∫

１

０

－ｎ
－＂
ｎｄｘ

（２４）

κｎ ＝－
１
４

∫
１

０

－ｎ
－＂
ｍｄｘ

ｃ０∫
１

０

－ｎ′ｎｄｘ＋ｉωｎ∫
１

０

－ｎｎｄｘ

（２５）

易知，系数χｍ，χｎ，κｍ，κｎ，μｋ（ｋ＝ｍ，ｎ）与线性系
统（１０）的固有频率和模态函数有关，与轴向运动平
均速度ｃ０和梁的刚度ｖｆ有关，而与黏性阻尼α，扰动
速度幅度ｃ１及扰动拉力幅度无关．基于方程（１９）和

（２０），根据Ｃｈｅｎ和Ｙａｎｇ的方法［５］可以得到组合参

数共振的稳定性失稳边界的解析表达式

１＋
（μｍ－μｎ）

２

（μｍ＋μｎ）[ ]２ σ＝４（ｃ１χｍ＋ｆκｍ）（ｃ１χ－ｎ＋
　ｆκ－ｎ）－４α

２μｍμｎ （２６）
２．２　主共振

如果扰动频率ω接近线性系统（１０）的任何一
阶固有频率的２倍，那么将会发生主参数共振．这
里ω表示为

ω＝２ωｋ＋εσ （２７）
让方程（２６）中的ｍ＝ｎ＝ｋ，则第ｋ阶主参数共

振的稳定性失稳边界的解析表达式为

σ２＋４α２μ２ｋ＝４（ｃ１χｋ＋ｆκｋ）（ｃ１χ
－
ｋ＋ｆκ

－
ｋ） （２８）

其中，μｋ的表达式见（２１）；将 ｍ＝ｎ＝ｋ代入式

（２２）至（２５）得到χｋ和κｋ表达式

χｋ ＝－
１
２

ｉｃ０∫
１

０

－ｋ
－＂
ｋｄｘ

ｃ０∫
１

０

－ｋ′ｋｄｘ＋ｉωｋ∫
１

０

－ｋｋｄｘ

（２９）

κｋ ＝－
１
４

∫
１

０

－ｋ
－＂
ｋｄｘ

ｃ０∫
１

０

－ｋ′ｋｄｘ＋ｉωｎ∫
１

０

－ｋｋｄｘ

（３０）

考虑梁的两端均受到相同带有扭转弹簧的套

筒铰支约束，将其边界条件表示为

ν（０，ｔ）＝０，　ν，ｘｘ（０，ｔ）－ｋν，ｘ（０，ｔ）＝０

ν（１，ｔ）＝０，　ν，ｘｘ（１，ｔ）＋ｋν，ｘ（１，ｔ）＝０ （３１）
式中，ｋ为扭转弹簧的刚度．

３　数值算例

基于组合共振的稳定性边界方程（２６）和主共
振的稳定性边界方程（２８），考虑轴向运动黏弹性
梁的参数ｖｆ＝０．８和ｃ＝２．０，则对于边界条件（３１）
的情况，并让扭转弹簧的刚度 ｋ＝２，可求得线性系
统的前两阶固有频率 ω１＝８．１５７和 ω２＝３２．９４４，
模态函数ｋ（ｘ）（ｋ＝ｍ，ｎ）的表达式见［５，７］．在

σ－ｃ１平面内，失稳区域能被确定，如图１至图６所
示，其中横坐标为σ，纵坐标为ｃ１．

图１　第１阶主共振拉力影响

Ｆｉｇ．１　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｅｎｓｉｏｎｆｏｒ１ｓｔｐｒｉｎｃｉｐａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅ

图１为轴向拉力对第１阶主共振的影响且黏
性阻尼 α＝０．０００１和拉力 ｆ＝０（点线），０．０４（虚
线），０．０５７（实线）．图２为轴向黏性阻尼对第１阶
主共振的影响且轴向拉力ｆ＝０．０００１和黏性阻尼α
＝０．０００１（点线），０．０００２（虚线），０．０００３（实线）．
可以看出：失稳区域会随着拉力增大而增大，随着

黏性阻尼的增大失稳区域减小．

００３
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图２　第１阶主共振黏性阻尼影响

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｖｉｓｃｏｓｉｔｙｆｏｒ１ｓｔｐｒｉｎｃｉｐａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅ

图３为轴向拉力对第２阶主共振的影响且黏
性阻尼 α＝０．０００１和拉力 ｆ＝０（点线），０．３（虚
线），０．４６（实线）．图４为轴向黏性阻尼对第２阶
主共振的影响且轴向拉力 ｆ＝０．１和黏性阻尼 α＝
０．０００１（点线），０．０００２（虚线），０．０００３（实线）．可
以看出：失稳区域会随着拉力增大而增大，随着黏

性阻尼的增大失稳区域减小．

图３　第２阶主共振拉力影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｅｎｓｉｏｎｆｏｒ２ｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅ

图４　第２阶主共振黏性阻尼影响

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｖｉｓｃｏｓｉｔｙｆｏｒ２ｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅ

图５为轴向拉力对组合共振的影响且黏性阻

尼α＝０．０００１和拉力ｆ＝０．１（点线），０．３（虚线），
０．４（实线）．图６为轴向黏性阻尼对组合共振的影

响且轴向拉力 ｆ＝０．１和黏性阻尼 α＝０．０００１（点
线），０．０００２（虚线），０．０００３（实线）．可以看出：失

稳区域会随着拉力增大而增大，随着黏性阻尼的增

大失稳区域减小．

图５　组合共振拉力影响

Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｅｎｓｉｏｎｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅ

图６　组合共振黏性阻尼影响

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｖｉｓｃｏｓｉｔｙｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅ

４　结论

本文使用多尺度法近似分析了受拉力扰动影

响的轴向变速黏弹性梁的稳定性．通过数值例子给
出这样的结论：不论当主共振还是组合共振发生

时，失稳区域会都会随着轴向拉力的增大而增大，

随着黏性阻尼的增大失稳区域减小．所以增大轴向
拉力会更容易使参激振动失去稳定性．而黏性阻尼
可以起到抑制轴向运动黏弹性梁振动的作用．
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