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作大范围运动弹塑性平面板的动力学分析
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摘要　研究作大范围运动弹塑性平面板的动力学特性．考虑了几何非线性和材料非线性，基于平面应力假

设、Ｍｉｓｅｓ屈服条件和流动法则，采用绝对节点坐标法，用虚功原理建立了作大范围运动弹塑性平面板的动

力学方程．在数值计算时将各时刻的塑性应变储存在全局数组中，实现了塑性应变的迭代计算．通过对带集

中质量、作大范围运动平面板的数值仿真研究塑性效应对系统的动力学特性的影响．

关键词　作大范围运动，　弹塑性平面板，　几何非线性，　材料非线性

引 言

随着现代工业技术的飞速发展，弹塑性多体系

统的动力学问题越来越被工程界重视．例如，在受
冲击载荷作用时，汽车的某些柔性部件会产生弹塑

性变形，在卸载的情况下，应力和应变之间不再存

在唯一的对应关系，需要考虑塑性效应，建立柔性

系统在冲击载荷作用下的更加精确的动力学模型，

以实现汽车碰撞过程的动力学仿真．由此可见，弹
塑性多体系统的动力学研究具有重要的工程应用

前景，也是目前亟待解决的问题．
目前，国内外学者对弹塑性多体系统动力学研

究才处于起步阶段．Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ［１］等建立了作旋转运
动弹塑性梁的动力学模型，研究了在角速度已知的

情况下塑性应变对梁的振动特性的影响．Ｇｅｒｓｔ
ｍａｙｒ［２］等进一步研究作自由旋转运动单摆的动力
学性态，研究了塑性应变对系统刚－柔耦合动力学
特性的影响．Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ［３，４］将弹塑性问题研究从平
面梁推广到平面板，研究了旋转平面板在冲击载荷

作用下的动力学特性和塑性应变分布规律．但是
Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ在研究过程中基于线弹性假设，没有考
虑几何非线性效应．

基于一次近似理论，笔者［５］在 Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ研究
的基础上，考虑几何非线性，用虚功原理建立单个

梁的动力学变分方程．由于在建模过程中基于小变
形假设，忽略了变形位移的高次项，容易引起数值

计算的误差．为了实现弹塑性多体系统高精度的数

值仿真，需要建立完备的几何非线性模型，既适用

于小变形问题，又适用于大变形问题．
本文在前人工作的基础上，从非线性应变－位

移关系式和弹塑性本构关系出发，基于 Ｍｉｓｅｓ屈服
条件和流动法则，采用绝对节点坐标法，用虚功原

理建立了弹塑性平面板的动力学方程．在数值计算
时将各时刻的塑性应变储存在全局数组中，实现了

塑性应变的迭代计算．通过对平面板与集中质量组
成的多体系统在驱动约束作用下运动的数值仿真

研究塑性变形对系统动力学特性的影响．

１　作大范围运动弹塑性平面板的动力学方程

作大范围运动平面板如图１所示，建立惯性坐
标系Ｏ－ＸＹ．用有限单元法，将矩形平面板等分为
ｎ＝ｎ１×ｎ２个矩形单元，设第ｅ个板单元长为 ｌｅ，宽
为ｂｅ，厚为ｈ．板的体密度为．建立单元坐标系Ｏｅ－
ＸｅＹｅ．

设（ｘｅ，ｙｅ）为点ｋ在单元坐标系Ｏｅ－ＸｅＹｅ下的位置
坐标，点 ｋ相对惯性基的矢径在惯性基下的坐标阵
为

ｒ＝
ｒ１
ｒ[ ]
２

＝Ｓ（ｘｅ，ｙｅ）ｑｅ（ｔ） （１）

其中，ｑｅ表示单元节点的绝对位移和位移梯度组成
的坐标列阵，Ｓ（ｘｅ，ｙｅ）为板单元形函数矩阵．

平面板单元惯性力做的虚功为

δＷｉｅ＝－∫ＶｅρδｒＴｒ̈ｄＶｅ＝－δｑＴｅＭｅ̈ｑｅ （２）
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图１　变形后的板单元

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｌａｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｆｔｅｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

其中，单元质量阵为Ｍｅ ＝∫ＶｅρＳＴＳｄＶｅ，若令 ｑ为板
整体的节点坐标阵，Ｂｅ为单元节点坐标与整体节
点坐标之间的转换矩阵，则有ｑｅ＝Ｂｅｑ．平面板惯性
力做的虚功为

δＷｉ＝－∫ＶｅρδｒＴｒ̈ｄＶｅ＝－δｑＴＭｑ̈ （３）

总体广义质量阵为Ｍ＝∑
ｅ
ＢＴｅＭｅＢｅ．

平面板单元体力（重力）做的虚功为

δＷｇｅ＝∫ＶｅδｒＴｆｄＶｅ＝δｑＴｅＱｇｅ （４）

其中，ｆ为板的体力在惯性坐标系下的坐标阵．板单

元体力阵为Ｑｇｅ＝∫ＶｅＳＴｆｄＶｅ．体力（重力）做的虚功
为

δＷｇ ＝∫ＶδｒＴｆｄＶ＝δｑＴＱｇ （５）

总体的体力阵为Ｑｇ＝∑ｅＢ
Ｔ
ｅＱｇｅ．

板上任意一点ｋ的应变列阵为 ε＝［εｘｘεｙｙεｘｙ
εｙｘ］

Ｔ，εｘｙ＝εｙｘ，根据非线性连续介质力学理论，
Ｇｒｅｅｎ应变与位移的非线性关系为

εｘｘ＝
１
２［（ｒ／ｘｅ）

Ｔ（ｒ／ｘｅ）－１］ （６）

εｙｙ＝
１
２［（ｒ／ｙｅ）

Ｔ（ｒ／ｙｅ）－１］ （７）

εｘｙ＝εｙｘ＝
１
２（ｒ／ｘｅ）

Ｔ（ｒ／ｙｅ） （８）

设Ｅ，γ分别为弹性模量和泊松比，基于平面
应力假设，弹性模量阵Ｄ为

Ｄ＝ Ｅ
１－γ２

１ γ ０ ０

γ １ ０ ０
０ ０ １－γ ０
０ ０ ０ １－











γ

（９）

基于理想弹塑性假设，应力与应变的关系为

σ＝Ｄ（ε－εｐ） （１０）
在上式中，应力阵为

σ＝［σｘｘ　σｙｙ　σｘｙ　σｙｘ］
Ｔ （１１）

塑性应变列阵为

εｐ＝［ε
ｐ
ｘｘ　ε

ｐ
ｙｙ　ε

ｐ
ｘｙ　ε

ｐ
ｙｘ］

Ｔ （１２）
板单元弹（塑）性力做的虚功为

δＷｆｅ＝－∫ＶｅδεＴＤ（ε－εｐ）ｄＶｅ
令　Ｓ１１＝（Ｓ／ｘｅ）

Ｔ（Ｓ／ｘｅ），

Ｓ２２＝（Ｓ／ｙｅ）
Ｔ（Ｓ／ｙｅ），

Ｓ１２＝（Ｓ／ｘｅ）
Ｔ（Ｓ／ｙｅ），

将（６）～（９）代入（１３），得到

δＷｆｅ＝δｑ
Ｔ
ｅ（Ｑｆｅ＋Ｑｐｅ） （１３）

其中

Ｑｆｅ＝－［Ｋｅ１（ｑｅ）－Ｋｅ３］ｑｅ （１４）
Ｑｐｅ＝Ｋｅ２（ｑｅ）ｑｅ （１５）

Ｋｅ１（ｑｅ）＝
Ｅ

２（１－γ２）∫ＶｅＧ１ｄＶｅ＋
　 γＥ
２（１－γ２）∫ＶｅＧ２ｄＶｅ＋

Ｅ
１＋γ∫ＶｅＧ３ｄＶｅ （１６）

Ｇ１＝（ｑ
Ｔ
ｅＳ１１ｑｅ）Ｓ１１＋（ｑ

Ｔ
ｅＳ２２ｑｅ）Ｓ２２ （１７）

Ｇ２＝（ｑ
Ｔ
ｅＳ１１ｑｅ）Ｓ２２＋（ｑ

Ｔ
ｅＳ２２ｑｅ）Ｓ１１ （１８）

Ｇ３＝
１
２（ｑ

Ｔ
ｅＳ１２ｑｅ）（Ｓ１２＋Ｓ

Ｔ
１２） （１９）

Ｋｅ２（ｑｅ）＝
Ｅ

１－γ２∫Ｖｅ［εｐｘｘＳ１１＋εｐｙｙＳ２２］ｄＶｅ＋
　 Ｅ
１＋γ∫Ｖｅεｐｘｙ（Ｓ１２＋ＳＴ１２）ｄＶｅ＋

　 γＥ
１－γ２∫Ｖｅ［εｐｘｘＳ２２＋εｐｙｙＳ１１］ｄＶｅ （２０）

Ｋｅ３（ｑｅ）＝
Ｅ

２（１－γ）∫Ｖｅ（Ｓ１１＋Ｓ２２）ｄＶｅ （２１）

平面板弹（塑）性力做的虚功为

δＷｆ＝δｑ
Ｔ（Ｑｆ＋Ｑｐ） （２２）

其中，Ｑｆ＝∑ｅＢ
Ｔ
ｅＱｆｅ，Ｑｐ＝∑ｅＢ

Ｔ
ｅＱｐｅ．

２　塑性应变的计算

基于平面应力假设，不计横向正应力σｚｚ，以及

剪切变形 σｘｚ，σｚｘ，σｙｚ和 σｚｙ，Ｖ．Ｍｉｓｅｓ屈服条件

为［４］

Ｆ＝１２σ
Ｔｐσ－１３σ

２
ｙ＝０ （２３）

其中

４９２
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σ＝［σｘｘ　σｙｙ　σｘｙ　σｙｘ］
Ｔ （２４）

Ｐ＝１３

２ －１ ０ ０
－１ ２ ０ ０
０ ０ ３ ０











０ ０ ０ ３

（２５）

根据弹塑性力学的流动法则，塑性应变的增量为

Δεｐ＝λ
Ｆ
( )σ ＝λＰσ≈λＰσ （２６）

其中，σ０为前一时刻的应力，λ为流动因子．基于
理想弹塑性假设，应力和应变关系为

σ＝Ｄ（ε－εｐ０－Δε）＝Ｄ（ε－εｐ０－λＰσ０）（２７）
在上式中，εｐ０为前一时刻的塑性应变．令ｃ＝Ｄ

（ε－εｐ０），ｄ＝ＤＰσ０，则有σ＝ｃ－λｄ，代入（２３）式，
得到λ满足的二次方程为

（ｄＴＰｄ）λ２－２（ｄＴＰｃ）λ＋ｃＴＰｃ－２３σ
２
ｙ＝０（２８）

根据弹塑性理论，流动法则有３个附加条件，
Ｆ，λ满足关系式

Ｆλ＝０，　Ｆ≤０，λ≥０ （２９）
当时Ｆ＜０，λ＝０，Δεｐ＝０，为弹性问题；当 Ｆ＝

０时，λ＞０，Δεｐ＝λＰσ０，为塑性问题．
在数值计算过程中，将每个单元等分为多个矩

形块，将矩形块边界各点的塑性应变储存在全局数

组，若初始时刻系统无变形，取塑性应变的初值为

０．计算各矩形块边界各点当前时刻的应变 ε，得到

Δε＝ε－ε０，其中，ε０为前一时刻的应变．先假定塑
性应变为０，应力的增量为 Δσ＝ＤΔε，得到 σ＝σ０
＋Δσ，代入Ｆ．若Ｆ＜０，λ＝０，该点处于弹性阶段；
若Ｆ≥０，产生塑性变形，求解方程（２８），如果存在
负值的解，则取λ＝０，如果两根均为正则取较小的
解．在求得了 λ的值后，根据 Δεｐ＝λＰσ，计算塑性
应变的增量，得到当前时刻的 εｐ＝εｐ０＋Δεｐ，再代
入积分式（２０），数值积分计算 Ｋｅ２（ｑｅ），最后将 εｐ
储存起来作为下一时刻的εｐ０．

３　弹塑性平面板的动力学方程

平面板在只受体力作用时的动力学变分方程

为

δＷｉ＋δＷｇ＋δＷｆ＝０ （３０）
将（３）、（５）和（２２）代入（３０）可得

δｑＴ（Ｍｑ̈－Ｑｇ－Ｑｆ－Ｑｐ）＝０ （３１）
设约束方程为Φ（ｑ，ｔ）＝０，系统封闭的第一类拉格

朗日动力学方程为

Ｍ ΦＴｑ
Φｑ[ ]０ ｑ̈[ ]λ ＝

Ｑ[ ]γ （３２）

其中，广义力阵Ｑ＝Ｑｇ＋Ｑｆ＋Ｑｐ，Φｑ为约束方程的
雅克比阵，λ为拉格朗日乘子坐标阵，γ＝－
（Φｑｑ）ｑｑ－２Φｑｔｑ－Φｔｔ为加速度约束方程的右项．

４　仿真算例

带集中质量的弹塑性矩形平面板如图２所示，
板的左端中点加一个旋转铰，板的中心有一个集中

质量，初始状态板系统持水平，然后让系统在驱动

约束作用下运动，驱动的作用时间为０．０２ｓ，之后驱
动约束释放，系统作自由转动，计算时间为０．０４ｓ．
板的材料是铝合金，各项参数为：长Ｌ＝２ｍ，宽ｂ＝
０．２ｍ，厚 ｈ＝０．００２ｍ，密度 ρ＝２７６６ｋｇ／ｍ３，弹性
模量Ｅ＝６．９×１０１０Ｎ／ｍ２，泊松比γ＝０．３，屈服应力
为σｙ＝５×１０

７Ｎ／ｍ２，集中质量为Ｍ＝２０ｋｇ．利用有
限元法建模时将板分成４×２个单元，按图中顺序
排布，节点排布如图所示．在计算塑性应变过程中
又将每个板单元等分成１０×６个矩形块．不计重
力．

图２　一端铰支的平面板

Ｆｉｇ．２　Ａｐｌａｎａｒｐｌａｔｅｗｉｔｈｒｅｖｏｌｕｔｅｊｏｉｎｔｏｎｏｎｅｓｉｄｅ

对于矩形板我们采用两端简支的边界条件，如

图３所示．其中，ＸＹ为惯性基，ＸｂＹｂ为浮动基．板的
浮动坐标系建立在板两端中点的连线上，θ为浮动
坐标系与惯性坐标系间的夹角．施加于板的角驱动
约束为

θ（ｔ）＝－１０π
１
５０π
ｓｉｎ（５０πｔ）[ ]－ｔ （３３）

板的左右边界中点的节点号分别为２和１４，

由几何关系得 ｔａｎ（θ（ｔ））＝
ｙ１４－ｙ２
ｘ１４－ｘ２

；另附加节点２

５９２
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的位置约束得到系统的约束方程为

　Φ＝

　　　　　　　ｘ２
　　　　　　　ｙ２
（ｘ１４－ｘ２）ｓｉｎ（θ（ｔ））－（ｙ１４－ｙ２）ｃｏｓ（θ（ｔ









））

＝０

（３４）
其中ｘ２，ｙ２为第２个节点的绝对位移坐标，ｘ１４，ｙ１４
为第１４个节点的绝对位移坐标．在驱动约束释放
以后，系统做自由转动，此时系统的约束方程为

Φ＝
ｘ２
ｙ[ ]
２

＝０ （３５）

图３是板的中心点即节点８的横向变形随时
间变化的曲线．图中显示，在运动的初始阶段，由于
角速度较小，板受到的力还没超过屈服极限，处在

弹性阶段．从０．０１ｓ开始，板进入了较为明显的塑
性阶段，弹塑性情况下板中点的横向变形的平均值

的绝对值远大于弹性情况．当 ｔ≥０．０２ｓ，驱动作用
结束进入自由转动阶段，弹性板的横向变形均在０
点附近振动，振幅基本上保持不变，而弹塑性板的

振幅则有衰减的趋势，而且频率比弹性情况要低，

没有恢复的趋势．

图３　板中心点的横向变形

Ｆｉｇ．３　Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔ

图４　系统的动能

Ｆｉｇ．４　Ｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

图４和图５分别为系统的动能和总能量的时
变曲线．图中显示，在进入塑性阶段后，两条曲线产
生了巨大的分岔，弹塑性板的系统动能远小于弹性

板；在驱动约束作用下，弹塑性板的能量变化幅度

远小于弹性板，当ｔ≥０．０２ｓ，驱动释放，弹性板的总
能量保持不变，而弹塑性板的总能量在持续变化并

且有衰减的趋势．

图５　系统的总能量

Ｆｉｇ．５　Ｔｏｔａｌｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

图６　节点７、８、９的ｙ方向塑性应变

Ｆｉｇ．６　Ｐｌａｓｔｉｃｓｔｒａｉｎｏｆｎｏｄｅ７，８，９ｉｎｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图７　节点４、５、６的ｙ方向塑性应变

Ｆｉｇ．７　Ｐｌａｓｔｉｃｓｔｒａｉｎｏｆｎｏｄｅ４，５，６ｉｎｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图６给出了节点７、８、９在 ｙ方向的塑性应变，
从图中看到，在０．００６ｓ附近就开始产生塑性应变，
节点７和节点９的塑性应变的值最大达到了０．０１２
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附近，而且塑性应变没有恢复的趋势．图７给出了
节点４、５、６在ｙ方向的塑性应变，与７、９节点不同
的是，４、６节点在０．０２ｓ以后才产生塑性应变，而且
数值也较小，这是因为节点７和节点９在ｘ方向上
离集中质量最近，在 ｙ方向上离中心轴最远，受到
的应力最大，所以塑性变形较大．

５　结论

本文建立了作大范围运动弹塑性平面板的几

何非线性和材料非线性动力学模型，采用绝对节点

坐标法，用虚功原理建立了作大范围运动弹塑性平

面板的动力学方程，研究塑性应变对平面板的刚－
柔耦合动力学特性的影响，得到以下结论：

（１）在驱动载荷释放后，弹性板的纵向变形和
横向变形在０附近振动；而弹塑性板存在残余的纵
向变形和横向变形．

（２）在驱动载荷释放后，弹性板机械能守恒，
弹塑性板的机械能衰减．

（３）对于应力集中、弯矩较大、离约束点较近
的特殊点，塑性应变容易产生且迅速增大，设计时

应着重考虑．
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