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非完整约束多体系统时间离散变分积分法

丁洁玉　潘振宽
（青岛大学信息工程学院，青岛　２６６０７１）

摘要　基于连续Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，给出非完整约束下多体系统时间离散的变分数值积分方法．首先对非完整多

体系统Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的弱形式进行时间离散，得到变分积分公式，然后讨论该积分方法对能量及约束

的保持，最后以蛇板为例对该方法进行数值验证和比较．

关键词　多体系统，　非完整约束，　数值积分，　Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，　蛇板

引 言

非完整约束指含有系统广义坐标导数且不可

积的约束，这类约束在车辆、移动机器人、欠驱动机

器人等多体系统中普遍存在．现代机械系统的发展
使得基于非完整多体系统动力学方程的高效、稳

定、高精度的数值积分方法受到关注，其研究也与

非完整多体系统动力学控制、优化密切相关［１，２］．
时间连续的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法最早由 Ｈｕｌｍｅ在一

阶常微分方程数值求解中给出［３］，Ｂｅｔｓｃｈ等［４］基于

完整多体系统动力学方程的弱形式和时间连续的

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，建立了高达三阶精度的能量保持数
值积分方法，其实质为时间离散的能量变分方法．
对于非完整系统，相关研究集中于拉格朗日方程或

微分代数方程下的数值积分方法，ＪｏｒｇｅＣｏｒｔｅｓ［５］

基于离散形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ－ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理给出
了扩展的非完整积分方法，Ｂｅｔｓｃｈ［６］提出了完整和
非完整混合约束下机械系统的能量保持积分方法，

ＭｃＬａｃｈｌａｎ等［７］给出了二阶精度的离散 Ｌａｇｒａｎｇｅ－
ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ积分方法，Ｓ．Ｆｅｒｒａｒｏ等［８］给出了几何

积分方法．
本文基于非完整多体系统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程

的弱形式，给出时间离散的变分数值积分方法，并

讨论该方法对能量及约束方程的保持．最后以蛇板
为例进行数值验证和比较．

１　Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程

基于Ｌａｇｒａｎｇｅ－ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ变分原理的非完

整约束多体系统动力学方程为［１］

ｄ
ｄｔ（ｑＬ（ｑ，ｑ））＋λΦ（ｑ）－ｑ（ｑ，ｑ）＝０

Ψ（ｑ，ｑ）＝Φ（ｑ）ｑ＝
{

０
（１）

其中ｑ＝ｑ（ｔ）∈Ｒｎ是广义坐标向量，Ψ（ｑ，ｑ）∈Ｒｍ

为非完整约束．
引入Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程
Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐ·ｑ－Ｌ（ｑ，ｑ） （２）

方程（１）可以描述为
ｑ＝ｐ （３）
ｐ＝－λ·Φ（ｑ）－ｑＨ （４）

Ψ（ｑ，ｐ）＝０ （５）
Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的弱形式为

∫
ｔ０＋Ｔ

ｔ０
［（ｑ－ｐＨ）·δｐ－（ｐ＋ｑＨ＋λ·Φ）·

δｑ］ｄｔ＝０ （６）

∫
ｔ０＋Ｔ

ｔ０
δλ·（ｐΨｐ＋ｑΨｑ）ｄｔ＝０ （７）

其中检验函数δｐ和δｑ在时间区间［ｔ０，ｔ０＋Ｔ］上足
够光滑．

２　变分积分方法

２．１　时间离散
设ｔ０＜ｔ１＜…＜ｔＮ＝ｔ０＋Ｔ为区间［ｔ０，ｔ０＋Ｔ］上

的离散点，在每个时间间隔［ｔｌ－１，ｔｌ］上引入参数 α
∈［０，１］，使得

α（ｔ）＝
ｔ－ｔｌ－１
ｔｌ－ｔｌ－１

（８）

则方程（６），（７）可表示为如下离散形式
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∑
Ｎ

ｌ＝１
∫
１

０
｛（δｐｌ·ｑ′ｌ－ｐ′ｌ·δｑｌ）－［ｐＨｌ·δｐｌ＋

　（ｑＨｌ＋λ·Φｌ）·δｑｌ］ｈｌ｝ｄα＝０ （９）

∑
Ｎ

ｌ＝１
∫
１

０
δλ·（ｐΨｌｐ′ｌ＋ｑΨｌｑ′ｌ）ｄα＝０ （１０）

其中Ｈｌ＝Ｈ（ｑｌ，ｐｌ），Φｌ＝Φ（ｑｌ），Ψｌ＝Ψ（ｑｌ，ｐｌ），ｈｌ
＝ｔｌ－ｔｌ－１．
将（９），（１０）中的试函数 ｐｌ、ｑｌ检验函数 δｐｌ，

δｑｌ以及ｐｌ，ｑｌ关于α的导数表示为

ｐｌ＝∑
ｋ＋１

ｉ＝１
（Ｍｉ（α）ｐｉ），ｑｌ＝∑

ｋ＋１

ｉ＝１
（Ｍｉ（α）ｑｉ） （１１）

δｐｌ＝∑
ｋ

ｉ＝１
（Ｍ～ｉ（α）δｐｉ），δｑｌ＝∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｍ～ｉ（α）δｑｉ）（１２）

ｐ′ｌ＝∑
ｋ＋１

ｉ＝１
（Ｍ～ｉ（α）ｐ

～
ｉ），ｑ′ｌ＝∑

ｋ＋１

ｉ＝１
（Ｍ～ｉ（α）ｑ

～
ｉ）（１３）

其中Ｍｉ（α），ｉ＝１，…ｋ＋１是 ｋ次拉格朗日多项式

节点函数，Ｍ～ｉ（α），ｉ＝１，…ｋ为 ｋ－１次拉格朗日多

项式节点函数，ｐ～ｉ，ｑ
～
ｉ，ｉ＝１，…ｋ为 ｐｉ，ｑｉ，ｉ＝１，…ｋ

＋１的线性组合，见表１．
将（１１）－（１３）代入（９），（１０），取如下离散形

式

∑
ｋ

ｊ＝１
∫
１

０
（Ｍ～ｉＭ

～
ｊ）ｑ
～
ｊｄα－ｈｌ∫

１

０
Ｍ～ｉｐＨｉｄα＝０，ｉ＝１，…ｋ

（１４）

∑
ｋ

ｊ＝１
∫
１

０
（Ｍ～ｉＭ

～
ｊ）ｐ
～
ｊｄα＋ｈｌ∫

１

０
Ｍ～ｉ（ｑＨｉ＋λΦｉ）ｄα＝０，

ｉ＝１，…ｋ （１５）

∑
ｋ

ｊ＝１
∫
１

０
Ｍ～ｊ（ｐΨｊ珓ｐｊ＋ｑΨｊ珓ｑｊ）ｄα＝０ （１６）

求解上述非线性方程组即可得到每个时间离

散点处的ｐｌ，ｑｌ，其中积分可使用高斯求积公式．

表１　ｋ＝１，２，３次拉格朗日多项式节点函数

Ｔａｂｌｅ１　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｏｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｏｆｄｅｇｒｅｅｋ＝１，２，３

ｋ Ｍｉ（α），ｉ＝１，…ｋ＋１ Ｍ～ｉ（α），ｉ＝１，…ｋ 珓ｐｉ，珓ｑｉ，ｉ＝１，…ｋ
１ Ｍ１＝１－α Ｍ～１＝１ 珓ｑ＝ｑ２－ｑ１

Ｍ２＝α

２ Ｍ１＝（２α－１）（α－１） Ｍ～１＝１－α 珓ｑ１＝－３ｑ１＋４ｑ２－ｑ３

Ｍ２＝－４α（α－１） Ｍ～１＝α 珓ｑ２＝ｑ１－４ｑ２＋３ｑ３

３ Ｍ１＝－
９
２（α－

１
３）（α－

２
３）（α－１） Ｍ～１＝（２α－１）（α－１） 珓ｑ１＝－

１１
２ｑ１＋９ｑ２－

９
２ｑ３＋ｑ４

Ｍ２＝
２７
２（α－

２
３）（α－１）α Ｍ～２＝－４α（α－１） 珓ｑ２＝

１
８ｑ１－

２７
８ｑ２＋

２７
８ｑ３－

１
８ｑ４

Ｍ３＝－
２７
２（α－

１
３）（α－１）α Ｍ～３＝（２α－１）α 珓ｑ３＝－ｑ１＋

９
２ｑ２－９ｑ３＋

１１
２ｑ４

Ｍ３＝
９
２（α－

１
３）（α－

２
３）α

２．２　能量和约束方程的保持
由方程（１６）可得

∫
１

０
（ｐΨｌｐ′ｌ＋ｑΨｌｑ′ｌ）ｄα＝∫

１

０
（
ｄ
ｄαΨｌ

）ｄα＝

　Ψｌ（１）－Ψｌ（０）＝Ψｌ－Ψｌ－１ ＝０ （１７）
即在离散的时间间隔［ｔｌ－１，ｔｌ］上，约束方程不会产
生违约．

由方程（１４），（１５）可得

　∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｋ

ｊ＝１
［（∫

１

０
Ｍ～ｉＭ

～
ｊｄα）ｑ

～
ｊ·ｐ
～
ｉ－ｈｌ（∫

１

０
Ｍ～ｉｐＨｉｄα）ｐ

～
ｉ］＝０

（１８）

　∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｋ

ｊ＝１
｛（∫

１

０
Ｍ～ｉＭ

～
ｊｄα）ｑ

～
ｊ·ｐ

～
ｉ＋ｈｌ［∫

１

０
Ｍ～ｉ（ｑＨｉ＋

　λΦｉ）ｄα］ｑ
～
ｉ｝＝０ （１９）

式（１８），（１９）相减可得

∑
ｋ

ｉ＝１
｛［∫

１

０
Ｍ～ｉｐＨｉｄα］·ｐ

～
ｉ＋（∫

１

０
Ｍ～ｉ（ｑＨｉ＋

　λΦｉ）ｄα）·ｑ
～
ｉ｝＝０ （２０）

即

　∫
１

０
［（ｑＨｌ＋λΦｌ）·ｑ′ｌ＋ｐＨｌ·ｐ′ｌ］ｄα＝０ （２１）

由（１７），（２１）可得

　Ｈｌ－Ｈｌ－１＝Ｈ（ｑ１（α），ｐｌ（α）α＝１
α＝０
＝∫

１

０
（ｑＨｌ·ｑ′ｌ＋

ｐＨｌ·ｐ′ｌ）ｄα＝－∫
１

０
（λΦｌ·ｑ′ｌ）ｄα＝

－∫
ｔｎ

ｔｎ－１
（λΦｌ·ｑ′ｌ）ｄｔ＝－（Ψｌ－Ψｌ－１）＝０ （２２）

因此该积分方法在每个离散的时间间隔［ｔｌ－１，ｔｌ］

上能保持能量不变．

０９２
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３　数值算例

图１是一个简化的蛇板模型［９］，广义坐 ｑ＝［ｘ
　ｙ　θ　ψ　ｂ　ｆ］

Ｔ中，ｘ，ｙ，θ描述蛇板相对参
考坐标系的位置，ψ是转子相对板身的转角，ｂ，ｆ
是蛇板前后轮相对板身的转角．假设蛇板的轮子只
能滚动，不产生侧向滑移，该模型中非完整约束为

－ｘｓｉｎ（θ＋ｂ）＋ｙｃｏｓ（θ＋ｂ）－ｌθ
·ｃｏｓ（ｂ）＝０

（２３）
－ｘｓｉｎ（θ＋ｆ）＋ｙｃｏｓ（θ＋ｆ）＋ｌθ

·ｃｏｓ（ｆ）＝０

（２４）
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程为

Ｌ（ｑ，ｑ）＝１２ｍ（ｘ
２＋ｙ２）＋１２Ｊθ

· ２＋１２Ｊｒ（Ψ
· ＋

　θ·）２＋１２Ｊｗ（
·

ｂ＋θ
·
）２＋１２Ｊｗ（

·

ｆ＋θ
·
）２ （２５）

其中ｍ是板身的质量，Ｊ是板身的转动惯量，Ｊｒ是
转子的转动惯量，Ｊｗ＝Ｊｂ＝Ｊｆ是轮子的转动惯量，

并且有Ｊ＋Ｊｒ＋２Ｊｗ＝ｍｌ
２．

图１　简化的蛇板模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｓｎａｋｅｂｏａｒｄ［９］

图２　能量及约束保持

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｏｆｅｎｅｒｇｙａｎｄｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

取ｍ＝６ｋｇ，Ｊ＝０．０１６ｋｇ．ｍ２，Ｊｒ＝０．００７２ｋｇ．
ｍ２，Ｊｗ＝０．００１３ｋｇ．ｍ

２，ｑ０＝［００００－π／３π／３］
Ｔ，

ｑ０＝［０．１０２．６４１４０００］
Ｔ，图２和图３给出了ｈ＝

０．１，ｋ＝３时使用本文所给积分方法得到的结果，
其中积分使用的是三点高斯求积公式．该结果验证
了本文方法对能量和约束的保持，并且其误差精度

达到了 ｈ＝０．０１时使用龙格 －库塔法直接求解微
分－代数方程组（ＤＡＥｓ）的精度（１０－７）．ｋ＝１，ｋ＝
２时能量和约束也能保持，只是误差精度稍低，分
别为１０－３，１０－４．

图３　能量、约束与初始值的误差

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｏｆｅｎｅｒｇｙ，ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｗｉｔｈｔｈｅｉｒｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ

图４　蛇板运动轨迹（：龙格－库塔法求解ＤＡＥｓ，

：ｃＧ法，ｋ＝１，：ｃＧ法，ｋ＝２）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｒａｃｅｏｆｔｈｅｓｎａｋｅｂｏａｒｄｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

（：Ｒｕｎｇｅ－ＫｕｔｔａｍｅｔｈｏｄｓｏｌｖｉｎｇＤＡＥｓ，：ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

Ｇａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，ｋ＝１，：ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，ｋ＝２）

１９２
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图４给出了上述初始条件下使用不同方法得
到的蛇板运动轨迹，其中ｈ＝０．１，积分使用两点高
斯求积公式．使用龙格－库塔法直接求解微分－代
数方程组（ＤＡＥｓ）所得轨迹出现较大无规律偏离，
使用本文方法，在ｋ＝１时出现有规律较小偏离，而
在ｋ＝２时则无偏离现象．

４　结论

本文使用连续Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，对非完整多体系
统动力学 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的弱形式进行时间离
散，得到了变分数值积分方法，该方法能保证在每

个时间间隔上约束方程不违约，并且保持能量不

变．通过对蛇板简化模型的数值验证可得，相比使
用直接求解微分代数方程（ＤＡＥｓ）的方法，该方法
具有更高的鲁棒性．但是由于需要求解大量的非线
性方程组，使得该方法的计算效率相对较低，如何

提高计算效率以满足长时间仿真的需要是进一步

需要研究的问题．
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