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具有边权全局演化特征的加速增长的网络模型
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摘要　提出了一个新的加速增长的加权网络模型．与以前的边权固定模型或边权局部分配模型相比，该模

型允许流被全局更新，并给出度、边权、与点强度分别服从幂律分布．特别地，这些幂律指数是非普适的而且

依赖于两个网络参数．该模型还指出点强度高度依赖于度并且它们之间服从幂律关系，这与许多的实证研

究结果相符．数字仿真验证了理论预测的正确性．

关键词　加权演化网络，　边权全局演化，　加速增长的网络，　幂律分布

引 言

许多系统都能被自然地描述为复杂网络，如因

特网［１］、万维网［２］、社会网络［３］、和新陈代谢网

络［４］等等．在复杂网络中，节点代表个体，而边则代
表个体之间的相互作用关系．众所周知，复杂网络
被划分为两种：无权网络和加权网络．在无权网络
中，节点之间的边只能反映节点之间的相互作用存

在与否这种信息．但在许多实际系统中，节点与节
点之间的相互作用强度是不一样的．而加权网络则
引入了边权来反映顶点之间相互作用强度的差异，

刻画了连接的多样性，增强了网络的抽象刻画能

力，所以加权网络能比无权网络更好地反映真实的

网络．同时，随着对大量实际加权网络的深入研究，
人们发现了许多无权网络中所没有的现象以及与

边权有关的丰富的统计性质．如何构造加权网络模
型来再现这些性质就自然的成为加权网络研究的

重要课题［５］．
在加权网络演化模型方面已有大量的研究工

作［６－９］，对已有的模型，根据赋权方式大致可以分

为两种类型：边权固定模型和边权演化模型．边权
固定模型的基本特征是：按照一定的偏好机制形成

网络拓扑结构的演化，在此过程中为每一条新加入

的边赋权．而边权是固定的，并不随网络结构的演
化而演化，所以此种模型不是真正意义上的加权演

化网络模型．而边权演化模型的基本特征是：网络
中每一条边的边权都会随着网络结构的演化而不

断改变，此类模型可以反映相互作用关系的演化和

加强这种现实系统的共同特征［５］．著名的 ＢＢＶ模

型就是边权演化模型，但在ＢＢＶ模型中，边权是局

部演化的，而在许多真实系统中，边权是全局演化

的，所以最近我们提出了一个边权全局演化的加权

网络模型［１０］．另外，我们注意到许多真实的系统具

有加速增长的特性，即边的增长总数比节点的增长

总数要快，并且边的总数 ｅ（ｔ）与节点的总数 Ｎ（ｔ）

服从幂律关系：ｅ（ｔ）∞Ｎ（ｔ）β＋１，其中 β（０≤β１）

表示加速增长的参数［１１］．但上述加权网络模

型［６－９］均忽略了这个特性．所以在这篇论文中，在

文献［１０］的基础上，我们提出了一个新的加权网
络模型，该模型考虑了加速增长对加权网络模型演

化的影响．我们解析研究并数字仿真了该模型的

度、边权、点强度的演化及分布，以及点强度和度的

关系．结果表明这些分布的幂律指数均与加速增长

参数有关．

１　新模型

网络初始时有 Ｎ０个完全相连的节点，其中每

条边的边权赋值为ｗ０＝１．我们在该模型中定义了

两个演化机制：拓扑增长机制和边权演化机制．

（１）拓扑增长机制：在每个时间间隔，一个带

有ｔβ条边的新节点ｎ被加入到网络中，该新节点ｎ

所带有的边按点强度优先连接的原则连接到已有

节点，连接到节点ｉ的概率为：
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Π
ｎ→ｉ
＝
ｓｉ
∑ｌｓｌ

（１）

其中ｔ是新节点ｎ加入到网络中的时间，β（０≤β
１）是加速增长的参数．ｔβ条新边连接完成后，每条
新边的边权也赋值为ｗ０＝１．

在这个机制中，新节点 ｎ所带有的边数为 ｔβ，
这与许多的实证研究结果相符．比如，在 ａｒＸｉｖ引
文网和Ｅｍａｉｌ网络中，它们的加速增长参数分别为
０．５６和０．１２［１１］．

（２）边权演化机制：在同一时间间隔，ｔβ条新
边中每一条边的建立给整个网络的边权带来一个

增量η（η＝ｃｏｎｓｔ）．从而ｔβ条新边的建立给整个网
络的边权带来一个总的增量 ηｔβ．所有的连接按照
如下的机制改变连接权重：

ｗｉｊ→
ｗｉｊ＋１，　概率为ηｔβｐｉｊ
ｗｉｊ，　　 概率为１－ηｔβｐ{

ｉｊ

（２）

其中

ｐｉｊ＝
２ｗｉｊ
∑ｌｓｌ

（３）

决定了边权ｗｉｊ增长的概率．
此处的边权演化机制部分受到了文献［１２］的

启发，但我们的演化机制与文献［１２］中的演化机
制有着简单的不同．在文献［１２］中，ｐｉｊ与节点 ｉ和 ｊ
的点强度有关，并且在每一步中边权的总增量 Ｗ
是固定的．但在我们的模型中，ｐｉｊ是与连接节点 ｉ
和ｊ的边的边权ｗｉｊ有关，并且在每一步中边权的总

增量ηｔβ是变化的，并且与时间 ｔ和加速增长参数

β（０≤β１）有关．

２　理论分析

运用平均场理论［１３］，我们可以获得网络的度、

点强度以及边权的分布．
假设ｓｉ（ｔ）是连续变化的，则 ｓｉ（ｔ）的变化率推

导如下：

（１）在拓扑演化机制中，新节点ｎ与已有节点
ｉ连接的择优概率由（１）式确定，这时有：

ｄｓｉ
ｄｔ＝ｔ

β ｓｉ
∑ｌｓｌ

（４）

（２）在边权演化机制中，与节点 ｉ直接相连的
边的边权的更新所引起的变化率为：

ｄｓｉ
ｄｔ＝∑ｊ∈ｖ（ｉ）

ηｔβ２ｗｉｊ
∑
ｌ
ｓｌ

（５）

其中ｖ（ｉ）是节点ｉ的近邻集合．
因此，在ｔ时刻节点 ｉ的点强度 ｓｉ的变化率方

程可以表示为：

ｄｓｉ
ｄｔ＝ｔ

β ｓｉ
∑ｌｓｌ

＋∑
ｊ∈ｖ（ｉ）

ηｔβ２ωｉｊ
∑
ｌ
ｓｌ
＝ｔβ

ｓｉ
∑ｌｓｌ

＋

　２ηｔβ
ｓｉ
∑ｌｓｌ

＝（２η＋１）（β＋１）２η＋２
ｓｉ
ｔ （６）

上一表达式最后一个等号成立是因为：

∑ｌ
ｓｌ≈∫ｔβ２（１＋η）ｄｔ＝２（１＋η）β＋１

ｔβ＋１ （７）

方程（６）的初始条件为：ｓｉ（ｔ＝ｔｉ）＝ｔβｉ，所以解方程
（６）得：

ｓｉ（ｔ）＝ｔβｉ（
ｔ
ｔｉ
）
（２η＋１）（β＋１）

２η＋２ （８）

由方程（８）我们可以得到：

ｐ（ｓｉ（ｔ）ｓ）＝ｐ（ｔｉｓ
－ ２η＋２
２η＋１－βｔ

（２η＋１）（β＋１）
２η＋１－β ） （９）

假定节点 ｉ加入系统的时间服从均匀分布，所以
有：

ｐ（ｔｉ）＝
１
Ｎ０＋ｔ

（１０）

把上式代入（９）式得：

ｐ（ｔｉｓ
－ ２η＋２
２η＋１－βｔ

（２η＋１）（β＋１）
２η＋１－β ）＝１－ｐ（ｔｉｓ

－ ２η＋２
２η＋１－β

ｔ
（２η＋１）（β＋１）
２η＋１－β ）＝１－ １

Ｎ０＋ｔ
ｓ－

２η＋２
２η＋１－βｔ

（２η＋１）（β＋１）
２η＋１－β （１１）

因此得节点ｉ的点强度分布为：

ｐ（ｓ） ＝
ｐ（ｓｉ（ｔ）ｓ）

ｓ
＝ １
Ｎ０＋ｔ

２η＋２
２η＋１－β

ｔ
（２η＋１）（β＋１）
２η＋１－β ｓ－

４η＋３－β
２η＋１－β （１２）

由此可知，节点 ｉ的点强度分布服从幂律分布：ｐ
（ｓ）～ｓ－γ，其中幂律指数为

γ＝４η＋３－β２η＋１－β
（１３）

类似地，在ｔ时刻节点ｉ的度ｋｉ的变化率方程可以
表示为：

ｄｋｉ
ｄｔ＝ｔ

β ｓｉ
∑ｌｓｌ

＝１＋β２＋２η
ｓｉ
ｔ （１４）

上式表明：

ｋｉ（ｔ）＝
１

２η＋１
ｓｉ（ｔ） （１５）

由（１５）式可得到点强度与度服从幂律关系：ｓ
～ｋθ，其中θ＝１．正由于点强度和度服从线性关系，
所以节点的度与点强度服从相同的幂律分布．

最后给出边权的变化率方程为：

３８２
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ｄωｉｊ
ｄｔ＝

ηｔβ２ωｉｊ
∑ｌｓｌ

＝η（β＋１）１＋η
ωｉｊ
ｔ （１６）

其初始条件为ωｉｊ（ｔｉｊ）＝１，因此有

ωｉｊ（ｔ）＝
ｔ
ｔ( )
ｉｊ

η（β＋１）
１＋η

（１７）

类似与点强度分布 ｐ（ｓ）的解法，我们可以得到边
权分布ｐ（ｗ）也服从幂律分布 ｐ（ω）～ω－α，其中 α
＝（２η＋ηβ＋１）／［η（β＋１）］．

３　数字仿真

为了检验理论预测的正确性，我们对该模型生

成的网络进行了进一步的数字仿真．在仿真过程
中，我们令参数η和 β取不同的值，令 Ｎ０＝３，Ｎ＝
１０００．从图１可看出节点的点强度 ｓｉ与度 ｋｉ服从
线性关系．

图１　某一初始节点的点强度ｓｉ与度ｋｉ的关系；

细直线表示理论预测：ｓｉ＝（２η＋１）ｋｉ

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｅｎｇｔｈｓｉｖｅｒｓｕｓｋｉｏｆｏｎｅｉｎｉｔｉａｌｎｏｄｅ；ｔｈｅｓｔｒａｉｇｈｔ

ｌｉｎｅｓａｒｅｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ：ｓｉ＝（２η＋１）ｋｉ

图２　点强度分布图；细直线表示理论预测：ｐ（ｓ）～ｓ－γ．

其中幂律指数γ＝（４η＋３－β）／（２η＋１－β）

Ｆｉｇ．２　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐ（ｓ）ｏｆｔｈｅｎｏｄｅｓｓｔｒｅｎｇｔｈｓ；ｔｈｅｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅｓ

ａｒｅｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｅｄｐｏｗｅｒｌａｗｓｓ－γｗｉｔｈγ＝（４η＋３－β）／（２η＋１－β）

图２表明点强度分布 ｐ（ｓ）服从幂律关系，并

且该分布具有低头和胖尾现象，这与许多的实证研

究结果相符［１４］．从图３可以看出度分布 ｐ（ｋ）也服
从幂律分布ｐ（ｋ）．图４表明边权分布 ｐ（ｗ）也服从
幂律分布，并且该分布也具有低头和胖尾现象．所
有这些数字仿真都和理论预测相吻合．

图３　度分布图

Ｆｉｇ．３　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐ（ｋ）ｏｆｔｈｅｄｅｇｒｅｅｋ

图４　边权分布图；细直线表示理论预测ｐ（ω）～ω－α

其中α＝（２η＋ηβ＋１）／［η（β＋１）］

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐ（ｗ）ｏｆｔｈｅｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｗｅｉｇｈｔｗ；

ｔｈｅｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅｓａｒｅｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｅｄｐｏｗｅｒｌａｗｓｗ－α

ｗｉｔｈα＝（２η＋ηβ＋１）／［η（β＋１）］

４　结束语

这篇论文提出了一个具有边权全局演化特征

的加速增长的加权网络模型．在这个模型中，我们

定义了两个机制：拓扑增长机制和边权演化机制．

理论分析和数字仿真均表明该模型具有如下性质：

（１）该模型的度、点强度和边权分布均为幂律

分布；

（２）上述幂律指数均与网络参数η和β有关；

（３）这些分布均具有低头和胖尾现象，这与许

４８２
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多的实证研究结果相符；

（４）点强度高度依赖于度，且它们之间服从线
性关系．
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