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求旋转椭球形贮箱内液体小幅晃动基频的一种新方法

杨旦旦　岳宝增
（北京理工大学宇航学院力学系，北京　１０００８１）

摘要　针对旋转椭球形贮箱内液体小幅晃动，建立了原点位于与箱于箱内静液面接触线处相切的圆锥的顶

点的球坐标系，用高斯超几何级数解析表达速度势和波高的模态函数，通过伽辽金方法把变分方程转变为

一个标准的特征值问题形式的频率方程，求解了不同尺寸比例的椭球形贮箱在不同的充液比和不同的Ｂｏｎｄ

数情况下液体小幅晃动的基频，把所求结果和已有的理论和实验结果进行对照．

关键词　变分原理，　高斯超几何级数，　晃动基频

引 言

航天器上大量液体的存在及其工况的多样复

杂性，导致液体的低频晃动可能与航天器的结构模

态或控制系统的特征频率相交藕，使航天器产生共

振等动力学不稳定现象，因此微重力下液体晃动的

频率一直是航天器动力学与控制问题研究的热点．
微重力情况下，考虑表面张力的效应，静止液面是

向上弯曲的，如图１所示．

图１　微重力下旋转椭球形贮箱内静液面形状

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｎｉｓｃｕｓｉｎｓｐｈｅｒｏｉｄｔａｎｋｓｉｎｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ

本文基于微重力下液体在贮箱中的静止形状，

用高斯超几何级数作为液体势函数和波高的模态

函数研究了椭球形贮箱内液体的晃动基频．为避免

柱坐标系出现的静止液面轴向坐标是径向坐标的

二值函数和满足箱壁处液体位移与箱壁相切的相

容性条件，采用了坐标原点位于与箱于箱内静液面

接触线处相切的圆锥的顶点的球坐标系，通过对拉

普拉斯方程的推导，得到液体势函数和波高函数的

解析模态表达，同时把箱壁上须满足的边界条件转

化为只需在箱壁与液体接触线处满足的简单边界

条件，这样就有利于利用伽辽金方法求解液体晃动

频率．严格意义上说，这是一种近似的方法，但由于
即使对很小的接触角存在的误差都很小［１］，因此不

碍于问题的求解．所得结果和其他方法计算所得结
果及实验结果进行照，验证了本文的方法的正确

性．

１　液体小幅晃动的模型

１．１　计算模型
使用如图２所示的球坐标系统，静液面，受扰

液面，和箱壁用下式表示：

图２　旋转椭球形贮箱和坐标系统

Ｆｉｇ．２　Ｓｐｈｅｒｏｉｄｔａｎｋａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

Ｍ：Ｒ＝ＲＭ（θ）；
Ｆ：Ｒ＝ＲＦ（θ，φ，ｔ）＝ＲＭ（θ）＋ζ（θ，φ，ｔ）；
Ｗ：Ｒ＝ＲＷ（θ）
使用球坐标系有如下优点：ＲＭ（θ），ＲＦ（θ），ζ
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可表示成θ，φ的单值函数；满足箱壁处的液体位移
沿着箱壁切线；可以得到势函数和波高的解析模态

表达．
１．２　变分原理

由文献［１］的变分原理的推导，可得控制液体
小幅晃动的变分方程为下式：
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（１）
各物理量含义同文献［１］．定义特征频率 ωｇ

＝ ｇ／ｂ槡
，无重力时，ωｇ ＝ σ／（ρｆｂ

３
槡 ），引入如

下无量纲量以求解无量纲晃动频率：

＝／（ｂ２ωｇ），ζ＝ζ／ｂ，ｔ＝ωｇｔ，

｛Ｒ，ＲＭ（θ），ＲＷ（θ）｝＝｛Ｒ，ＲＭ（θ），ＲＷ（θ）｝／ｂ，

｛Ｓ１Ｍ，Ｓ２Ｍ，Ｓ３Ｍ，Ｓ４Ｍ｝＝（ｂ）
２｛Ｓ１Ｍ，Ｓ２Ｍ，Ｓ３Ｍ，Ｓ４Ｍ｝，

｛ｄＦ，ｄＷ｝＝｛ｄＦ，ｄＷ｝／ｂ２

１．３　模态函数的确定和特征频率方程

液体速度势和波高可用级数表示如下［１］：

（Ｒ，θ，φ，ｔ）＝ｉω∑
∞

ｋ＝１
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）α１ｋ＋ｂｋ（

Ｒ
ｌｂ
）α２ｋ×

　Θｋ（θ）ｃｏｓ（ｍφ）ｅ
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取级数式（２）的前 ｋ－项代入（１）式，考虑对ａｋ、
ｂｋ、ｃｋ的变分，得到如下的齐次方程：
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（３）
由式（３）的前两式可得 ａ、ｂ与 ｃ的关系，代入

到第三式，得如下形式的特征频率方程：

［－ω２Ｍ＋Ｋ］｛ｃ｝＝｛０｝ （４）
求解此特征值问题即得到液体晃动的频率．

２　数值计算的结果

取ｍ为１，计算所得的最小频率即为基频．用
本文方法计算了宽高比分别为１、１．３６３９、１．６６６７、
１．４１４２、１．９９的旋转椭球在接触角为０°，充液比分
别为２５％、５０％、７５％、１５．６２５％、８４．３７５％时小幅
晃动基频随Ｂｏｎｄ数的变化，如图２所示，和已有实
验结果［２，３］对照比较吻合，验证了本文方法的正确

性．

图３　本文计算的基频和实验结果的对比

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｆｉｒｓｔｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

液体体积和箱的体积之比是衡量充液比的一

个标准，静液面的最高点的 Ｚ坐标 Ｚｃ一定程度衡
量了充液比，因此，本文计算了球箱内接触角为５°
时不同Ｂｏｎｄ数下的液体晃动基频随 Ｚｃ的变化关
系，如图４所示．图４（ｂ）的无量纲频率是图４（ａ）
的倍．当Ｚｃ较小时，图４（ａ）的无量纲频率随 Ｂｏｎｄ
数增大而迅速减小，图 ４（ｂ）的无量纲频率则随
Ｂｏｎｄ数增大而增大．

０５２
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图４　无量纲频率随最高点ｚ坐标的变化

Ｆｉｇ．４　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｆｉｒｓｔｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈＺｃ

Ｂｏｎｄ数很小时，晃动频率随 Ｚｃ变化的关系如
图５所示．

图５　接触角对基频的影响

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｃｏｎｔａｃｔａｎｇｌｅｏｎｆｉｒｓｔｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图６　１／Ｍ的值，Ｍ为静液面面积

Ｆｉｇ．６　Ｖａｌｕｅｏｆ１／Ｍ，Ｍｉｓｔｈｅａｒｅａｏｆｔｈｅｍｅｎｉｓｃｕｓ

当Ｂｏｎｄ数为０，接触角为０°时，晃动频率非常
接近于０，由于数值精度的原因，得不到准确值０．
此时晃动相当于不改变表面能的刚性位移．当
Ｂｏｎｄ数为１，接触角为０°时，无量纲晃动频率接近

于 １，此 时， σ／（ρｆｂ
３

槡 ） ＝ ｇ／（Ｂｏｂ槡 ） ＝

ｇ／ｂ槡
，因此，晃动近似于悬挂点在箱中心，质量

在箱底的摆．对于接触角为 ５°，Ｂｏｎｄ数为 ０或 １
时，晃动频率随 Ｚｃ减小显著增加．如图６所示，静
液面面积的倒数１／Ｍ随 Ｚｃ的变化和图５频率随
Ｚｃ的变化趋势差不多．因此，小 Ｂｏｎｄ数下，接触角

为５°时，液体可以看成是在表面张力作用下沿箱
壁移动的一层膜，膜的表面积越大，晃动频率越小．

Ｂｏｎｄ数为０和１，接触角为５°时，频率随充液
体积比的变化如图７所示，可见，除了充液比非常
小（静液面非常微薄，重力影响非常微弱）外，两者

之间区别明显．

图７　Ｂｏｎｄ数为０和１时，特征频率随充液体积比的变化（Ｚｃ≤１．９）

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｆｉｒｓｔｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｌｉｑｕｉｄｖｏｌｕｍｅｆｉｌｌｉｎｇ

ｌｅｖｅｌｗｈｅｎＢｏｎｄｎｕｍｂｅｒｉｓ０ｏｒ１（Ｚｃ≤１．９）

最后，本文计算了ａ＝０．７５ｂ和ａ＝１．３５ｂ的椭
球形贮箱内液体在不同的充液体积比和不同的

Ｂｏｎｄ数情况下晃动的无量纲基频（接触角为５°），
如图８所示，并和文献［４］、［５］进行比较，结果也
比较吻合，再次验证了本文的方法的正确性．

图８　无量纲基频随充液比和Ｂｏｎｄ数的变化

Ｆｉｇ．８　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｆｉｒｓｔｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｌｉｑｕｉｄｖｏｌｕｍｅ

ｆｉｌｌｉｎｇｌｅｖｅｌａｎｄＢｏｎｄｎｕｍｂｅｒ

值得一提的是本文求基频时的 ｋ－取１，若取收
敛值，求得的基频比其他文献偏高．绝大部分情况
下，为１求得的基频在所有的求得的基频中最小．
这样的取法有其合理性，因为航天器结构振动的频

率一般比液体晃动的频率低，为判断是否产生共

振，取为１是更安全的取法．

１５２
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３　结论

本文用高斯超几何级数构造液体速势和晃动

波高的模态函数，通过伽辽金方法把液体小幅晃动

的变分方程转换为特征值方程求解液体小幅晃动

基频，求解速度快，和其他理论及实验结果对照基

本吻合，是一种求解液体小幅晃动基频的新方法．
如果液体作非小幅晃动，须研究其非线性晃动，如

文献［６］．
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