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转盘偏置对转子系统动力学特性的影响研究

王美令　韩清凯
（东北大学机机械学院，沈阳　１１０８１９）

摘要　以Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子系统为对象，研究转盘在转轴上不同偏置安装位置所引起的陀螺效应，以及对转子系

统固有特性和弯曲振动模式的影响规律．基于所建立的集中质量模型，数值计算和比较的结果表明，不同的

转盘安装偏置量会对转子系统临界转速和不平衡响应产生明显影响．偏置程度越大，陀螺效应对临界转速

及不平衡响应的影响越大，而在转子系统完全对称的情况下，陀螺效应则可以忽略．
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引 言

旋转机械在航空、能源等部门大量应用，其转

子系统的动力学研究和振动分析非常重要．其中由
于陀螺效应的存在，一般情况下都会使得转子系统

动力学特性变得复杂［１～３］．
在目前的转子系统动力学研究中，虽然人们都

注意到高转速和转子不对称情况下的陀螺效应不

能忽略［４］，但是，在许多简化模型中，还是往往会低

估陀螺效应的影响［５，６］．例如，文献［７－８］建立了
转子系统力学模型，进行转子动力学特性分析并未

考虑陀螺效应；文献［９］中建立了非对称柔性转子
系统模型，为简化模型亦未考虑陀螺效应；文献

［１０，１１］分析了转子陀螺效应对进动角速度、振型
以及临界角速度的影响．然而，这些研究均是考虑
了陀螺效应，而对陀螺效应对转子系统影响规律的

研究相对较少．
在本文中，建立了考虑转盘偏置引起的陀螺效

应的转子系统集中质量模型．通过对转盘不同偏置
情况下的数值仿真计算，比较分析了陀螺效应对转

子系统临界转速和不平衡振动响应的影响规律．

１　转盘偏置转子系统的建模

如图１所示的转盘偏置 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子系统，转
轴两端为刚性支承，转轴长为ｌ，转盘距左支点Ａ处
的距离为ａ，转盘的质量、极转动惯量、直径转动惯
量分别为ｍ、Ｊｐ、Ｊｄ，以转盘中心Ｏ′的坐标 ｘ、ｙ和转

角θｘ、θｙ表示转盘在运动过程中任意瞬时的位置．

图１　转盘偏置转子模型图

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｏｆｆｓｅｔｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

当转子系统以角速度 Ω转动时，其轴线与两
支点的连线有一夹角，转盘对其中心Ｏ′的动量矩
为Ｈ＝ＪｐΩ，它与轴线 ＡＢ的夹角也是 ．设其自然
振动频率为ω，则转盘中心Ｏ′与轴线 ＡＢ所构成的
平面绕ＡＢ轴有涡动角速度ω．由于涡动的存在，转
盘的动量矩Ｈ将不断地改变方向，因此，存在惯性
矩Ｍ＝－（ω×Ｈ）＝Ｈ×ω＝ＪｐΩ×ω，该惯性矩的方
向与平面 Ｏ′ＡＢ垂直，大小为 Ｍ＝ＪｐΩωｓｉｎ≈
ＪｐΩω，这一惯性力矩即为陀螺力矩．

在不计外力、考虑陀螺力矩的情况下，由质心

定理和动量矩定理得到的转子系统的运动微分方

程为［４］

Ｍｕ̈１＋ΩＪｕ２＋Ｋｕ１＝０
Ｍｕ̈２－ΩＪｕ１＋Ｋｕ２＝０ （１）

式中，ｕ１＝｛ｘ　θｙ｝
Ｔ，ｕ２＝｛ｙ　 －θｘ｝

Ｔ为广义坐标

向量；Ｍ＝
ｍ　０
０　Ｊ[ ]

ｄ

为质量矩阵；Ｋ为刚度矩阵；Ｊ＝

０　０
０　Ｊ[ ]

ｐ

为陀螺效应矩阵．其中，可以由转盘质量 ｍ
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和转盘半径 Ｒ计算得到圆盘的极转动惯量 Ｊｐ＝１／

２ｍＲ２和直径转动惯量Ｊｄ＝１／２Ｊｐ，进而可以确定质
量矩阵Ｍ和陀螺效应矩阵Ｊ．

刚度矩阵Ｋ通过柔度系数法求得．当转盘中心
点Ｏ′受集中力Ｆ作用时，由Ｅｕｌｅｒ梁变形理论可知
该点的线位移和角位移分别为［５］

ｘ＝ Ｆ３ＥＩｌａ
２（ｌ－ａ）２

θｙ＝
Ｆ
３ＥＩｌａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ） （２）

式中，Ｅ，Ｉ分别为转轴的杨氏模量和截面惯性矩．
当转盘中心点 Ｏ′受力矩 Ｍ作用时，该点的线位移
和角位移分别为

ｘ＝Ｍ３ＥＩｌａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ）

θｙ＝
Ｍ
３ＥＩｌ（ｌ

２－３ａｌ＋３ａ２） （３）

通过计算单位力、单位力矩引起的线位移和角位移

可得到如下柔度系数矩阵

Ｂ＝ １３ＥＩｌ
ａ２（ｌ－ａ）２ ａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ）

ａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ） ｌ２－３ａｌ＋３ａ[ ]２

（４）

通过对柔度系数求逆，即Ｋ＝Ｂ－１，可以得到相应的
刚度矩阵Ｋ．

２　临界转速计算

用复向量表示转子系统转盘中心的位移，令 Ｕ

＝ｕ１＋ｉｕ２，式（１）可记为

ＭＵ
¨
－ｉΩＪＵ

·

＋ＫＵ＝０ （５）
这是２个具有复系数的二阶线性微分方程组．设其
解为

Ｕ＝Ｕ０ｅ
ｉωｔ （６）

式中，Ｕ０是位移振幅向量，且各元素都是复数，ω
为转子的涡动频率．把式（６）代人式（５）可得

（－Ｍω２＋ＪΩω＋Ｋ）Ｕ０＝０ （７）
得频率方程

｜－Ｍω２＋ＪΩω＋Ｋ｜＝０ （８）
当ω＝Ω时，轴线弯曲平面的进动为同步正向

涡动．类似地，ω＝－Ω时则为同步反向涡动．在计
算转子系统临界转速时，通常只考虑同步正向涡动

时的临界转速，也就是将Ω＝ω代入式（８），可得
｜－（Ｍ－Ｊ）ω２＋Ｋ｜＝０ （９）

对于不计陀螺力矩的影响的情况，即 Ｊ＝０，式（８）
可简化为

｜－Ｍω２＋Ｋ｜＝０ （１０）
由此可见，在不计陀螺力矩时，转子系统的同

步正向涡动的临界转速就是其静止时横向固有频

率．

３　陀螺效应对转盘偏置转子系统临界转速
的影响

为研究并比较转盘偏置引起的陀螺效应对转子

系统临界转速的影响，选取如表１所示的仿真参数．

表１　转盘偏置转子系统的参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｏｆｆｓｅｔｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ
Ｍａｓｓｏｆ
ｄｉｓｃ（Ｋｇ）

Ｒａｄｉｕｓｏｆ
ｄｉｓｃ（ｍ）

Ｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｕｓ
（Ｎ／ｍ２）

Ｄｉａｍｅｔｅｒｏｆ
ｓｈａｆｔ（ｍ）

Ｌｅｎｇｔｈｏｆ
ｓｈａｆｔ（ｍ）

ｖａｌｕｅ ２０ ０．１２ ２．０６ｅ１１ ０．０３ ０．７５

选取转盘距左支点 Ａ处的距离分别为转轴长
度的１／２、１／３、１／３、１／７，分别作出这四种偏置情况
下的转子系统的 Ｃａｍｐｂｅｌｌ图，如图２所示，其中标
记Ｆ和Ｂ的曲线分别为考虑陀螺效应的正向和反
向涡动情况，标记 ＮＧＥ的虚线即为不考虑陀螺效
应的情况．

在图２中，虚线所表示的不考虑陀螺效应时的
涡动角速度，随着自转角速度增大而呈直线变化．
作ω＝Ω的直线与各曲线相交，得到的交点所对应
的转速是不考虑陀螺效应时的临界转速以及考虑

陀螺效应时的同步正向、反向涡动临界转速．
由图２可以看出，当ａ＝ｌ／２时，不考虑陀螺效

应时的转子系统一、二阶临界转速为３４．６８７３Ｈｚ、
２１６．７９５９Ｈｚ．考虑陀螺效应时，转子系统反向同步
涡动一、二阶临界转速为３４．６８７３Ｈｚ、１２５．１６７１Ｈｚ，
转子系统同步正向涡动临界转速为３４．６８７３Ｈｚ．

ａ＝ｌ／３时，不考虑陀螺效应时的转子系统一、
二阶临界转速为３８．７３７３Ｈｚ、２３１．６４４４Ｈｚ．考虑陀螺
效应时，转子系统反向同步涡动一、二阶临界转速

为３８．２Ｈｚ、１３５．９Ｈｚ，转子系统同步正向涡动临界
转速为３９．３０Ｈｚ．

ａ＝ｌ／５时，不考虑陀螺效应时的转子系统一、
二阶临界转速为５１．８３２０Ｈｚ、２８３．３７０１Ｈｚ．考虑陀螺
效应时，转子系统反向同步涡动一、二阶临界转速

为４７．５９Ｈｚ、１７８．３Ｈｚ，转子系统同步正向涡动临界

９３２
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转速为５６．７０Ｈｚ．

图２　转盘位置（ａ）＝ｌ／２；（ｂ）ａ＝ｌ／３；（ｃ）ａ＝ｌ／５；（ｄ）ａ＝ｌ／７时

系统Ｃａｍｐｂｅｌｌ图

Ｆｉｇ．２　Ｃａｍｐｂｅｌｌｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｏｆｆｓｅｔｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

ｗｈｅｎ（ａ）ａ＝ｌ／２；（ｂ）ａ＝ｌ／３；（ｃ）ａ＝ｌ／５；（ｄ）ａ＝ｌ／７

ａ＝ｌ／７时，不考虑陀螺效应时的转子系统一、
二阶临界转速为６３．３１０５Ｈｚ、３３９．９１６０Ｈｚ．考虑陀螺
效应时，转子系统反向同步涡动一、二阶临界转速

为６１．２Ｈｚ、４２１．４Ｈｚ，转子系统同步正向涡动临界
转速为１８４．９２Ｈｚ．

以上四种情况，不考虑陀螺效应时转子系统临

界转速有两阶，考虑陀螺效应时，同步正向涡动临

界转速仅一阶，同步反向涡动临界转速有２阶．在
Ｃａｍｐｂｅｌｌ图中，一阶正向涡动曲线与直线 ω＝Ω相
交，而二阶正向涡动曲线与之不相交．转盘偏置转
子系统在正向涡动时，由于陀螺力矩的作用随着自

转角速度 Ω的增大，二阶正向涡动角速度也急剧
增大，且总是大于自转角速度 Ω，不存在 ω＝Ω的
情况，故二阶涡动曲线与直线ω＝Ω不相交．

定义临界转速偏差

ｅｒｒ＝
ωｎｇ－ωｇ
ωｇ

×１００％ （１１）

式中，ｅｒｒ为临界转速偏差，ωｎｇ为不考虑陀螺效应
时转子系统一阶临界转速，ωｇ为考虑陀螺效应时
转子系统一阶同步正向涡动临界转速．不考虑陀螺
效应和考虑陀螺效应时转子系统一阶临界转速对

比如表２所示．
表２　陀螺效应对一阶临界转速的影响

Ｔａｂｌｅ２　Ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃｅｆｆｅｃｔｓｏｎｔｈｅｆｉｒｓｔｃｒｉｔｉｃａｌｓｐｅｅｄ

Ｄｉｓｃｌｏｃａｔｉｏｎ
Ｃｒｉｔｉｃａｌｓｐｅｅｄωｎｇ
ｗｉｔｈｏｕｔｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ
ｅｆｆｅｃｔｓ（Ｈｚ）

Ｃｒｉｔｉｃａｌｓｐｅｅｄωｇ
ｗｉｔｈｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ
ｅｆｆｅｃｔｓ（Ｈｚ）

Ｏｆｆｓｅｔｏｆｃｒｉｔｉｃａｌ
ｓｐｅｅｄｅｒｒ

ａ＝ｌ／２ ３４．３５５４ ３４．３５５４ ０％
ａ＝ｌ／３ ３８．３６６６ ３８．９２３１ －１．４３％
ａ＝ｌ／５ ５１．３３６０ ５６．１６ －８．５８％
ａ＝ｌ／７ ６３．３１０５ ７８．６３５７ －１９．４９％

从表２可知，转盘偏置的位置不同，由此引起
的陀螺效应对转子系统一阶临界转速的影响就不

同，考虑陀螺效应与不考虑陀螺效应时的一阶临界

转速的偏差存在很大不同．而当转子圆盘位于转轴
中央（ａ＝ｌ／２）时，陀螺效应对于转子系统一阶临界
转速没有影响．转子圆盘的偏置程度越大，陀螺效
应越明显，由此引起的一阶临界转速的偏差也就越

大，越明显．

４　陀螺效应对转盘偏置转子系统不平衡响
应的影响

在转子系统不平衡振动响应计算时，要考虑阻

尼因素的存在．引入系统阻尼和转盘质量不平衡，
转子系统的运动方程式（１）改写为如下形式

Ｍｕ̈１＋ΩＪｕ２＋Ｃｕ１＋Ｋｕ１＝Ｑｃｏｓ（Ωｔ）
Ｍｕ̈２－ΩＪｕ１＋Ｃｕ２＋Ｋｕ２＝Ｑｓｉｎ（Ωｔ） （１２）

式中，Ｑ＝｛ｍｅｅΩ
２　０｝Ｔ是不平衡力向量，其中 ｍｅ

为偏心质量，ｅ为偏心距．Ｃ是系统阻尼矩阵．
系统阻尼矩阵 Ｃ由如下比例阻尼假设来计

０４２
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算［１２］

Ｃ＝αＭ＋βＫ （１３）
式中，

α＝２（
ξ２
ω２
－
ξ１
ω１
）／（１
ω２２
－１
ω２１
）β＝

　２（ξ２ω２－ξ１ω１）／（ω
２
２－ω

２
１） （１４）

图３　转盘位置（ａ）＝ｌ／２；（ｂ）ａ＝ｌ／３；（ｃ）ａ＝ｌ／５；（ｄ）ａ＝ｌ／７时

系统转速－幅值图

Ｆｉｇ．３　Ｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄ－Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｏｆｆｓｅｔｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

ｗｈｅｎ（ａ）ａ＝ｌ／２；（ｂ）ａ＝ｌ／３；（ｃ）ａ＝ｌ／５；（ｄ）ａ＝ｌ／７

式中，ω１，ω２分别是转子系统不计陀螺效应时的第
一、第二固有频率，ξ１，ξ２分别为对应两个固有频率
的阻尼系数，在这里可以分别取作０．０５，０．０８．

选取转盘存在偏心质量 ０．０１Ｋｇ，偏心距 ０．
１ｍ，针对转盘距左支点 Ａ处的距离 ａ分别为转轴
长度的１／２、１／３、１／３、１／７，四种情况，并分别作出
转子系统不平衡振动响应的转速幅值图，结果如图

３所示．
由图３（ａ）可以看出，当转盘位置在 ａ＝ｌ／２

时，考虑陀螺效应和不考虑陀螺效应时的转速－幅
值曲线重合，这是转子系统完全对称的情况．从图
３（ｂ）－（ｄ）可以看出，当转盘位置从 ａ＝ｌ／３变化
到ａ＝ｌ／７时，考虑陀螺效应和不考虑陀螺效应时
的转速－幅值曲线出现不同程度的偏移．转盘偏置
程度越大，振动响应的转速幅值曲线的变化程度越

大，也就是陀螺力矩对系统振动响应的影响越大．
但是，当转速超过某一值时，考虑陀螺效应时的幅

值较之不考虑陀螺效应时的幅值要小，且两者相互

靠近．

５　结论

基于建立的转盘偏置转子系统集中质量模型，

进行数值计算和比较，结果表明，转盘位置在转轴

上的安装偏置所引起的陀螺效应会对转子系统的

动力学特性产生明显影响．
（１）考虑陀螺效应与不考虑陀螺效应所引起

的一阶临界转速的偏差存在很大不同，转盘偏置程

度越大，临界转速偏差也越大，而在转盘位于转轴

中央且转子系统完全对称时，陀螺效应对于转子系

统一阶临界转速没有影响．
（２）转盘偏置程度越大，陀螺力矩对转子系统

振动响应的影响越大，而在转盘位于转轴中央且转

子系统完全对称时，陀螺效应对于转子系统振动响

应几乎没有影响．
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