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双悬臂梁在简谐力作用下的碰撞动力学分析

刘佳斌　龙新华
（上海交通大学机械与动力工程学院，上海　２００２４０）

摘要　对带集中端质量柔性悬臂梁进行了理论建模，在此基础上得到了双悬臂梁碰撞模型．通过对简谐激

励力作用下悬臂梁碰撞运动的理论分析和实验论证，得到了该动力系统中被碰撞悬臂梁ｋ＝ｐ／１型周期碰撞

运动，典型的周期碰撞有ｋ＝１／１，ｋ＝１／２，ｋ＝２／２等．此外，建立了该动力系统碰撞情况下的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射，

运用半解析法得到了该动力系统周期运动稳定性分析的 Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子，对该动力系统在分岔点处进行

了稳定性分析．该结果对解释实际工程，如铣削过程中 的非线性现象及失稳机制有重要的指导作用．

关键词　非光滑系统，　柔性结构，　碰撞，　分岔，　稳定性

引 言

非光滑动力学现象广泛存在于原子力显微镜、

航天器铰接结构、机车的齿轮传动结构、冲击锤、高

速列车的弓式受电器、铣削加工过程等机械、电力

系统及实际应用工程中．例如在低径向铣削率的铣
削过程中，刀具和工件的周期性的接触和分离导致

系统方程中存在非光滑项．这些系统非线性动态行
为与悬臂梁谐波振子遭受冲击作用下的动态行为

有十分相似之处［１，２］．因此，对悬臂梁这一类弹性
结构在碰撞力作用下的动态行为研究显得十分重

要．沈凌杰等［３］实验对比研究了柔性梁线接触碰撞

动力学行为．Ｖｉｒｇｉｎ和 Ｂｅｇｌｅｙ［４］研究单悬臂梁碰撞
情况，得到了擦边分岔和混沌现象．Ｋｎｕｄｓｅｎ和
Ｍａｓｓｉｈ［５］研究了双边约束下单悬臂梁的碰撞运动，
得到了混沌分岔图，并通过 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论判断了周
期解稳定性．Ｌｕｏ和 Ｘｉｅ［６］理论实验研究了两自由
度双边刚性约束下碰撞运动的周期稳定性，分岔和

混沌现象．考虑到实际工程中，两个相互接触的结
构都为弹性结构，如铣削系统中，如果工件为薄壁

结构，刀具和工件都为柔性结构，该系统类似于双

悬臂梁碰撞系统．基于此，本文对双悬臂梁碰撞系
统非线性开展动力学研究，研究其动态行为及其演

变规律．首先通过理论建模和数值模拟的方法得到
了双悬臂梁碰撞系统响应特征，分析了该动力系统

典型倍频附近的非线性现象，并且运用不连续映射

和Ｆｌｏｑｕｅｔ理论对系统分岔点进行了稳定性分析，
最后对典型非线性现象进行了实验论证．

１　模型建立

柔性悬臂梁碰撞运动是分段光滑系统，因此系

统建模考虑两个因素，一是悬臂梁非碰撞阶段运动

情况；另一个是悬臂梁碰撞瞬间的正确描述，合理

正确的碰撞描述能建立正确的碰撞模型．因此整个
碰撞运动过程分两类建模．

图１　单自由度冲击研究模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｉｍｐａｃｔｍｏｄｕｌｅｏｆｏｎｅ－ｄｅｇｒｅｅ－ｏｆ－ｆｒｅｅｄｏｍ

建立悬臂梁非碰撞阶段运动模型，如图１．采
用广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，按照 Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ和 Ｎａｙ
ｆｅｈ［７］的研究中给出的步骤来求取方程．建立连续
系统的拉格朗日方程Ｌ，并按照系统外延性约束条
件进行展开．得到如下方程：
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Ｔ是连续系统动能；Ｖ是系统势能；λ是拉格朗
日乘子；ｖ（ｓ，ｔ）是空间位置 ｓ和时间 ｔ的轴向位移
函数；ｗ（ｓ，ｔ）是横向位移函数；ｌ＾是从悬臂梁固支末
端到小质量块中心处的长度．

图中力Ｆ是碰撞产生的接触作用力，非碰撞阶
段时Ｆ＝０．将接触作用力Ｆ算入边界条件，不考虑
非线性约束条件，边界条件为：

ｗ（ｓ，ｔ）＝０　 ｓ＝０
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 ＾

（２）

Ｊｍ是顶端小质量块的质量惯性矩．根据 Ｂｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁理论，得：

ｗ（ｓ，ｔ）＝∑ｒｑｒ（ｔ）ｒ（ｓ） （３）

ｒ（ｓ）是一个空间函数，式（４），ｑｒ（ｔ）是对应时
间下的坐标．

１（ｓ）＝Ｃ１｛ｓｉｎ（βｒｓ）－ｓｉｎｈ（βｒｓ）］＋
　Ｃ２／Ｃ１［ｃｏｓ（βｒｓ）－ｃｏｓｈ（βｒｓ）］｝ （４）
比率 Ｃ２／Ｃ１和 βｒ由相关联的特征系统决定．

悬臂梁模型中端质量块的存在使得系统的第一阶

与第二阶固有频率的差别变大．理论模型和模态实
验结果显示该系统的第一阶固有频率为１６Ｈｚ附近
而第二阶固有频率大于１２０Ｈｚ，因此在外激励频率
远小于１２０Ｈｚ的情况下，运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影方法，
可整理式（１）得近似单自由度非线性常微分方程：
　ｍｒ̈ｑｒ＋ｋｒｑｒ＋ｃｒｑｒ＋ａ１ｑ

３
ｒ＋ａ２［ｑ

２
ｒｑｒ＋ｑ

２
ｒ̈ｑｒ］＝０（５）

其中立方非线性项是由于悬臂梁的几何和惯

性因素引起的，式（５）中非线性大小受 ａ１和 ａ２影
响，其各系数由以下方程确定，式（６）：
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式（６）中，阻尼因子 ζｒ值由实验确定，ωｒ是与特定
阶的模态有关的固有频率．实际计算分析时，将悬
臂梁参数代入，编程计算ａ１和ａ２值．

对于碰撞描述，有以下几点假设：

１）碰撞是点接触碰撞．
２）碰撞时两悬臂梁在碰撞处是正碰撞，没有

摩擦、斜碰撞等．
３）碰撞采用 Ｎｅｗｔｏｎ弹性碰撞系数描述，式

（７）．
ｚ（ｔ＋）＝－ｒｚ（ｔ－） （７）

其中ｚ是悬臂梁运动状态，ｔ－ｔ＋分别表示碰撞瞬间
前后，ｒ是弹性碰撞恢复系数，与两碰撞悬臂梁材料
和环境有关．

建立双悬臂梁碰撞微分方程：
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（８）
ｍ１１，ｍ２１，ｃ１１，ｃ２１，ｋ１１，ｋ２１，ｑ１１，ｑ２１，ａ１１，ａ１２，ａ２１，ａ２２

分别为受谐波激励碰撞梁和被碰撞梁的一介模态

质量、阻尼、刚度、坐标及非线性项系数．Ｆ１为模态
坐标下的激励力，通过控制激振器控制外激励力

Ｆｅｃｏｓ（Ωｔ）振幅Ｆｅ与频率Ω．
Ｆ１＝（ｓ＝ｌ１０）Ｆｅｃｏｓ（Ωｔ） （９）

８２２
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２　数值模拟分析

由于该动力系统含有复杂的非线性因素，运用

数值模拟分析的方法可以快速直接的求解出双悬

臂梁在外激励力作用下碰撞响应．数值模拟分析主
要包括两个部分，一个是模拟分析整个碰撞过程，

获得位移－时间图、相图以及分岔混沌图等；另一
个是对分岔点值进行稳定性分析．

选取相同几何参数的两悬臂梁做碰撞分析，其

参数如图２．计算式（５）中各个参数，表１．
表１　悬臂梁参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓ

Ｍ（ｋｇ） Ｋ（Ｎ／ｍ） ω（ｒａｄ／ｓ） α１ α２ Φｌ
１．８８２４１．９５２８Ｅ４１０１．８５４２ －１．１４４０Ｅ７－１．１３９２Ｅ２４．７９９６

图２　悬臂梁尺寸（ｍｍ）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｈｙｓｉｃａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

图３　Ｄ＝３０Ｎ，ζ＝０．０１，Δ＝０．５Ｅ－４ｍ，ａ）正向频率扫描，

２１Ｈｚ～７０Ｈｚ，ｂ）逆向频率扫描，２１Ｈｚ～７０Ｈｚ

Ｆｉｇ．３　Ｄ＝３０Ｎ，ζ＝０．０１，Δ＝０．５Ｅ－４ｍ，ａ）ｆｏｒｗａｒｄｓｗｅｅｐｏｆ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，２１Ｈｚ～７０Ｈｚ，ｂ）ｒｅｖｅｒｓｅｓｗｅｅｐｏｆ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，２１Ｈｚ～７０Ｈｚ

取弹性碰撞恢复系数ｒ＝０．８，激励力振幅Ｄ＝
３０Ｎ，间隙 Δ＝０．５Ｅ－４ｍ，约定两悬臂梁有相同的
阻尼因子 ζ＝０．０１，正向与逆向频率扫描范围为
２７Ｈｚ～６４Ｈｚ．

选取稳定运动状态下发生碰撞时该动力系统

的状态量记录，得图３和图４．

图４　Ｄ＝３０Ｎ，ζ＝０．０１，Δ＝０．５Ｅ－４ｍ，正向频率扫描，不同的激励

频率对应不同的碰撞类型：

ａ）３５Ｈｚ，ｋ＝１／１，ｂ）４７．６Ｈｚ，ｋ＝２／２，ｃ）４３Ｈｚ，ｋ＝４／４

Ｆｉｇ．４　Ｄ＝３０Ｎ，ζ＝０．０１，Δ＝０．５Ｅ－４ｍ，ｆｏｒｗａｒｄｓｗｅｅｐｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｙｐｅｓｏｆｉｍｐａｃｔａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ：ａ）３５Ｈｚ，ｋ＝１／１，ｂ）４７．６Ｈｚ，ｋ＝２／２，ｃ）４３Ｈｚ，ｋ＝４／４

图５　二倍频处的跳跃

Ｆｉｇ．５　ｔｈｅｊｕｍｐｐｈｅｎｏｍｅｎａｎｅａｒｂｙｄｏｕｂｌｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

由图３分析，两悬臂梁在经过一倍频后，随着
频率的增加或减小，其周期运动类型即碰撞类型发

生了明显的变化，以 ｋ＝ｐ／ｌ表示，即一个周期是经
过ｌ次激励周期发生了 ｐ次碰撞，故由图３（ａ）得，
碰撞类型依次为ｋ＝１／１，ｋ＝２／２，ｋ＝１／２，ｋ＝２／４，ｋ
＝１／２等，逆向频率扫描类似，如图３（ｂ）．
系统在倍频处附近以外的频域范围内，都有稳

定的单碰撞周期运动，即ｋ＝１／ｌ，（ｌ＝１，２，３，…）型
碰撞，并且经过一次倍频进入下一个稳定单周期碰

撞，其激励周期增加一，即ｋ＝１／１经过倍周期后变
成ｋ＝１／２．系统在倍频附近则有丰富的非线性现

９２２
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象．在二倍频附近，发生了类似于光滑非线性系统
中的跳跃现象，如图５，但区别于光滑系统，这种跳
跃是由于碰撞引起非光滑不连续而产生的．分岔最
为复杂是三倍频附近，即激励频率为 ４２．２４Ｈｚ～
５３．７９Ｈｚ范围，将图３中该频率域内局部放大，如
图６，与Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ［７］得到的分岔图不同，由于两
悬臂梁碰撞引起的强烈耦合作用，该频域内表现出

更多的分岔类型和更大范围的混沌区间．出现了 ｋ
＝２／２、ｋ＝４／４和ｋ＝３／４等碰撞周期，以及３段混
沌区间．对比图 ６（ａ）（ｂ），在 ４７．９４Ｈｚ～４９．８１Ｈｚ
频率范围内，初始条件的不同，得到了不同的稳定

周期解和混沌．

图６　Ｄ＝３０Ｎ，ζ＝０．０１，Δ＝０．５Ｅ－４ｍ，ａ）正向频率扫描，

ｂ）逆向频率扫描

Ｆｉｇ．６　Ｄ＝３０Ｎ，ζ＝０．０１，Δ＝０．５Ｅ－４ｍ，ａ）ｆｏｒｗａｒｄｓｗｅｅｐｏｆ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，ｂ）ｒｅｖｅｒｓｅｓｗｅｅｐｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

３　稳定性分析

对于非光滑系统动力学，周期运动稳定性，分岔

等极其重要的研究内容．对于非光滑的动力系统的稳
定性研究采用了类似于光滑系统的研究方法，通过定

义周期解的Ｐｏｉｎｃａｒé映射截面，将周期运动稳定性问
题转化为Ｐｏｉｎｃａｒé映射不动点稳定性问题，然后使用
Ｆｌｏｑｕｅｔ理论［９～１０］判断其稳定性．Ｎｏｒｄｍａｒｋ［１１］和陆启
韶［１２～１３］引入了局部映射方法，将非光滑动力系统转化

为类似光滑动力系统的求解形式．
将常微分方程（８）写成状态方程形式，并假设

该动力系统存在周期解Ｔ，则状态方程可以看成常
微分方程两点边界值问题：

Ｘ· ＝Ｆ（Ｘ，ｔ）
Ｘ（Ｔ）－Ｘ（０）＝{ ０

　（Ｘ，ｔ）∈Ｒ４×Ｓ１ （１０）

其中Ｘ＝［ｑ１　ｑ１　ｑ２　ｑ２　φ］．建立 Ｐｏｉｎｃａｒé映

射，选取两悬臂梁碰撞前瞬间为Ｐｏｉｎｃａｒé映射的截
面Σ：

Σ＝｛（ｘ，ｘ，ｔ）∈（Ｒ４×Ｓ）／Ｈ（ｘ，ｘ－，ｔ）＝０｝
（１１）

其中Ｈ（ｘ，ｘ－，ｔ）＝０为两悬臂梁碰撞条件．碰
撞过程采用局部映射的方法建立 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，剩
余的非碰撞光滑段则通过求解微分方程 Ｊａｃｏｂｉａｎ
矩阵直接计算得到．由于该动力系统常微分方程复
杂，实际求解过程中不能直接计算得到其光滑段的

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵解析解，因此采用数值积分的方式求
解其数值解．最后将求解得到的矩阵合并即为整个
碰撞周期运动的映射矩阵．引入Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，计算
倍周期分岔点４２Ｈｚ附近映射矩阵的特征值变化，
如图７．

由图７得，随着频率不断变大，稳定周期运动的
映射矩阵一个特征值也不断接近单位圆中－１，并且
通过－１穿过单位圆，在特征值为－１时，系统发生
了倍周期分岔，理论分析与数值模拟结果一致．

图７　４２Ｈｚ附近的动力系统Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子

Ｆｉｇ．７　Ｆｌｏｑｕｅｔｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓｏｆｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍｎｅａｒｂｙ４２Ｈｚ

４　实验论证

为了对理论结果进行研究及实验研究该系统

的非线性现象，采用图８所示实验装置进行实验研
究．图中碰撞质量块之间间隙由水平可动的游标尺
给定；实验时，在给定激振器的激振振幅下，调节激

振器的激励频率，通过两个激光位移传感器测量不

同外激频率下两悬臂梁的振动位移．
采用上述实验装置，实验得到了系统三倍频附

近被碰撞梁典型频率处位移时间图和相图以及分

岔混沌图，如图９、１０所示．
实验中悬臂梁结构参数与数值模拟系统相同．

实验中，以激励力频率作为控制参数，得到其分岔

０３２
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图如图１０ａ所示．由图１０知系统在三倍频附近进
入分岔混沌区时，实验与数值模拟的结果符合的很

好，并且其分岔混沌区域也非常相近；对比图９与
图４（ａ）（ｃ），在相近频域内发生相同碰撞类型时，
实验结果和理论结果基本一致，因此进一步论证了

该系统动力学模型的正确性．

图８　碰撞实验装置

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｉｍｐａｃｔｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｐｐａｒａｔｕｓ

图９　被碰撞梁实验结果，图ａ）激励频率３６Ｈｚ，ｂ）激励频率４３．５Ｈｚ

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｉｍｐａｃｔｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

ａ）ｅｘｃｉｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ３６Ｈｚ，ｂ）ｅｘｃｉｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ４３．５Ｈｚ

图１０　被碰撞梁分岔图ａ）实验结果，ｂ）数值模拟结果

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｉｍｐａｃｔｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒａ）ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔ，

ｂ）ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔ

５　结论

本文研究了柔性结构双悬臂梁碰撞运动，运用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和 Ｎｅｗｔｏｎ碰撞理论，建立了系统碰
撞运动模型，运用数值理论分析了该动力系统碰撞

响应，分析了其发生在二倍频附近的弱非线性现

象，以及发生在三倍频附近的非线性现象，得到了

双悬臂梁耦合作用下的非线性振动响应；同时使用

Ｐｏｉｎｃａｒé映射和Ｆｌｏｑｕｅｔ理论对该动力系统在倍周
期分岔点处稳定性进行了理论分析和数值计算，得

到了与数值模拟一致的结论．
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