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电机定转子刚体模型非线性振动研究

吴慧敏　贾启芬
（天津大学机械学院力学系，天津　３０００７２）

摘要　建立了电机定转子耦合的刚体模型，针对电机变频启动时，电流存在高次谐波的情况，推导求解了高

次谐波磁势，得到了电磁力的多种成分．分析了电磁刚度对系统固有频率的影响，对系统垂直与水平振动相

耦联的非线性共振进行了研究，得到了系统的一次近似解及稳态响应曲线，讨论了电磁参数和质量对共振

的影响．

关键词　电机，　耦合，　电磁，　非线性，　共振

引 言

电机的应用十分广泛，因而振动问题不容忽

视．文献［１］集中体现了我国在机电耦联振动领域
的系统成果．文献［３～４］根据电磁场理论，分析了
电机瞬变过程与轴系的扭振、横振等问题及相关变

化规律．
以上研究都涉及了电磁力的求解，但都是电流

基波磁势引起的，未从理论上对变频启动引发的高

次谐波磁势进行研究，针对这一情况，本文对极对

数ｐ＝４的低速电机进行研究，计算得到了高次谐
波磁势，并研究了相应电磁力引发的单频共振问

题．
本实验电机固定在基础上的模态实验结果说

明定转子振动系统的振动固有频率在４５０Ｈｚ以下
时做刚体运动．通过滚动轴承带动转子一起运动，
定转子间又由于气隙磁场的相互作用力耦合在一

起．当电机的电磁力频率和某一固有频率相同时，
将发生共振．下面对电机垂直与水平振动相耦联的
强迫共振进行研究．

１　建立数学模型

图１为电机内部结构左视图．Ｋｚ，Ｋｙ是定转子

间的垂直与水平弹性系数，即他们是转子轴的弯曲

刚度和滚动轴承弹性系数的合成；Ｃｚ，Ｃｙ是电机座
等效刚度，由材料力学计算得到；

图１　电机力学模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆＲｏｔｏｒ

根据图１建立耦合模型的Ｚ、Ｙ向的振动方程．
如下：
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ｙ

（１）

式中Ｚ１，Ｙ１为转子轴系沿 Ｚ轴、Ｙ轴的振动位移；
Ｚ１，Ｙ２为定子沿 Ｚ轴、Ｙ轴的振动位移；转子轴系
的质量Ｍ１；定子系统的质量 Ｍ２；定子铁芯长度 ｌ１；
Ｆｚ，Ｆｙ是定转子间气隙磁场的相互作用力即电磁力
分别沿Ｚ轴、Ｙ轴方向．

２　分析求解电磁力Ｆｚ，Ｆｙ

电动机电源若采用变频调速启动之后，电流谐

波较多，ω１为基频，假设
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Ｉ＝∑
∞

ａ＝１
Ｉａｃｏｓａω１ｔ　（ａ＝１，２，３，…，９） （２）

则定子磁势：

ｆ＝０．９ｗｙ∑
∞

ａ＝１
Ｉａｃｏｓ（ａω１ｔ）（ｃｏｓ

π
τ
ｘ－

　１３ｃｏｓ３
π
τ
ｘ＋１５ｃｏｓ５

π
τ
ｘ－１７ｃｏｓ７

π
τ
ｘ＋

　…±１
ν
ｃｏｓνπτ

ｘ） （３）

故可计算推导出电源电流谐波引起的总磁势：

Ｆ＝Ｆ１０ｃｏｓ（ω１ｔ－ｐα－φ０）＋Ｆ
２
０ｃｏｓ（２ω１ｔ＋ｐα－

　φ０）＋Ｆ
４
０ｃｏｓ（４ω１ｔ－ｐα－φ０）＋Ｆ

５
０ｃｏｓ（５ω１ｔ＋

　ｐα－φ０）＋Ｆ
７
０ｃｏｓ（７ω１ｔ－ｐα－φ０）＋

　Ｆ８０ｃｏｓ（８ω１ｔ＋ｐα－φ０）＋Ｆ
３
ν３ｃｏｓ（３ω１ｔ＋

　３ｐα－φ１）＋Ｆ
３
νｃｏｓ（３ω１ｔ－３ｐα－φ１）＋

　Ｆ６ν３ｃｏｓ（６ω１ｔ＋３ｐα－φ１）＋Ｆ
６
ν３ｃｏｓ（６ω１ｔ－

　３ｐα－φ１）＋Ｆ
９
ν３ｃｏｓ（９ω１ｔ＋３ｐα－φ１）＋

　Ｆ９ν３ｃｏｓ（９ω１ｔ－３ｐα－φ１）＋Ｆ
１
ν５ｃｏｓ（ω１ｔ＋

　５ｐα－φ１）＋Ｆ
２
ν５ｃｏｓ（２ω１ｔ－５ｐα－φ１）＋

　Ｆ４ν５ｃｏｓ（４ω１ｔ＋５ｐα－φ１）＋Ｆ
５
ν５ｃｏｓ（５ω１ｔ－

　５ｐα－φ１） （４）

式中Ｆ１０，Ｆ
２
０，Ｆ

４
０，Ｆ

５
０，Ｆ

７
０，Ｆ

８
０为三相绕组基波合成磁

势；Ｆ３ν３，Ｆ
６
ν３，Ｆ

９
ν３和 Ｆ

１
ν５，Ｆ

２
ν５，Ｆ

３
ν５，Ｆ

４
ν５，Ｆ

５
ν５为三相绕组

三次谐波与五次谐波合成磁势．
定转子间气隙磁导［２］：

Λ＝Λ０｛［１＋
Ｙ２＋Ｚ２

２σ２
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２＋Ｚ２

２σ２
＋

　Ｙ
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　Ｙ
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ｃｏｓ３α－Ｚ

３－３ＺＹ２

４σ３
ｃｏｓ３α－

　Ｚ
３－３ＺＹ２

４σ３
ｓｉｎ３α＋１

８σ４
（Ｙ４－６Ｚ２Ｙ２＋

　Ｚ４）ｃｏｓ４α＋１
２σ４
（ＺＹ３－ＹＺ３）ｓｉｎ４α｝ （５）

将式（５）代入定转子间气隙磁场能量公式：

Ｗｍ ＝
１
２ＲＬ∫

２π

０
ΛＦ２ｄα （６）

得电磁力：

Ｆｚ＝
Ｗｍ
Ｚ
＝ＲＬＢ２Λ０

Ｚ
σ２
－３Ｚ

３

２σ４
＋３ＺＹ

２

２σ( )４
Ｆｙ＝

Ｗｍ
Ｙ
＝ＲＬＢ２Λ０

Ｙ
σ２
－３Ｙ

３

２σ４
＋３ＹＺ

２

２σ( )









 ４

（７）

式（６）中只考虑了（５）中磁导的第一项，省略了其
他的参数激发力项．
式中：

Ｂ＝Ｂ０＋Ｂ１ｃｏｓ（３ω１ｔ－２φ０）＋Ｂ２ｃｏｓ（６ω１ｔ－

２φ０）＋Ｂ３ｃｏｓ（９ω１ｔ－２φ０）＋Ｂ４ｃｏｓ（１２ω１ｔ－２φ０）

Ｙ０，Ｚ０为定转子的静偏心；ε２为转动偏心；ｓ为异步

电动机的滑差；（Ｙ１，Ｚ１），（Ｙ２，Ｚ２）分别为转子和定

子的振动位移．

３　整理定转子非线性振动方程组

３．１　化简振动方程
将电磁力表达式（７）代入振动方程组（１），进

行无量纲变换
Ｚ１－Ｚ２＝（ｚ１－ｚ２）σ

Ｙ１－Ｙ１＝（ｙ１－ｙ２）{ σ
，ｚ０，ｙ０，ε２均为

小量，略去小量２次以上高次项．
根据（７）式可知电磁力的频率成分可由 Ｂ·Ｙ

和Ｂ·Ｚ的结果确定．略去参数项，可得到 ω＝

４０２Ｈｚ时，与定转子垂直振动的第二阶固有频率ｋ４
相同，系统将激发起频率接近于 ｋ４的、相应于第一

主振动的振动，这时非共振频率ｋ１、ｋ２、ｋ３的振动将

因为摩擦的存在而衰减．因此方程整理化简为

Ｍ１̈ｚ１＋ａｚ１－ａｚ２＝εＥ１ｓｉｎ（ωｔ－φ）＋

　εｎ１［（ｚ１－ｚ２）
３－（ｚ１－ｚ２）·（ｙ１－ｙ２）

２］

Ｍ２̈ｚ２＋ｂｚ２－ａｚ１＝εＥ１ｓｉｎ（ωｔ－φ）－

　εｎ１［（ｚ１－ｚ２）
３－（ｚ１－ｚ２）·（ｙ１－ｙ２）

２］

Ｍ１ｙ̈１＋ｃｙ１－ｃｙ２＝εＥ１ｃｏｓ（ωｔ－φ）＋

　εｎ１［（ｙ１－ｙ２）
３－（ｙ１－ｙ２）·（ｚ１－ｚ２）

２］

Ｍ２ｙ̈２＋ｄｙ２－ｃｙ１＝εＥ１ｃｏｓ（ωｔ－φ）－

　εｎ１［（ｙ１－ｙ２）
３－（ｙ１－ｙ２）·（ｚ１－ｚ２）

２



















］

（８）

式中Ｅ１＝０．０４１
Ｒｌ１
２Λ０σ

２，ｎ１＝
３λ
２σ２
；

λ１
Ｒｌ１Ｂ０
２Λ０σ

２，ａ＝Ｋｚ－λ１，ｂ＝Ｃｚ＋Ｋｚ－λ１，

ｃ＝Ｋｙ－λ１，ｄ＝Ｃｙ＋Ｋｙ－λ１

３２２
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３．２　电磁刚度λ１对系统固有频率的影响
由式（８）可得系统的线性方程
Ｍ１̈ｚ１＋ａｚ１－ａｚ２＝０

Ｍ２̈ｚ２＋ｂｚ２－ａｚ１＝０

Ｍ１ｙ̈１＋ｃｙ１－ｃｙ２＝０

Ｍ２ｙ̈２＋ｄｙ２－ｃｙ１＝










０

，进而可求得系统的固有

频率．
将未加电磁刚度λ１求得的固有频率与加入电

磁刚度后的固有频率进行比较可得到表１，将电磁
刚度变化对系统固有频率的影响绘制曲线为图２．

表１　有无电磁刚度对系统固有频率的影响

Ｔａｂｌｅ１　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｔｏｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ） ｋ１ ｋ２ ｋ３ ｋ４

ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓｔｉｆｆλ１
０
λ１

１７３
１６５

１８８
１７８

３５９
３４８

４１２
４０２

图２　电磁刚度变化对系统固有频率的影响型

Ｆｉｇ．２　ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

显然电磁刚度使系统的固有频率有所减小，并

且对系统的固有频率的影响是不能忽略的．

４　非线性振动方程组的求解

４．１　求解非线性方程组：
根据文献［１］中的单频法进行求解：
令ｚ１＝ｑ１，ｚ２＝ｑ２，ｙ１＝ｑ３，ｙ２＝ｑ４

设第一次近似时，对应接近第一主振动的单频振动

的方程组（８）的特解为：
且是齐次方程组

（ａ－ｋ２２Ｍ１）ψ
（１）
１ －ａψ

（１）
２ ＝０

－ａψ２１＋（ｂ－ｋ
２
２Ｍ２）ψ

（１）
２ ＝０

（ｃ－ｋ２２Ｍ１）ψ
（１）
３ －ｃψ

（１）
４ ＝０

－ｃψ２３＋（ｄ－ｋ
２
２Ｍ２）ψ

（１）
４ ＝













０

的非平凡解．

下面进一步计算在非线性强迫力作用下，对ｋ４
＝４０２Ｈｚ产生的共振规律．非线性项
Ｑ（１）ｒ０ （ａ，） ＝ Ｑ

（１）
ｒ０ （Ψ（１）１ ａｃｏｓ，…， －

Ψ（１）１ ａｋｓｉｎ，…）（θ＋ν＝，ｒ＝１，２，３，４）
则这里时间的函数振幅 ａ和相位 υ由下列第一次

近似方程组决定：

ｄａ
ｄｔ＝－

１
２πｍ１ｋ４∫

２π

０ ∑
４

ｒ＝１
μＱ（１）ｒ０ （ａ，）×

　Ψ（１）ｒ ｓｉｎｄ－
∑
４

ｒ＝１
μＥｒΨ

（１）
ｒ

ｍ１（ｋ４＋ω）
ｃｏｓυ

ｄυ
ｄｔ＝ｋ４－ω－

１
２πｎ１ｋ４ａ∫

２π

０ ∑
４

ｒ＝１
μＱ（１）ｒ０ （ａ，）×

　Ψ（１）ｒ ｃｏｓｄ＋
∑
４

ｒ＝１
μＥｒΨ

（１）
ｒ

ｍ１ａ（ｋ４＋ω）
ｓｉｎ

















 υ

其中ｍ１ ＝∑
ｒ
∑
ｓ
ａｒｓΨ

（１）
ｒ Ψ

（１）
ｓ

整理可得：

ｄａ
ｄｔ＝－ｎａ－

μＥ１（Ψ
（１）
１ －Ψ

（１）
２ ）

ｍ１（ｋ４＋ω）
ｃｏｓυ

ｄυ
ｄｔ＝ｋ４－ω－

３ｎ１（Ψ
（１）
１ －Ψ

（１）
２ ）

４ａ２

８ｍ１ｋ４
＋

　
μＥ１（Ψ

（１）
１ －Ψ

（１）
２ ）

ｍ１ａ（ｋ４＋ω）
ｓｉｎ













 υ

（９）

求定常解，令
ｄａ
ｄｔ＝
ｄυ
ｄｔ＝０

消去υ可得到振幅与外力频率之间的关系式：

Ｅ２１（Ψ
（１）
１ －Ψ

（１）
２ ）

ｍ２１（ｋ４＋ω）
２ａ２
＝ｎ２＋［ω－ｋ４＋

　
３ｎ１（Ψ

（１）
１ －Ψ

（１）
２ ）

４ａ２

８ｍ１ａｋ４
］２，

σ＝ｋ４－ω （１０）

４．２　稳态解的稳定性判定
在扰动运动中，将表示为

ａ＝ａ０＋ａ１，υ＝υ０＋υ１ （１１）

式中：ａ０，υ０为所研究的稳态运动，ａ１，υ１是所研究

的稳态运动相对于ａ，υ的微小偏离值．

将式（１１）代入式（９），并展开成微小量 ａ１，υ１
的级数，只保留线性项，得到变分方程式：

ｄａ１
ｄｔ＝－ｎａ１＋

ｐ
ｋ４＋ω

ｓｉｎυ０ｓｉｎυ１

ｄυ１
ｄｔ＝－［

２ｑａ０
ｋ４
＋ ｐ
ａ２０（ｋ４＋ω）

ｓｉｎυ０］ａ１＋

　 ｐ
ａ０（ｋ４＋ω）

ｃｏｓυ０ｓｉｎυ















１

（１２）

式中：

４２２
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ｐ＝
Ｅ１（Ψ

（１）
１ －Ψ

（１）
２ ）

ｍ１
，ｑ＝
３ｎ１（Ψ

（１）
１ －Ψ

（１）
２ ）

４

８ｍ１
稳定的充分必要条件是方程组（１２）的特征方程 λ２

＋Ｔ１λ＋Ｔ２＝０的根有负的实数部分，等价于
Ｔ１＜０，Ｔ２＞０

Ｔ！ ＝ｎ－
ｐ

ａ０（ｋ４＋ω）
ｃｏｓυ０

Ｔ２＝－
ｎｐ

ａ０（ｋ４＋ω）
ｃｏｓυ０＋［

２ｑａ０
ｋ４
＋

　 ｐ
ａ２０（ｋ４＋ω）

ｓｉｎυ０］·
ｐ

ｋ４＋ω
ｓｉｎυ０

把数值代入整理可得第一次近似解的稳定性范围

为

０＜ａ０＜０．０００６
根据式（１０）及近似解的稳定范围可得稳态振动 ａ
－σ的图像，虚线表示不稳定区域，实线为稳定区
域，如图３所示．

图３　稳态振动的ａ－σ曲线

Ｆｉｇ．３　ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｓｔｅａｄｙ－ｓｔａｔｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ

５　不同参数对非线性共振的影响

５．１　Ｍ１与Ｍ２变化

通过式（９）知ｍ１＝∑ｒ∑ｓａｒｓΨ
（１）
ｒ Ψ

（１）
ｓ ，Ψ

（１）
１ Ψ

（１）
２

一定，Ｍ１与 Ｍ２取值不同，ｍ１值也不同，得到的非
线性共振规律也是不同的，如图４．

图４　质量变化的ａ－σ曲线

Ｆｉｇ．４　ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｖａｒｉａｂｌｅｑｕａｌｉｔｙ

ａ：Ｍ１＝２００，Ｍ２＝３２０；
ｂ：Ｍ１＝１００，Ｍ２＝１７６；
ｃ：Ｍ１＝８０，Ｍ２＝１２８
可以看出，质量相对取值的变化不会影响电磁

力的非线性特性即软特性，但是会影响共振区的大

小，质量取值越小，ｍ１越小，共振区越大，振幅相应
减小．
５．２　电磁力大小

电磁力大小表现为磁密基值 Ｂ０的变化，通过

计算对应不同的Ｂ０可得到曲线如图５．

图５　电磁力影响的ａ－ω曲线

Ｆｉｇ．５　ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌｅｃｔｒｏ－ｍａｇｎｅｔｉｃｆｏｒｃｅ

ａ：Ｂ０＝５；ｂ：Ｂ０＝１．９；ｃ：Ｂ０＝０．３
磁密基值Ｂ０增大时，气隙磁场的电磁力增大，

电磁刚度增大，共振曲线的最大振幅值明显减小，

固有频率降低．
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