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关于一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族的存在条件

丁光涛

（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖　２４１０００）

摘要　 研究力学系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族，根据从第一积分直接构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的方法，提出一类 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ函数族的结构，导出这类Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族的存在条件和直接构造方法．举例说明所得结果的应用．

关键词　分析力学，　逆问题，　Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族，　第一积分

引 言

近来在变分法逆问题研究中，得到一些力学系

统与其第一积分相关的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族［１，２］，文献

［２］给出从第一积分直接构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的新
方法，这种方法不仅可以得到简单的一维系统 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数族，而且可以导出复杂的多维系统的函
数族［３６］．本文在此基础上进一步研究如下问题：
（ⅰ）这类Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族的结构；（ⅱ）这类与第
一积分相关的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族的存在条件；（ⅲ）
构造这类Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族的直接方法．最后，举出
２个例子说明所得到结果的应用．

１　力学系统Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族的结构和存在
条件

研究力学系统

ｑ̈α＝Ｑα（ｔ，ｑ，ｑ），（α＝１，…，ｎ） （１）
其一个第一积分为

Ｉ＝Ｉ（ｔ，ｑ，ｑ）＝ｃｏｎｓｔ （２）
根据文献［２］，系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族如下

Ｌ＝Ａ（ｔ，ｑ）Ｆ（Ｉ（ｔ，ｑ，ｑ））＋
　Ｂα（ｔ，ｑ）ｑα＋Ｂ０（ｔ，ｑ） （３）

其中Ａ（ｔ，ｑ）、Ｂα（ｔ，ｑ）和Ｂ０（ｔ，ｑ）为修正因子，Ｆ为
宗量Ｉ的某个函数，满足一定的连续可微条件以及
规则性条件
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修正因子Ａ、Ｂα和Ｂ０由下列方程确定
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如果方程（５）的解中存在如下情况

Ｂα（ｔ，ｑ）＝０，　Ｂ０（ｔ，ｑ）＝０ （６）
那么对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数（３）将写成

Ｌ＝Ａ（ｔ，ｑ）Ｆ（Ｉ（ｔ，ｑ，ｑ）） （７）
而因子Ａ（ｔ，ａ）满足如下方程
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利用复合函数求导法则，方程（８）可以写成

ｄＦ
ｄＩ（

Ａ
ｔ
＋Ａ
ｑβ
ｑβ）
Ｉ
ｑα
－２ＡＩ

ｑα
－ＡＩ
ｑβ
Ｑβ
ｑ[ ]
α
－

　Ａ
ｑα
Ｆ＝０ （９）

方程（９）表明，若因子Ａ仅是时间ｔ的函数，即

Ａ
ｑα
＝０　（α＝１，…，ｎ） （１０）

则方程（９）能否成立已与Ｆ（Ｉ）的函数形式无关，而

且从条件（４）可以断定ｄＦｄＩ≠０，即从方程（９）可以导

出下列方程
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根据上述，我们得到系统（１）是否存在与第一
积分（２）相关的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族的判据如下：

判据：　系统（１）及其第一积分 Ｉ，如果对所有
自由度都满足下列条件
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２Ｉ
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ｑα
＝ｆ（ｔ）Ｉ

ｑα
，（α＝１，…，ｎ）（１２）

则系统（１）存在如下形式的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族
Ｌ－＝Ａ（ｔ）Ｆ（Ｉ（ｔ，ｑ，ｑ）） （１３）

式中Ｆ为满足条件（４）的第一积分Ｉ的任意光滑函
数，因子Ａ（ｔ）由下式给出

Ａ（ｔ）＝ｅｘｐ［∫ｆ（ｔ）ｄｔ］ （１４）

从条件（１２）可以导出如下推论：如果
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ｑα
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Ｑβ
ｑα
＝０，（α＝１，…，ｎ） （１５）

则因子Ａ为常数．
综合以上的讨论，我们得到如下结果：

（ⅰ）一个力学系统（１）及其某一个第一积分
Ｉ，可能构造出具有式（１３）结构的一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ函
数族；

（ⅱ）这个 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族存在的条件是式
（１２）成立；

（ⅲ）条件（１２）成立时，由式（１４）求得因子 Ａ
（ｔ），就构造出Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族（１３）．

应当指出，系统（１）是否存在式（１３）类型的
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族，与第一积分 Ｉ密切相关，条件
（１２）对第一积分Ｉ成立，对另一个积分Ｉ就不一定
成立．此外，对高维系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族存在的条
件（１２）难成立，但是仍然有可能存在 Ｌａｇｒａｎｇｅ函
数族．

２　两个系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族

例１广义相对论中Ｂｕｃｈｄａｈｌ方程［１］
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方程一个第一积分为
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将式（１６）中Ｑ（ｔ，ｘ，ｘ）和式（１７）中Ｉ（ｔ，ｘ，ｘ）代入式
（１２），得
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即条件（１２）成立，且由式（１４）得到
Ａ＝ｔ （１９）

故Ｂｕｃｈｄａｈｌ方程的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族为

Ｌ－＝ｔＦ（ｘ／ｔｘ３），　
２Ｆ
ｘ２
≠０ （２０）

这是一个新结果．此外，方程（１６）还可以得到另一
个第一积分

Ｉ′＝ｘｔ
ｘ３
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＝ｃｏｎｓｔ （２１）

但是，Ｉ′也满足条件（１２），可以构成另一个对应的
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族．

例２　２维非线性非保守系统［３］
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上式可以写成
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直接积分得
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将Ｉ和Ｑ１、Ｑ２代入式（１５），可以验证对ｑ１和ｑｊ２条
件（１５）式都成立，取常数因子Ａ＝１，得到系统（２２）
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族为

Ｌ－＝ＦＩｎ（ｑ２１＋ｑ
２
２）＋

γ
ｍ（ｑ

２
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这也是一个新的结果．文献［３］中所给的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数

Ｌ＝ｅｘｐ γｍ（ｑ
２
１＋ｑ

２
２[ ]） １２（ｑ２１＋ｑ２２） （２６）

仅为上述函数族中一个函数．
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