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对称电耦合连接方式下的多尺度同步行为和转迁过程
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摘要　 本文研究了改进的ＭＬ神经元模型在环式和链式两种对称连接结构下的多尺度同步转迁过程．通过

定义峰相位、簇相位、网络的平均峰频率差和平均簇频率差，发现随着耦合强度的增加，耦合神经元从互不

相关到簇同步再到峰同步过渡，最后达到几乎完全同步．簇同步和峰同步属于相位同步的两种节律类型，对

应慢时间尺度的簇同步通常先于对应快时间尺度的峰同步出现，且这两种节律同步模式互不包含，在一定

耦合强度范围内可以共存．此外，借助膜电位的峰峰间期放电序列的分岔图，可观察到同步转迁过程中出现

的复杂放电模式和分岔结构．
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引 言

近年来，非线性系统中的同步现象得到了普遍

的关注和深入的研究，同步在宏观和微观领域中发

挥着越来越重要的作用［１－３］．人脑中普遍存在着同
步放电行为，这些病态同步可导致帕金森症、震颤、

癫痫等神经生理疾病［４］，不同的同步区域对应着不

同的神经认知和病理状态［５－６］．多个神经元由于突
触耦合作用，通过同步放电形式将信息从一个神经

元传给其他神经元，但为了执行不同的生理功能，

其联系方式也多种多样，有的形成链状、环状、全局

结构［７］，有的则以小世界［８］、无标度结构［９］进行连

接，这就形成了具有不同拓扑结构的复杂神经元动

态网络，这些网络的整体行为和个体动力学特性对

同步有很大影响．
神经元系统是一个由快慢变量构成的多时间

尺度系统，簇放电和峰放电是两种主要的放电节律

模式，对应地，同步也分为簇同步和峰同步．所谓簇
同步是所有耦合神经元簇放电模式中的每簇开始

和结束的时间几乎一致，即慢变量的同步；而峰同

步则意味着每个放电尖峰都在同一时刻出现，同一

时刻结束，即快变量的同步．这两种节律同步都属
于相位同步的范畴，二者在一定耦合强度范围内可

以共存．由于神经元的多尺度性和复杂性，神经元
耦合系统相位同步的研究在借鉴目前电路系统同

步的一些理论和思想方法的基础上必须发展新的

理论对其进行重新认识，特别是相位同步发生的动

力学机制、簇同步和峰同步的刻画方法及其同步转

迁过程中相应的分岔转迁机制的研究．文献［１０－
１３，６］通过引入相位函数、相似函数和相关系数等
统计量，结合分岔方法对两个电、化学耦合非全同

神经元的同步转迁过程和分岔结构进行了研究．本
文在此基础上进一步考虑对称电耦合连接方式对

同步转迁过程的影响．
本文以三个具有小参数不匹配的环式和链式

连接结构的神经网络为例，通过引入合适的峰相位

和簇相位函数，从平均峰频率差和平均簇频率差考

察峰同步和簇同步发生的临界值和同步转迁过程，

并借助膜电位的峰峰间期放电序列的分岔图研究

耦合强度对神经元放电模式的影响．

１　模型描述

二维ＭＬ模型由于在不同的参数集合下能表
现出不同类型的可兴奋性而被广泛研究，为了探究

神经元的簇动力学行为，Ｉｚｈｉｋｅｖｉｃｈ将二维ＭＬ模型
进行改进，将膜电位方程中的电流Ｉ变成由一个动
力学方程控制的线性反馈的电流项 －ｕ，从而得到
下面的三维方程［１４］：

Ｖ·＝－ｕ－ｇｌ（Ｖ－Ｖｌ）－ｇｋｗ（Ｖ－Ｖｋ）－
　　ｇｃａｍ∞（Ｖ）（Ｖ－Ｖｃａ）
ｗ＝λ（Ｖ）（ｗ∞（Ｖ）－ｗ）
ｕ＝μ（０．２＋Ｖ） （１）
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其中

ｍ∞（Ｖ）＝
１
２（１＋ｔａｎｈ

Ｖ－ｖ１
ｖ２
）

ｗ∞（Ｖ）＝
１
２（１＋ｔａｎｈ

Ｖ－ｖ３
ｖ４
）

λ（Ｖ）＝１３ｃｏｓｈ
Ｖ－ｖ３
２ｖ４

（２）

称上面的方程组为改进的 ＭＬ模型（简称 ＭＭＬ模
型）．这里Ｖ代表膜电位，ｗ代表恢复变量，ｕ是慢
变调节电流，μ是时间尺度因子，这里取μ＝０．００５，
因此，ｕ是比Ｖ，ｗ慢变的变量．其他参数取值为：Ｖｌ
＝－０．５，Ｖｃａ＝１，ｇｌ＝０．５，ｇｋ＝２，ｇｃａ＝１．２，ｖ１＝－
０．０１，ｖ２＝０．１５，ｖ３＝０．１，ｖ４＝０．０５．通过调节不同
的控制参数，ＭＭＬ模型能呈现出丰富的分岔结
构［１５］和快慢型周期簇放电类型［１４，１６］，更好的体现

出慢变量调节下的多稳现象．
本文主要研究三个具有参数不匹配的耦合神

经元的同步转迁过程，耦合动力学方程如下：

Ｖ·ｉ＝－ｕｉ－ｇｌ（Ｖｉ－Ｖｌ）－ｇｋｗｉ（Ｖｉ－Ｖｋｉ）－

　　ｇｃａｍ∞ｉ（Ｖｉ）（Ｖｉ－Ｖｃａ）＋Ｃ∑
３

ｊ＝１
ｇｉｊＶｉ

ｗｉ＝λｉ（Ｖｉ）（ｗ∞ｉ（Ｖｉ）－ｗｉ）
ｕｉ＝μ（０．２＋Ｖｉ） （３）

其中

ｍ∞ｉ（Ｖｉ）＝
１
２（１＋ｔａｎｈ

Ｖｉ－ｖ１
ｖ２
）

ｗ∞ｉ（Ｖｉ）＝
１
２（１＋ｔａｎｈ

Ｖｉ－ｖ３
ｖ４
）

λｉ（Ｖｉ）＝
１
３ｃｏｓｈ

Ｖｉ－ｖ３
２ｖ４

（４）

这里下标ｉ代表第ｉ个神经元，Ｃ＞０代表电耦合强
度，Ｖｋｉ代表不匹配的参数．本文中选取环式和链式
两种对称连接方式进行研究，其耦合矩阵分别为

Ｇｒ＝
－２ １ １
１ －２ １
１ １ －









２
，Ｇｃ＝

－１ １ ０
１ －２ １
０ －









１ １
．

２　相位的定义

对于单时间尺度系统，通常有三种定义相位函

数的方法：Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面法［９，１１，１２，１７，１８］、轨道投影

法［１０，１７，１８］和Ｈｉｌｂｅｒｔ变换法［１７－１９］，神经元模型是具

有快慢放电模式的多时间尺度系统，因此需要修改

相位函数的定义．当神经元的快变量Ｖ达到局部最

大值时，将此时间记录为第ｋ个峰放电开始的时刻
（图１（ａ）所示），得到峰放电对应的时间序列为
｛ｔｋ｝，于是神经元在时刻ｔ的峰相位定义为：

ｓ（ｔ）＝２πｋ＋２π
ｔ－ｔｋ
ｔｋ＋１－ｔｋ

　（ｔｋ＜ｔ＜ｔｋ＋１）（５）

这是一个分段线性递增函数，式（５）意味着每经过
一次峰放电，峰相位就增加２π．类似地，若神经元
的慢变量ｕ达到局部最大值时，将此时刻记录为第
ｋ个簇放电开始的时刻（图１（ｂ）所示），从而得到
簇放电对应的时间序列为｛τｋ｝，所以神经元在时刻
ｔ的簇相位定义为：

ｂ（ｔ）＝２πｋ＋２π
ｔ－τｋ
τｋ＋１－τｋ

　（τｋ＜ｔ＜τｋ＋１）

（６）
式（６）意味着每经过一次簇放电，簇相位增加２π．
我们将（５）、（６）中的ｔｋ＋１－ｔｋ和τｋ＋１－τｋ分别称为
膜电位的峰峰间期序列和簇簇间期序列，记为 ＩＳＩｓ
和ＩＢＩｓ．对于神经元ｉ和ｊ，若ＩＳＩｓｉ＝ＩＳＩｓｊ，则意味着
耦合神经元几乎同时发放峰脉冲串，即峰同步发

生．若 ＩＢＩｓｉ＝ＩＢＩｓｊ，则代表耦合神经元每簇开始和
结束的时刻几乎相同，即簇同步发生．

基于相位函数 （ｔ）的定义，我们引入频率 ω

（ｔ）＝
·

（ｔ）和平均频率 Ω（ｔ）＝＜
·

（ｔ）＞，对于多
个神经元的耦合网络，定义网络的平均相位差和平

均频率差分别为［８，１９］：

Δ（ｔ）＝ １ｎ－１∑
ｎ

ｊ＝２
｜ｊ（ｔ）－１（ｔ）｜ （７）

ΔΩ（ｔ）＝ １ｎ－１∑
ｎ

ｊ＝２
｜〈
·

ｊ（ｔ）－
·

１（ｔ）〉｜ （８）

图１　（ａ）快变量Ｖ和（ｂ）慢变量ｕ的时间历程图

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆ（ａ）ｔｈｅｆａｓｔｖａｒｉａｂｌｅＶ

ａｎｄ（ｂ）ｔｈｅｓｌｏｗｖａｒｉａｂｌｅｕ

这里＜· ＞表示对时间取平均．对于耦合网
络，若平均相位差满足｜Δ（ｔ）｜＜２π，或平均频率

５１２
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差ΔΩ（ｔ）→０，则相位同步发生．

３　同步转迁

我们选取两组参数集合．情形１：Ｖｋ１＝－０．８，

Ｖｋ２＝－０．７５，Ｖｋ３＝－０．７，此时单个神经元都呈现
周期簇放电模式，且每簇中分别含有四个、五个和

六个峰脉冲．情形２：Ｖｋ１＝－１，Ｖｋ２＝－０．９６，Ｖｋ３＝
－０．９２，此时单个神经元都呈现峰放电模式，且对
应周期１峰放电、周期２峰放电和混沌峰放电模
式．
３．１　环式连接

图２和图３给出了环式连接方式下三个耦合
神经元的峰峰间期序列关于耦合强度的分岔图和

平均峰频率差、平均簇频率差的变化图．

图２　（ａ）耦合神经元的峰峰间期序列ＩＳＩｓ１，２，３关于耦合

强度Ｃ的分岔图 （ｂ）平均峰频率差ΔΩｓ和平均簇频率差

ΔΩｂ关于耦合强度Ｃ的变化图

Ｆｉｇ．２　（ａ）ＴｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＩＳＩｓ１，２，３ｖｓ．ｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

（ｂ）ＤｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅｍｅａｎｓｐｉｋｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔΩｓ

ａｎｄｔｈｅｍｅａｎｂｕｒｓｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔΩｂｏｎｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

对于情形１，由图２知当耦合强度较小时，耦
合神经元不同步放电．随着耦合强度的增加，平均

簇频率差逐渐减小，当达到 Ｃ＝０．００６时，ΔΩｂ→０，

簇同步发生，并一直保持下去，此时平均峰频率差

出现小幅度波动．由于受到耦合强度的影响，系统
中的快慢变量相互制约，使得耦合神经元的放电模

式发生改变，当Ｃ＜０．０５时，神经元仍然保持周期
簇放电模式，但每簇中峰的个数发生变化．当 Ｃ＞
０．０５时，周期簇放电开始变为不规则的混沌簇放
电，波形也发生了很大改变．当耦合强度进一步增

大到０．１０３时，ΔΩｓ→０，此时峰同步出现，耦合神经

元的放电模式又回到周期簇放电状态．
对于情形２，由于耦合前单个神经元都是峰放

电模式，耦合使得峰放电极易变为簇放电，随着耦

合强度的增加，放电模式从比较杂乱到周期４再到

周期２过渡（图３（ａ））．在耦合强度的很大范围内，
平均峰频率差都出现较大的波动，直到 Ｃ＝０．０７４
时，ΔΩｓ→０，此时所有神经元同步峰放电（图 ３
（ｂ））．

图３　（ａ）耦合神经元的峰峰间期序列ＩＳＩｓ１，２，３关于耦合强度Ｃ

的分岔图 （ｂ）平均峰频率差ΔΩｓ关于耦合强度Ｃ的变化图

Ｆｉｇ．３　（ａ）ＴｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＩＳＩｓ１，２，３ｖｓ．ｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈ

（ｂ）ＤｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅｍｅａｎｓｐｉｋｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔΩｓ

ｏｎｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

３．２　链式连接
对于情形１，图４给出了链式连接方式下三个

耦合神经元的峰峰间期序列关于耦合强度的分岔

图和平均峰频率差、平均簇频率差的变化图．

图４　（ａ）耦合神经元的峰峰间期序列ＩＳＩｓ１，２，３关于耦合强度Ｃ

的分岔图 （ｂ）平均峰频率差ΔΩｓ和平均簇频率差

ΔΩｂ关于耦合强度Ｃ的变化图

Ｆｉｇ．４　（ａ）ＴｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＩＳＩｓ１，２，３ｖｓ．ｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

（ｂ）ＤｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅｍｅａｎｓｐｉｋｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔΩｓａｎｄ

ｔｈｅｍｅａｎｂｕｒｓｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔΩｂｏｎｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

由于耦合作用的影响，神经元始终保持簇放电

模式，分岔结构类似于图 ２（ａ）．当 Ｃ＝０．０２时，

ΔΩｂ→０，簇同步发生，此时平均峰频率差变化幅度
较大．当耦合强度进一步增大到０．３时，ΔΩｓ→０，此
时发生峰同步（图４（ｂ））．

对于情形２，峰峰间期序列关于耦合强度的分
岔图和平均峰频率差如图５所示．由图５可知链式
连接方式下的分岔结构类似于环式（图３（ａ）），峰
放电模式受到耦合强度的影响迅速变为簇放电模

式（图５（ａ））．当耦合强度 Ｃ＝０．２２时，平均峰频

６１２
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率ΔΩｓ→０，此时发生峰同步（图５（ｂ））．

图５　（ａ）耦合神经元的峰峰间期序列ＩＳＩｓ１，２，３关于耦合强度Ｃ

的分岔图 （ｂ）平均峰频率差ΔΩｓ关于耦合强度Ｃ的变化图

Ｆｉｇ．５　（ａ）ＴｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＩＳＩｓ１，２，３ｖｓ．ｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

（ｂ）ＤｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅｍｅａｎｓｐｉｋｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔΩｓ

ｏｎｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

以上结果表明在环式和链式连接方式下两组

情形的耦合神经元均从不同步到簇同步再到峰同

步转迁，且转迁过程中出现了丰富的放电模式．由
簇同步和峰同步发生时耦合强度的临界大小可知，

对于同一情形的耦合神经元而言，链式连接方式下

簇同步或峰同步的临界值约为环式连接方式下簇

同步或峰同步临界值的３倍，即环式结构更有利于
网络系统达到相位同步，这与对称连接方式对完全

同步的影响一致［７］．

４　结论

本文通过研究三个具有小参数不匹配的环式

和链式耦合的 ＭＭＬ神经元的簇同步、峰同步及其
同步转迁过程，揭示了耦合强度、连接方式和放电

模式对同步转迁过程的影响．随着耦合强度的增
加，神经元之间的关系从互不相关到簇同步再到峰

同步，最后达到几乎完全同步，这一过程体现了同

步转迁的多时间尺度性．对于处在不同放电状态的
单个神经元，峰放电相对于簇放电模式对耦合强度

更敏感，主要体现在峰放电极易变为簇放电，而簇

放电由于受到耦合强度的影响会在每簇所含的峰

的个数和波形上发生改变．结果还表明环式连接比
链式连接更容易使神经元达到簇同步和峰同步，且

链式结构下的同步临界值大于环式结构下同步的

临界值，约为３倍关系，这与规则对称连接对完全
同步的影响一致．
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