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摘要　 研究了简支压电复合材料层合梁在轴向、横向载荷共同作用下的非线性动力学、分叉和混沌动力学

响应．基于ｖｏｎＫａｒｍａｎ理论和 Ｒｅｄｄｙ高阶剪切变形理论，推导出了压电复合层合梁的动力学方程．利用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ法离散偏微分方程，得到二个自由度非线性控制方程，并且利用多尺度法得到了平均方程．基于平

均方程，研究了压电层合梁系统的全局动力学分析、动态分叉，分析了系统各种参数对倍周期分叉的影响及

变化规律．结果表明，压电复合材料层合梁周期运动的稳定性和混沌运动对外激励的变化非常敏感，通过控

制压电激励，可以控制压电复合材料层合梁的振动，保持系统的稳定性，即控制系统产生倍周期分叉解，从

而阻止系统通过倍周期分叉进入混沌运动，并给出了控制分叉图．

关键词　压电层合复合材料，　全局动力学，　混沌动力学

引 言

压电复合材料具有可控性能好、比强度高、比

刚度大和抗疲劳性能好等优点，在航空和航天工程

中得到了应用．压电材料的频响范围宽，可从几十
赫兹到几百兆赫兹；压电材料的输入输出均为电信

号，且功耗低，易于测量与控制．压电材料容易加工
得很薄，特别适合于柔性结构．在复合材料中嵌入
压电材料，克服了传统的离散型传感器、控制器有

可能被安装在结构振动模态的节点或节线上而造

成的检测信号丢失、控制信号不起作用的问题，使

得材料既具有高的耦合系数、压电常数，又具有低

密度、低声阻抗和良好的柔韧性，能够适应航天技

术大型化、轻型化和柔性化的发展趋势．美国研究
的第五代战斗机中将采用的智能蒙皮和智能骨架，

其原理是在复合材料中埋入压电材料和形状记忆

合金丝作为传感器和动作器，用来感觉飞机的应力

和应变，并对此做出反应．智能结构与飞机的飞行
控制系统结合在一起，充分发挥飞机的性能．

经典的各向同性 Ｅｕｌｅｒ梁，假设变形后梁的横
截面仍垂直于变形后梁的中性轴，忽略了剪切变形

的影响．
关于梁的非线性动力学研究有以下一些进展．

Ｎａｙｆｅｈ等人［１］研究了两端固支梁在３：１内共振和

１：３内共振情况下非线性模态的分叉．Ｓｕｎ和
Ｈｕａｎｇ［２］讨论了压电复合结构的反馈控制问题，建
立了含有压电层的三阶剪切变形层合梁模型，并给

出了近似解析解．Ｈａｌｉｍ和 Ｍｏｈｅｉｍａｎｉ［３］研究一种
能最大程度降低结构振动的分布式压电共振控制

器，用实验的方法，以简支 Ｅｕｌｅｒ梁为研究对象，验
证了控制器的有效性．Ｓｕｉｒｅ［４］研究了在横向激励

下，粘弹性梁的周期和混沌动力学．Ａｂｏｌｇｈａｓｅｍｉ［５］

研究了粘弹性梁的稳定的极限环和混沌吸引子．
Ａｎｇｅｌｏ［６］研究了平面梁的静态分叉、霍普分叉．

Ｒｅｘｔｕｃｃｉｏ等人［７］研究了一端为简支另一端可

移动梁在简谐轴向载荷作用下的非线性动力学，利

用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和多尺度方法对系统的动力学响
应进行了研究，用数值积分方法研究了系统的周期

运动和混沌运动．张伟［８］研究了简支柔性梁在参数

激励作用下具有五次非线性项的运动方程，分析了

参数位于不同的区域内时，分叉响应曲线的不同形

式．丁虎［９］将运动车辆的车身模型化为 ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ梁，研究了车辆运行速度、车体刚度、轮胎弹
性系数对车体横向振动的前两阶固有频率以及相

应模态的影响．冯志华和胡海岩［１０］研究了基础做

直线运动的柔性梁，发现平凡及非平凡解分支都存

在Ｈｏｐｆ分岔现象．董兴建和孟光［１１］基于一阶剪切

变形理论，在应变最大处配置制动器和传感器，对
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低阶系统设计了状态反馈．姚志刚［１２］研究了压电

复合材料层合梁在共振情况下的非线性动力学响

应．
本文研究了简支压电复合材料层合梁在轴向

和横向载荷共同作用下的非线性动力学和混沌动

力学响应，得到了系统随轴向、横向激励变化的动

态分叉图，分析了轴向、横向激励对系统的影响，同

时得到了系统随压电激励变化的控制分叉图，通过

调节压电激励，可以抑制系统通过倍周期分叉进入

混沌运动，有效的降低系统振动的幅值，保持系统

运动的稳定性和可控性．

１　动力学方程的建立

考虑如图１所示压电复合材料层合梁，梁的长
度为ａ，选取Ｒｅｄｄｙ高阶位移场如下式

图１　压电层合梁动力学模型
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我们在文献［１２］中，根据 Ｒｅｄｄｙ的高阶剪切

变形理论和 ｖｏｎＫａｒｍａｎ理论，利用哈密顿原理得
到动力学方程和边界条件，引入如下无量纲变换，

并取横向振动位移的前两阶模态，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法
进行离散，得到基于中面横向位移的运动方程如下
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选取适当的小参数进行摄动分析．为了得到方
程（３）的平均方程，我们使用多尺度法，考虑主参

数共振和１：９内共振［１２］，得到直角坐标形式的平

均方程
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２　规范形计算

压电复合材料层合梁的四维平均方程（４）形

式比较复杂，不利于理论分析，为了便于利用 Ｋｏ
ｖａｃｉｃ和Ｗｉｇｇｉｎｓ提出的全局摄动方法分析压电复
合材料层合梁的全局分叉和混沌动力学，需要对压

电复合材料层合梁的平均方程（４）进行简化．如果
把激励幅值和作为摄动参数，不考虑此参数的平均

方程（４）具有Ｚ２Ｚ２和 Ｄ４对称性，这种对称性在

规范形中也成立．在全局分叉和混沌动力学分析

中，我们把激励幅值ｑ０和ｑ１作为开折参数处理，则

不考虑摄动参数的平均方程（４）有一个平凡解（ｘ１，

ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（０，０，０，０），在此奇点处的平凡解对应

的特征方程形式如下

（λ２＋ｃ３３λ＋Δ１）（λ
２＋ｃ３３λ＋Δ２）＝０ （５）

其中

８０２
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Δ１＝
１
４ｃ

２
３３＋
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当ｃ３３＝０和Δ１＝０时，不考虑摄动参数的平均
方程（４）有一对双零特征根和一对纯虚特征根

λ１，２＝０，　λ３，４＝±ｉ珚ω （７）

其中珚ω２＝Δ２．
令 σ１＝珚σ１－ｆ２／２和 ｆ２＝１，把，珚σ１，ｆ２，μ１和 μ２

看作摄动参数，则不含摄动参数的平均方程变成如

下形式

ｘ１＝ｘ２＋２ａ１１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）ｘ２＋３ａ１４（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）ｘ２
（８ａ）

ｘ２＝－２ａ１１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）ｘ１－３ａ１４（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）ｘ１ （８ｂ）

ｘ３＝－２σ２ｘ４＋６ａ２１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）ｘ４＋４ａ２３（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）

ｘ４ （８ｃ）

ｘ４＝２σ２ｘ３－６ａ２１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）ｘ３－４ａ２３（ｘ

２
１＋ｘ

２
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方程（８）线性部分的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵如下

Ａ＝
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０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －２σ２
０ ０ ２σ２
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


０

（９）

利用Ｚｈａｎｇ等人［９］的 Ｍａｐｌｅ程序可以计算出
耦合系统（８）的规范形如下

ｘ１＝ｘ２ （１０ａ）

ｘ２＝－３ａ１４ｘ
３
１－２ａ１１ｘ１ｘ

２
３－２ａ１１ｘ１ｘ

２
４ （１０ｂ）

ｘ３＝－２σ２ｘ４＋６ａ２１ｘ
３
４＋４ａ２３ｘ

２
１ｘ４＋６ａ２１ｘ

２
３ｘ４
（１０ｃ）

ｘ４＝２σ２ｘ３－６ａ２１ｘ
３
３－４ａ２３ｘ

２
１ｘ３－６ａ２１ｘ３ｘ

２
４（１０ｄ）

这样包含摄动参数的规范形就可写成如下形

式

ｘ１＝－μ－１ｘ１＋（１－珚σ１）ｘ２ （１１ａ）

ｘ２＝珚σ１ｘ１－μ－１ｘ２－３ａ１４ｘ
３
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２
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２
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ｘ３＝－μ－２ｘ３－珚σ２ｘ４＋６ａ２１ｘ

３
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２
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２
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２
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其中μ－１＝
１
２μ１，μ

－
２＝
１
２μ２，珚σ２＝２σ２．

引入如下变换

ｘ３＝Ｉｃｏｓγ，　ｘ４＝Ｉｓｉｎγ （１２）
把方程（１２）代入方程（１１）得
ｘ１＝－μ－１ｘ１＋（１－珚σ１）ｘ２ （１３ａ）

ｘ２＝珚σ１ｘ１－μ－１ｘ２－３ａ１４ｘ
３
１－２ａ１１ｘ１ｘ

２
３ （１３ｂ）

Ｉ·＝－μ－２Ｉ－ｆ１２ｓｉｎγ （１３ｃ）

Ｉγ＝珚σ２Ｉ－６ａ２１Ｉ
３－４ａ２３ｘ

２
１Ｉ－ｆ１２ｃｏｓγ （１３ｄ）

为了得到方程（１３）的开折形式，引入如下线
性变换

ｘ１
ｘ[ ]
２

＝
｜ａ１１｜
２｜ａ２３槡 ｜

１－珚σ１ ０

μ－１[ ]１ ｕ１
ｕ[ ]
２

（１４）

将方程（１４）代入方程（１３）并且略去带有参数

珚σ１的非线性项，得到如下方程
ｕ１＝ｕ２ （１５ａ）

ｕ２＝ｃ１ｕ１－ｃ２ｕ２－α１ｕ
３
１－β１ｕ１Ｉ

２ （１５ｂ）

Ｉ·＝－ｃ３Ｉ－ｆ１２ｓｉｎγ （１５ｃ）

Ｉγ＝珚σ２Ｉ－α２Ｉ
３－β１ｕ

２
１Ｉ－ｆ１２ｃｏｓγ （１５ｄ）

其中

ｃ１＝－μ－
２
１＋珚σ１（１－珚σ１），ｃ２＝２μ，ｃ３＝μ－２

α１＝６ａ１４ａ１１，β１＝２ａ１１，α２＝６ａ２１．
引入如下的尺度变换

ｃ２→εｃ２，　ｃ３→εｃ３，　ｆ
－
１２→εｆ

－
１２ （１６）

则规范形（１５）写成带有扰动项的形式为

ｕ１＝
Ｈ
ｕ２
＋εｇｕ１＝ｕ２ （１７ａ）

ｕ２＝－
Ｈ
ｕ１
＋εｇｕ２＝ｃ１ｕ１－α１ｕ

３
１－β１ｕ１Ｉ－εｃ２ｕ２

（１７ｂ）

Ｉ·＝Ｈ
γ
＋εｇＩ＝－εｃ３Ｉ－εｆ１２ｓｉｎγ （１７ｃ）

Ｉγ＝－ＨＩ
＋εｇγ＝珚σ２Ｉ－αＩ

３－β１ｕ
２
１Ｉ－εｆ１２ｃｏｓγ

（１７ｄ）
方程（１７）的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数形式如下

Ｈ（ｕ１，ｕ２，Ｉ，γ）＝
１
２ｕ

２
２－
１
２ｃ１ｕ

２
１＋
１
４α１ｕ

４
１＋

　１２β１ｕ
２
１Ｉ
２－１２珚σ２Ｉ

２＋１４α２Ｉ
４ （１８）

其中ｇｕ１，ｇｕ２，ｇＩ，ｇγ是耗散扰动项，并且

ｇｕ１＝０，　ｇｕ２＝－ｃ２ｕ２，

９０２



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１１年第９卷

ｇＩ＝－ｃ３Ｉ－ｆ１２ｓｉｎγ，　ｇγ＝－ｆ１２ｃｏｓγ （１９）

３　非线性动力学与分叉分析

本节利用数值方法对平均方程（４）进行模拟
分析，得到系统的非线性动力学响应．

图２是系统第一阶模态和第二阶模态响应随
着外激励变化的分叉图，图中的系统初始条件和参

数值为ｘ１０＝０．６４，ｘ２０＝０．２３，ｘ３０＝１．５２，ｘ４０＝－０．
８７，ｃ３＝０．２，σ１＝２．８６，σ２＝４．６２，ａ１１＝１９４．１３，ａ１２
＝１．５，ａ１３＝１．１３，ｐ１＝２０７．４，ｑ０＝１．４，Ｇ０＝０．０．

图２　横向激励分叉图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｏａｄｏｆ

图３　时系统的混沌响应

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

从图２中可以看出，系统的响应经历了从混沌

→周期→混沌的过程，响应的幅值有跳跃现象出
现，由图４中我们知道这种跳跃现象的机理是在两
个模态中发生了能量转换．只改变图２中的外激励
ｑ１，系统的初始条件和其他参数都不变，当 ｑ１＝
３３０，系统会出混沌运动如图３所示．当增大外激励
为ｑ１＝４２０，系统由混沌运动变为周期运动，如图４
所示．继续增大外激励为ｑ１＝４６０，两端简支压电复
合材料层合梁的运动形式仍然是周期运动，当增大

外激励为ｑ１＝７００，系统由周期运动变为混沌运动．

当外激励从３８０到６２０时，系统会出现周期运动，

图４　时系统的周期响应

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

图５　时系统的周期响应

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

图６　时系统的混沌响应

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

这与图４和图５中的周期运动相符合，当外激励继

０１２
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续增大，从６２０到７５０时，系统会由周期运动演化
为混沌运动，这一结论与图６相对应．

图７是系统第一阶模态和第二阶模态响应随
着轴向激励变化的分叉图，其中ｑ１＝４００．５，其它参
数值同图２．

图７　轴向激励分叉图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅａｘｉａｌｌｏａｄｏｆ

图８　时系统的周期响应

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

图９　时系统的周期响应

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

从图７中可以看出，随着轴向激励的变化，系
统的响应经历了从周期→概周期→混沌的过程，周

期响应的幅值也有跳跃现象出现，如图８（ｄ）所示．
图７中混沌发生的区域为 ｑ１＝（１１０，１５０），周期发
生的区域为ｑ１＝（５０，１１０）．

只改变图７中的轴向激励ｐ１，系统的初始条件
和其他参数都不变，当 ｐ１＝７５，系统的单倍周期运
动如图８所示．当增大外激励为 ｐ１＝８２，系统由单
倍周期变为三倍周期运动，如图９所示．从图９（ｄ）
中可以看出系统有明显跳跃现象．

继续增大外激励为 ｐ１＝１３０，压电复层合梁的
运动形式系统由周期运动变为混沌运动，如图１０
所示，从图１０（ｄ）中可以看出系统有明显跳跃现
象．

图１０　时系统的混沌响应

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

图１１是系统第一阶模态和第二阶模态响应随
着压电激励变化的分叉图，从图中可以看出，随着

压电电压的增加，系统经历混沌→周期的过程，阻
止系统通过倍周期分叉进入混沌运动，降低了系统

响应的幅值，振动控制效果明显．图１１中混沌发生
的区域为ｑ１＝（０，１７）和ｑ１＝（２３，４７），周期发生的
区域为ｑ１＝（４７，１００）．

图１１　压电激励的控制效果图

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｆｏｒｔｈｅｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ

系统的初始条件和其他参数都不变，当 Ｇ０＝

１１２
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０，未加压电控制系统的混沌运动如图１２所示．只
改变图１２中的压电激励Ｇ０，系统的初始条件和其
他参数都不变，当 Ｇ０＝１７，系统会出周期运动，如
图１３所示．此时系统的振动幅值还没有明显的降
低．继续增大压电激励，系统的振动幅值继续降低，
如图７所示．图７清晰地表明了，通过调节压电激
励，可以抑制系统通过倍周期分叉进入混沌运动，

有效的降低系统振动的幅值，保持系统运动的稳定

性和可控性．

图１２　时系统的混沌响应

Ｆｉｇ．１２　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

图１３　时系统的周期响应

Ｆｉｇ．１３　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｅｘｉｓｔｓｗｈｅｎ

４　结论

以简支压电复合材料层合梁为研究对象，研究

了在横向载荷、纵向参数激励，横向压电参数激励

下，层合梁的非线性振动．基于 ｖｏｎＫａｒｍａｎ理论和

Ｒｅｄｄｙ高阶剪切变形理论，推导出了压电复合层合
梁的动力学方程．利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法离散偏微分方
程，得到二个自由度非线性控制方程，并且利用多

尺度法得到了平均方程．用数值的方法研究了简支
压电复合材料层合梁的非线性动力学、混沌动力学

响应．
通过相图、分叉图分析了压电层合梁系统的非

线性振动响应和动态分叉参数值．系统的响应经历
了从混沌→周期→混沌的过程，响应的幅值有跳跃
现象出现，这种跳跃现象的机理是能量在两个模态

中发生了转换．结果表明在一定的参数范围内，系
统的响应为周期运动．当系统的响应为混沌运动，
通过控制压电激励，可以控制压电复合材料层合梁

的振动从混沌→多倍周期→三倍周期→二倍周期

→单倍周期，振动的幅值也大幅度降低，保持了系
统的稳定性，控制系统产生倍周期分叉解，从而阻

止系统通过倍周期分叉进入混沌运动，并给出了控

制分叉图．
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