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摘要　 通过数值模拟和分岔分析，探究了具有不同放电模式的两电耦合Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ－Ｒｏｓｅ神经元的几乎完

全同步，并研究了同步放电模式对单个个体的放电模式的依赖性．研究结果有助于我们更好地理解神经元

放电模式转迁的动力学机理和生物学意义．
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引 言

耦合神经元集群能够以同步的方式传递生物

信息．相关研究表明神经元集群的同步行为与大脑
的认知活动密切相关．例如，癫痫症、帕金森氏病、
早老性痴呆病等都与病态同步相关［１，２］．

关于单个Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ－Ｒｏｓｅ（ＨＲ）神经元的分
岔和放电有许多研究［３，４，５］．研究耦合神经元网络
在内在参数变化或外部激励条件下的放电节律模

式以及模式之间的转迁，对于理解生物神经系统中

复杂放电模式转迁的动力学机理以及信息编码、解

码的实质具有重要的指导意义．Ｐｏｓｔｎｏｖａ等人［６］研

究了两电耦合神经元的同步行为，证明神经元内在

动力学的变化对同步状态有显著影响．Ｂｅｌｙｋｈ等［７］

指出在脉冲耦合ＨＲ神经元簇放电神经网络中，完
全同步状态的稳定性只取决于每个神经元接受信

号的数量．对于耦合神经元系统的络中，完全同步
状态的稳定性只取决于每个神经元接受信号的数

量．同步及同步转迁已有许多研究［８－１０］．以上这些
研究，大多强调同步状态．然而，最近的研究表明，
不同的放电模式可能具有不同的动力学特性和生

物意义［１１］，因此，同步后放电模式的研究在信息

传递中也是非常重要的．
本文中，通过数值模拟和分岔分析，我们研究

了具有不同放电模式的两电耦合 ＨＲ神经元的几
乎完全同步，探究同步放电模式对单个神经元放电

模式的依赖关系．

１　单个ＨＲ神经元的放电模式

由三个变量组成的ＨＲ神经元模型如下：
ｘ＝ｙ－ａｘ３＋ｂｘ２－ｚ＋Ｉ （１）
ｙ＝ｃ－ｄｘ２－ｙ （２）
ｚ＝ｒ［ｓ（ｘ－χ）－ｚ］ （３）

这里，ｘ代表神经元的膜电位，ｙ是与内电流（例如
Ｎａ＋或Ｋ＋）相关的恢复变量，ｚ表示与Ｃａ２＋激活的
Ｋ＋电流相关的慢变调节电流．ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｒ，ｓ，χ都是
系统参数，Ｉ表示外界直流激励．在接下来的数值模
拟中，参数取值为：ａ＝１．０，ｂ＝３．０，ｃ＝１．０，ｄ＝５．
０，ｒ＝０．００６，ｓ＝４．０和χ＝－１．６．为了获得单个ＨＲ
神经元的丰富的放电模式，我们把电流 Ｉ作为控制
参数．

图１　单个ＨＲ神经元关于电流的峰峰间期（ＩＳＩ）分岔图

Ｆｉｇ．１　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＩＳＩｓｖｓｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌｄｉｒｅｃｔ

ｃｕｒｒｅｎｔｓｉｎａｓｉｎｇｌｅＨＲｎｅｕｒｏｎａｌｍｏｄｅｌ

图１表示单个ＨＲ神经元关于电流Ｉ的峰峰间

期（ＩＳＩ）分岔结构图［见参考文献［９］中图２］．随着

电流Ｉ的变化，ＨＲ神经元表现出丰富的放电模式．
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当电流Ｉ增加到一定值时，发生了 Ｈｏｐｆ分岔，使得
神经元由静息态（区域 Ｉ）转为周期 －１的簇放电
（区域ＩＩ）．当Ｉ≥１．５６时，神经元经历了加周期分
岔，依次产生了周期－２、周期 －３、周期 －４的簇放
电模式，分别对应图中区域 ＩＩＩ，ＩＶ，Ｖ．当 Ｉ≥２．８８
时，由于一系列的倍周期分岔，使得神经元处于混

沌放电态（区域ＶＩ）．当 Ｉ≥３．４２时，由于逆倍周期
分岔，神经元表现出周期－４、周期 －２以及周期 －
１的峰放电模式，对应图中区域ＶＩＩ和ＶＩＩＩ．

２　两电耦合ＨＲ神经元的同步

两电耦合ＨＲ神经元模型如下：
ｘｉ＝ｙｉ－ａｘ

３
ｉ＋ｂｘ

２
ｉ－ｚｉ＋Ｉｉ＋Ｃ（ｘｊ－ｘｉ） （４）

ｙｉ＝ｃ－ｄｘ
２
ｉ－ｙｉ （５）

ｚｉ＝ｒ［ｓ（ｘｉ－χ）－ｚｉ］ （６）
其中，ｉ，ｊ＝１，２且ｉ≠ｊ，Ｃ（ｘｊ－ｘｉ）表示耦合项，Ｃ是
耦合强度．
２．１　“静息态”（区域 Ｉ）耦合 “周期 －２簇放电”
（区域ＩＩＩ）

首先，我们探究区域 Ｉ和 ＩＩＩ内两神经元耦合
后的同步放电模式．在这两个区域内我们分别选取
Ｉ１＝１．０和 Ｉ２＝１．７，对应静息态和周期 －２簇放电
模式，放电模式如图２（ａ）和（ｂ）所示．设 ｅ（ｔ）＝｜
ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ）｜（ｅ（ｔ）被称作同步差），根据同步理
论知识，当ｌｉｍ

ｔ→∞
ｍａｘ（ｅ（ｔ））＝０时，两神经元达到完

全同步．图２（ｃ）是同步差的最大值随耦合强度 Ｃ
的变化图，当Ｃ＝１４时，两耦合神经元的放电模式
如图２（ｄ）所示．图２（ｅ）是图（ｄ）的局部放大图，此
时，膜电位ｘ１和ｘ２的时间序列并没有完全重合．即
两神经元只能达到几乎完全同步，而非完全同步．

接下来，我们将用快慢分岔分析的方法来探究

这种现象的动力学行为．首先，对单个神经元模型
（１）－（３）应用快慢分析．由于ｒ是一个小常量，所
以ｚ的变化要比其它变量慢得多．因此方程（１）－
（２）构成快子系统，慢变量ｚ作为分岔参数．

图３是快子系统关于慢变量 ｚ的分岔图．在平
面（ｚ，ｘ）内，快子系统的平衡点形成一条 Ｚ－型曲
线，该曲线由上、中、下三支组成．最初，上支由稳
定的焦点（实线）和不稳定的焦点（虚线）构成．随
着慢变量ｚ的增加，快子系统发生了超临界 Ｈｏｐｆ
分岔（Ｈ２），稳定焦点失去稳定性，同时产生了稳定

极限环．ｘｍａｘ和ｘｍｉｎ分别表示膜电位ｘ的最大值和最
小值．Ｚ－型曲线的中支和下支分别由鞍点和稳定
结点构成．全系统（１）－（３）的轨线以及慢子系统
（３）的零等值线（带点的短线）也都叠加在分岔图
上，见图３（ａ）和（ｂ）．

图２　静息态和周期－２簇放电的几乎完全同步：（ａ）Ｉ＝１．０时，

静息放电模式；（ｂ）Ｉ＝１．７时，周期－２簇放电；（ｃ）同步差的

最大值随耦合强度Ｃ的变化图；（ｄ）Ｃ＝１４时，膜电位ｘ１

（实线）和ｘ２（虚线）的时间序列图；（ｅ）图（ｄ）的局部放大图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｎｅａｒｌｙｃｏｍｐｌｅｔｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｃｏｕｐｌｅｄｎｅｕｒｏｎｓ

ｗｉｔｈｔｈｅｑｕｉｅｓｃｅｎｔｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅｐｅｒｉｏｄ－２ｂｕｒｓｔｉｎｇ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ：

（ａ）ｑｕｉｅｓｃｅｎｔｓｔａｔｅｗｉｔｈＩ１＝１．０；（ｂ）ｐｅｒｉｏｄ２ｂｕｒｓｔｉｎｇｗｉｔｈＩ２＝１．７；

（ｃ）ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｍａｘｉｍａｌｖａｌｕｅｏｆｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｗｉｔｈｔｈｅ

ｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ；（ｄ）ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｓｆｏｒ

ｘ１（ｔｈｅｓｏｌｉｄｃｕｒｖｅ）ａｎｄｘ２（ｔｈｅｄａｓｈｅｄｃｕｒｖｅ）ｗｉｔｈ

Ｃ＝１４；（ｅ）ｔｈｅｌｏｃａｌｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔｏｆ（ｄ）

图３　快子系统（１）－（２）关于慢变量的分岔图：

（ａ）Ｉ１＝１．０；（ｂ）Ｉ２＝１．７

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｆａｓｔｓｕｂｓｙｓｔｅｍｅｑｕａｔｉｏｎｓ（１）

ａｎｄ（２）ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｓｌｏｗｖａｒｉａｂｌｅ（ａ）Ｉ１＝１．０；（ｂ）Ｉ２＝１．７

对于Ｉ＝１．０，慢子系统的零等值线与Ｚ－型曲
线的下支相交（见图 ３（ａ）），交点恰好为全系统
（１）－（３）的一个稳定平衡点．于是，该神经元处于
静息状态．对于Ｉ２＝１．７，慢子系统的零等值线与 Ｚ
－型曲线的中支相交（见图３（ｂ））．在这种情形，产
生了一个双稳区域，该双稳区域由一个稳定极限环

和稳定结点构成，其中的稳定极限环来自超临界

Ｈｏｐｆ分岔．因此这个神经元表现出簇放电模式，另

３０２
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外，簇中包含两个尖峰，所以称之为周期 －２簇放
电模式（ｐｅｒｉｏｄ－２ｂｕｒｓｔｉｎｇ）．

图４是两耦合神经元随着耦合强度Ｃ变化的峰
峰间期分岔图，同步后两耦合神经元表现为周期－１
簇放电（ｐｅｒｉｏｄ－１ｂｕｒｓｔｉｎｇ）．因此，当区域Ｉ和ＩＩＩ内
的两个神经元耦合时，同步放电模式位于区域ＩＩ．

图４　两耦合神经元随着耦合强度Ｃ变化的峰峰间期分岔图，

其中Ｉ１＝１．０，Ｉ２＝１．７

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｉｎｔｅｒｓｐｉｋｅｉｎｔｅｒｖａｌｓｏｆｔｈｅ

ｔｗｏ－ｃｏｕｐｌｅｄｎｅｕｒｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅｃｈａｎｇｉｎｇｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇ

ｓｔｒｅｎｇｔｈＣｗｉｔｈＩ１＝１．０ａｎｄＩ２＝１．７

２．２　“周期－３簇放电”（区域ＩＶ）耦合 “周期－２
峰放电”（区域ＶＩＩ）

图５　（ａ）Ｉ１＝２．３对应神经元的放电模式；（ｂ）快子系统（１）－（２）

关于慢变量ｚ在平面（ｚ，ｘ）内的分岔图，其中ｉ＝２．３；

（ｃ）Ｉ２＝３．４５对应神经元的放电模式；

（ｄ）快子系统（１）－（２）关于慢变量ｚ的分岔图，其中Ｉ＝３．４５

Ｆｉｇ．５　（ａ）ＴｈｅｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｏｆｔｈｅｓｉｎｇｌｅｎｅｕｒｏｎｗｉｔｈＩ１＝２．３；

（ｂ）ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｆａｓｔｓｕｂｓｙｓｔｅｍ（１）－（２）ｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｓｌｏｗｖａｒｉａｂｌｅｚｉｎｔｈｅ（ｚ，ｘ）－ｐｌａｎｅｗｉｔｈＩ＝２．３；

（ｃ）ｔｈｅｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｏｆｔｈｅｎｅｕｒｏｎｗｉｔｈＩ２＝３．４５；

（ｄ）ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｆａｓｔｓｕｂｓｙｓｔｅｍ（１）－（２）ｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｓｌｏｗｖａｒｉａｂｌｅｚｉｎｔｈｅ（ｚ，ｘ）－ｐｌａｎｅｗｉｔｈＩ＝３．４５

其次，我们探究区域ＩＶ和ＶＩＩ内两神经元耦合
后的同步放电模式．在区域 ＩＶ内我们选取 Ｉ１＝２．
３，区域ＶＩＩ内选取Ｉ２＝３．４５，相应的放电模式和分
岔分析如图５（ａ）－（ｄ）中．双稳是产生簇放电的关
键［１２］．在图５（ｂ）中，存在由稳定极限环和稳定结
点构成的双稳区域，所以该神经元的放电模式为周

期－３的簇（ｐｅｒｉｏｄ－３ｂｕｒｓｔｉｎｇ）．然而，在图５（ｄ）
中，并不存在双稳区域，所以区域 ＶＩＩ内的神经元
表现周期－２峰放电（ｐｅｒｉｏｄ－２ｓｐｉｋｉｎｇ）．

图６　同步差的最大值随耦合强度Ｃ的变化图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｍａｘｉｍａｌｖａｌｕｅｏｆｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｃｈａｎｇｅｓ

ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣ

图７　（ａ）Ｃ＝１８时，膜电位ｘ１（实线）和ｘ２（虚线）的时间序列；

（ｂ）图（ａ）的局部放大；（ｃ）两耦合神经元随着耦合强度Ｃ

变化的峰峰间期分岔图，其中Ｉ１＝２．３，Ｉ２＝３．４５

Ｆｉｇ．７　（ａ）Ｔｈｅｎｅａｒｌｙｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｓｆｏｒｘ１（ｔｈｅ

ｓｏｌｉｄｃｕｒｖｅ）ａｎｄｘ２（ｔｈｅｄａｓｈｅｄｃｕｒｖｅ），ｈｅｒｅＣ＝１８；

（ｂ）ｔｈｅｌｏｃａｌｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔｏｆ（ａ）；（ｃ）ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｉｎｔｅｒｓｐｉｋｅｉｎｔｅｒｖａｌｓｏｆｔｈｅｔｗｏ－ｃｏｕｐｌｅｄｎｅｕｒｏｎｓｗｉｔｈ

ｔｈｅｃｈａｎｇｉｎｇｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈＣｗｉｔｈＩ１＝２．３ａｎｄＩ２＝３．４５

当我们把具有周期 －３簇放电模式的神经元
与具有周期－２峰放电模式的神经元相耦合时，同

４０２
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步差的最大值随耦合强度Ｃ的变化如图６所示．达
到几乎完全同步后，两神经元表现周期 －４簇放电
模式（见图 ７）．由此可得，当我们耦合区域 ＩＶ和
ＶＩＩ内的两个神经元时，同步放电模式位于区域Ｖ．

最后，我们总结两耦合神经元达到几乎完全同

步后的放电模式及其所在区域，见表１．可以发现，电

耦合的ＨＲ神经元在同步后的放电模式依赖耦合前
单个神经元的放电模式．具体表现为：耦合同步后的
放电模式所在的区域位于耦合前单个神经元所在区

域之间．另外，如果在两个神经元所在区域之间存在
多种放电模式，比如，簇、峰以及混沌放电模式等，

耦合神经元常常会表现为簇或混沌放电模式．

表１　两电耦合神经元的几乎完全同步

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｎｅａｒｌｙｃｏｍｐｌｅｔｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｃｏｕｐｌｅｄｎｅｕｒｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｓ

Ｔｈｅｒｅｇｉｏｎ／ｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎｅｕｒｏｎ Ｔｈｅｒｅｇｉｏｎ／ｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｎｅｕｒｏｎ Ｔｈｅｒｅｇｉｏｎ／ｆｉｒｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｏｆａｆｔｅｒｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｉｎｇ
Ｉ／ｑｕｉｅｓｃｅｎｔｓｔａｔｅＩ１＝１．０ ＩＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－２ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ２＝１．７ ＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－１ｂｕｒｓｔｉｎｇ
ＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－１ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝１．４ ＩＶ／ｐｅｒｉｏｄ－３ｂｕｒｓｔｉｎｇ
ＩＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－２ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝１．７ ＶＩＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－１ｓｐｉｋｉｎｇ Ｖ／ｐｅｒｉｏｄ－４ｂｕｒｓｔｉｎｇ
ＩＶ／ｐｅｒｉｏｄ－３ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝２．３ Ｉ２＝３．７５ ＶＩ／ｃｈａｏｔｉｃｆｉｒｉｎｇ
Ｖ／ｐｅｒｉｏｄ－４ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝２．７ ＶＩ／ｃｈａｏｔｉｃｆｉｒｉｎｇ
ＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－１ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝１．４ ＩＶ／ｐｅｒｉｏｄ－３ｂｕｒｓｔｉｎｇ
ＩＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－２ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝１．７ ＶＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－２ｓｐｉｋｉｎｇ Ｖ／ｐｅｒｉｏｄ－４ｂｕｒｓｔｉｎｇ
ＩＶ／ｐｅｒｉｏｄ－３ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝２．３ Ｉ２＝３．４５ ＶＩ／ｃｈａｏｔｉｃｆｉｒｉｎｇ
Ｖ／ｐｅｒｉｏｄ－４ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝２．７ ＶＩ／ｃｈａｏｔｉｃｆｉｒｉｎｇ
ＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－１ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝１．４ ＩＶ／ｐｅｒｉｏｄ－３ｂｕｒｓｔｉｎｇ
ＩＩＩ／ｐｅｒｉｏｄ－２ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝１．７ ＶＩ／ｃｈａｏｔｉｃｆｉｒｉｎｇ Ｖ／ｐｅｒｉｏｄ－４ｂｕｒｓｔｉｎｇ
ＩＶ／ｐｅｒｉｏｄ－３ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝２．３ Ｉ２＝３．０ ＶＩ／ｃｈａｏｔｉｃｆｉｒｉｎｇ
Ｖ／ｐｅｒｉｏｄ－４ｂｕｒｓｔｉｎｇＩ１＝２．７ ＶＩ／ｃｈａｏｔｉｃｆｉｒｉｎｇ

３　结论

我们研究了具有不同放电模式的两电耦合神

经元的几乎完全同步，以此为基础，探究耦合前后

神经元放电模式之间的关系．其中，对单个神经元
采用快慢动力学分析的方法，而分析耦合神经元时

则采用的是描绘峰峰间期分岔图的手段．研究结果
表明，耦合后神经元的放电模式依赖耦合前单个神

经元的放电模式；而且，当表现簇放电模式的神经

元与具有峰放电模式的神经元相耦合时，同步后耦

合神经元常常表现为簇放电模式，这也意味着簇放

电模式要比峰放电模式稳定得多．以上这些结论，
对于我们预测耦合神经元的动力学行为以及理解

神经信息编码与解码的本质，将有很大帮助．
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