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一类新四维二次系统的混沌运动
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摘要　利用解析方法和数值方法研究了一新四维二次系统的混沌运动．严格给出了系统产生混沌运动的机

理和相应的参数条件．利用待定系数法找出了系统的同宿轨道，并证明了轨道展开式的一致收敛性．由 Ｓｉ’

ｌｎｉｋｏｖ判据，该系统存在Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌．数值模拟验证了理论分析的结果．

关键词　混沌，　Ｓｉ’ｌｎｉｋｏｖ方法，　同宿轨

引 言

混沌在保密通信、数据处理、信号处理等领域

有着广泛的应用．自从Ｌｏｒｅｎｚ发现第一个混沌系统
—Ｌｏｒｅｎｚ系统以来［１］，许多新的混沌系统被相继提

出，如 Ｃｈｅｎ系统［２］、Ｌü系统［３］、类 Ｌｏｒｅｎｚ系
统［４，５］、类Ｃｈｅｎ系统［６］等．Ｗｕ等［７］构造了一个新

的含二次交叉乘积项的四维自治系统，该系统具有

复杂的动力学行为，如 ２维胎面、３维胎面、极限
环、混沌吸引子、超混沌吸引子等．Ｓｕｎ等［８］构造了

一新四维系统并研究了其线性反馈控制．Ｑｉ等［９］

提出了一个新四维反对称混沌系统并研究了其混

沌动力学．Ｃａｎｇ等［１０］提出了一个四维二次自治系

统并利用时间序列、相图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面、分岔图及
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数研究了其混沌运动．

本文利用解析方法和数值方法研究了文［１０］
中系统的混沌运动，严格解析地给出了该系统产生

混沌运动的机理与相应的参数条件．数值模拟验证
了理论分析的结果．

１　新系统的分析

考虑如下四维二次自治系统［１０］

ｘ＝－ａｘ－ｅｗ＋ｙｚ
ｙ＝ｂｙ＋ｘｚ
ｚ＝ｃｚ＋ｆｗ－ｘｙ










ｗ＝ｄｗ－ｇｚ

（１）

其中ｘ、ｙ、ｚ、ｗ是状态变量，ａ、ｂ、ｃ、ｄ、ｅ、ｆ、ｇ是实参

数．为保证系统是耗散的，假设ａ＞ｂ＋ｃ＋ｄ．
该系统有５个平衡点，Ｏ（０，０，０）、Ｅ１（ｘ１，ｙ１，

ｚ１，ｗ１）、Ｅ２（ｘ２，ｙ１，ｚ２，ｗ２）、Ｅ３（ｘ１，ｙ２，ｚ３，ｗ３）、Ｅ４（ｘ２，

ｙ２，ｚ２，ｗ４），其中ｘｉ、ｙｉ、ｚｉ、ｗｉ的表达式可见
［１０］．

系统（１）在平衡点 Ｅ３（Ｅ４）处的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵的
特征方程为

λ４＋Ｒ１λ
３＋Ｒ２λ

２＋Ｒ３λ＋Ｒ４＝０ （２）
其中Ｒｉ（ｉ＝１，２，３，４）是系统参数的复杂函数，这里
予以省略．

２　系统的Ｓｉ’ｌｎｉｋｏｖ混沌

２．１　预备知识
考虑如下四维自治系统

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｘ），　ｘ∈Ｒ

４ （３）

定理１　假设Ｃｒ（ｒ３）自治系统（３）存在连接
双曲平衡点到其自身的同宿轨，并假设其在该平衡

点处的线性化矩阵（在适当的坐标变换下）具有如

下形式：

－ρ －ω ０ ０

ω －ρ ０ ０
０ ０ －λ ０
０ ０ ０











υ

（４）

其中λ＞０，ω＞０，υ＞ρ＞０，且λ≠υ，则定义在同宿
轨附近的三维Ｐｏｉｎｃａｒé映照具有Ｃａｎｔｏｒ不变集，在
其上拓扑共轭于符号可数集的平移［９］．

注：由（４）式可知，系统在平衡点处的线性化
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矩阵的特征值为－ρ±ｉω，－λ和 υ，通常将条件 λ
＞０，ω＞０，υ＞ρ＞０，且 λ≠υ，称为 Ｓｉ’ｌｎｉｋｏｖ不等
式．当定理１中的条件满足时，系统将产生 Ｓｍａｌｅ
马蹄混沌．

由Ｆｅｒｒａｒｉ方法，方程（２）可写为：
（λ２＋βλ＋γ）（λ２＋β′λ＋γ′）＝０ （５）

其中

β＝Ｒ１／２＋ Ｒ
２
１／４－槡 ｚ，

β′＝Ｒ１／２－ Ｒ
２
１／４－槡 ｚ，

γ＝（Ｒ２－ｚ）／２＋

　　 （Ｒ２－ｚ）
２／４－Ｒ槡 ４，

γ′＝＝（Ｒ２－ｚ）／２＋

　　 （Ｒ２－ｚ）
２／４－Ｒ槡 ４ （６）

ｚ满足：
ｚ３－２Ｒ２ｚ

２＋（Ｒ２２＋Ｒ１Ｒ３－４Ｒ４）ｚ＋

　（Ｒ２３＋Ｒ
２
１Ｒ４－Ｒ１Ｒ２Ｒ３）＝０ （７）

另外，方程（５）根的两个判别式是如下方程的解：

ｗ３＋６ｇ′（
２Ｒ２
３）ｗ

２＋

　９［ｇ′（
２Ｒ２
３）］

２ｗ＋４［ｇ′（
２Ｒ２
３）］

３＋

　２７［ｇ（
２Ｒ２
３）］

２＝０ （８）

其中

ｇ（ｘ）＝ｘ３－２Ｒ２ｘ
２＋（Ｒ２２＋Ｒ１Ｒ３－４Ｒ４）ｘ＋

　（Ｒ２３＋Ｒ
２
１Ｒ４－Ｒ１Ｒ２Ｒ３） （９）

引理１　特征方程（５）有两不同实根和一对共
轭复根当且仅当

Δ≡４［ｇ′（
２Ｒ２
３）］

３＋２７［ｇ（
２Ｒ２
３）］

２＞０

证明：　若方程（５）有两不同实根和一对共轭
复根，则方程（８）有一负根ｗ１和一对共轭复根ｗ２、
ｗ３，由韦达定理，－ｗ１ｗ２ｗ３＝Δ＞０．

反之，假设Δ＞０，则方程（５）没有重根，否则方
程（８）有零根，因此Δ＝０．另一方面，如果方程（５）
没有两不同实根和一对共轭复根，则其有四个不同

实根或两对纯虚特征根，从而方程（８）有三个正
根，所以－ｗ１ｗ２ｗ３＝Δ＜０，与 Δ＞０矛盾，因此方程
（５）有两不同实根和一对共轭复根．

引理２　当Δ＞０且Ｒ４＜０时，方程（５）有一正
根、一负根和一对共轭复根．

事实上，记方程（５）的根为 λｉ（ｉ＝１，２，３，４），
其中λ１、λ２是实数，λ３，４＝ρ±ｉω，由于 λ１λ２λ３λ４＝
Ｒ４＜０，引理２的结论是显然的．

引理３　如果（Ｒ３／Ｒ１）（Ｒ３／Ｒ１－Ｒ２）＋Ｒ４≠０，
则方程（５）没有纯虚特征根．

证明：　如果方程（５）有一对纯虚特征根，记
为λ１，２＝±ｉω，将其代入方程（５）得

ω４－Ｒ２ω
２＋Ｒ４＝０

－Ｒ１ω
３＋Ｒ３ω＝{ ０

（１０）

由此可得（Ｒ３／Ｒ１）（Ｒ３／Ｒ１－Ｒ２）＋Ｒ４＝０，因此引理
３的结论成立．

由引理１、２和３，我们可得到如下结果：
定理２　若Δ＞０，Ｒ４＜０且（Ｒ３／Ｒ１）（Ｒ３／Ｒ１－

Ｒ２）＋Ｒ４≠０，则系统（１）在平衡点Ｅ３（Ｅ４）处Ｊａｃｏｂｉ
矩阵的特征值为－λ，υ，ρ±ｉω，因此平衡点Ｅ３（Ｅ４）
是一鞍焦点．
２．２　同宿轨的存在性及混沌运动

本节我们用待定系数法［１２－１４］来找出系统的同

宿轨．
对于连接 Ｅ３到其自身的同宿轨，当 ｔ＞０时，

假设

ｘ（ｔ）
ｙ（ｔ）
ｚ（ｔ）
ｗ（ｔ











）

＝

ｘ１＋∑
∞

ｋ＝１
ａｋｅ

ｋσｔ

ｙ２＋∑
∞

ｋ＝１
ｂｋｅ

ｋσｔ

ｚ３＋∑
∞

ｋ＝１
ｃｋｅ

ｋσｔ

ｗ３＋∑
∞

ｋ＝１
ｄｋｅ

ｋσ



















ｔ

（１１）

其中ａｋ，ｂｋ，ｃｋ及ｄｋ是待定系数，σ是待定常数．

将（１１）代入（１），比较ｅｋσｔ相同次幂系数，得如
下代数方程：

对ｋ＝１，我们有

（σＩ－Ｊ（Ｅ３））

ａ１
ｂ１
ｃ１
ｄ














１

＝













０
０
０
０

（１２）

假设（ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１）≠０，否则由数学归纳法知
对所有ｋ＞１，均有（ａｋ，ｂｋ，ｃｋ，ｄｋ）＝０．当 ｄｅｔ（σＩ－Ｊ
（Ｅ３））＝０时我们可由一自由参数 ξ决定 ａ１，ｂ１，ｃ１
和ｄ１．当定理２中的条件满足时，存在唯一负实数
σ使得ｄｅｔ（σＩ－Ｊ（Ｅ３））＝０．同时，利用（１２）我们
可得ａ１，ｂ１，ｃ１和ｄ１关于ξ的表达式．

８９１
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对ｋ＞１我们有

（ｋσＩ－Ｊ（Ｅ３））

ａｋ
ｂｋ
ｃｋ
ｄ














ｋ

＝

∑
∞

ｋ＝１
ｂｋ－ｉｃｉ

∑
∞

ｋ＝１
ａｋ－ｉｃｉ

－∑
∞

ｋ＝１
ａｋ－ｉｂ














ｉ

（１３）

当ｋ＞１时我们有 ｄｅｔ（ｋσＩ－Ｊ（Ｅ３））≠０，因此
（ａｋ，ｂｋ，ｃｋ，ｄｋ）可由方程（１３）唯一决定．故当 ｔ＞０
时，ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ）及ｗ（ｔ）已唯一确定．

对于相反时间轨道，利用变换τ＝－ｔ，其中ｔ＞
０，则方程（１）化为

ｄｘ
ｄτ
＝ａｘ＋ｅｗ－ｙｚ

ｄｙ
ｄτ
＝－ｂｙ－ｘｚ

ｄｚ
ｄτ
＝－ｃｚ－ｆｗ＋ｘｙ

ｄｗ
ｄτ















 ＝－ｄｗ＋ｇｚ

（１４）

完全类似于ｔ＞０情形的讨论，假设

ｘ（τ）
ｙ（τ）
ｚ（τ）
ｗ（τ











）

＝

ｘ１＋∑
∞

ｋ＝１
ａ′ｋｅ

－ｋσ′ｔ

ｙ２＋∑
∞

ｋ＝１
ｂ′ｋｅ

－ｋσ′ｔ

ｚ３＋∑
∞

ｋ＝１
ｃ′ｋｅ

－ｋσ′ｔ

ｗ３＋∑
∞

ｋ＝１
ｄ′ｋｅ

－ｋσ



















′ｔ

（１５）

通过比较 ｅ－ｋσ′ｔ相同次幂系数，我们可得到关

于待定系数 ａ′ｋ、ｂ′ｋ、ｃ′ｋ、ｄ′ｋ（ｋ≥１）和待定常数 σ′
的一系列代数方程．

对ｋ＝１，有

（－σＩ＋Ｊ（Ｅ３））

ａ′１
ｂ′１
ｃ′１
ｄ′














１

＝













０
０
０
０

（１６）

所以σ＝σ′．其他系数 ａ′ｋ、ｂ′ｋ、ｃ′ｋ、ｄ′ｋ可由另
一自由参数η唯一确定．

注意到对 τ＜０，我们还有一自由参数 η．进一
步，令η＝ξ，我们有，

ａ′ｋ（Ｓ，σ，ξ）＝ａｋ（Ｓ，－σ，ξ），

ｂ′ｋ（Ｓ，σ，ξ）＝ｂｋ（Ｓ，－σ，ξ），
ｃ′ｋ（Ｓ，σ，ξ）＝ｃｋ（Ｓ，－σ，ξ），
ｄ′ｋ（Ｓ，σ，ξ）＝ｄｋ（Ｓ，－σ，ξ）

其中Ｓ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ｝是系统参数集合．由 ｘ１
（ｔ）、ｘ２（ｔ）、ｘ３（ｔ）、ｘ４（ｔ）的连续性可决定参数 ξ的

值．

根据上面的分析，我们得到系统（１）连接 Ｅ３
到其自身的同宿轨表达式如下：

ｘ（ｔ）＝
ｘ１＋∑

∞

ｋ＝１
ａｋ（Ｓ，σ，ξ）ｅ

ｋσｔ，　ｔ＞０

ｘ１＋∑
∞

ｋ＝１
ａｋ（Ｓ，－σ，ξ）ｅ

－ｋσｔ，ｔ＜{ ０
，

ｙ（ｔ）＝
ｙ２＋∑

∞

ｋ＝１
ｂｋ（Ｓ，σ，ξ）ｅ

ｋσｔ，　ｔ＞０

ｙ２＋∑
∞

ｋ＝１
ｂｋ（Ｓ，－σ，ξ）ｅ

－ｋσｔ，ｔ＜{ ０
，

ｚ（ｔ）＝
ｚ３＋∑

∞

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓ，σ，ξ）ｅ

ｋσｔ，　ｔ＞０

ｚ３＋∑
∞

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓ，－σ，ξ）ｅ

－ｋσｔ，ｔ＜{ ０
，

ｗ（ｔ）＝
ｗ３＋∑

∞

ｋ＝１
ｄｋ（Ｓ，σ，ξ）ｅ

ｋσｔ，　ｔ＞０

ｗ３＋∑
∞

ｋ＝１
ｄｋ（Ｓ，－σ，ξ）ｅ

－ｋσｔ，ｔ＜{ ０

（１７）

其中ａｋ，ｂｋ，ｃｋ，ｄｋ由（１２）和（１３）式决定，σ由 ｄｅｔ

（σＩ－Ｊ（Ｅ３））＝０决定，ξ由下式决定．

∑
∞

ｍ＝１
ａｋ（Ｓ，σ，ξ）＝∑

∞

ｍ＝１
ａｋ（Ｓ，－σ，ξ） （１８）

现在我们仅需证明上述同宿轨道的级数展开

式的收敛性．
事实上，由（１３）我们归纳地有

　

ａｋ
ｂｋ
ｃｋ
ｄ














ｋ ∞

≤Π
ｋ

ｉ＝２
‖（ｉσＩ－Ｊ（Ｅ３））

－１‖∞（ｋ－１）

ａ１
ｂ１
ｃ１
ｄ














１

ｋ

∞

另一方面，我们有

‖（ｉσＩ－Ｊ（Ｅ３））
－１‖∞ ＝Ｏ（ｋ

－１）Ｍｋ－１

其中Ｍ是一正常数，因此

ａｋ
ｂｋ
ｃｋ
ｄ














ｋ ∞

≤Ｍ
ｋ（ｋ－１）
ｋ！

ａ１
ｂ１
ｃ１
ｄ














１

ｋ

∞

故级数∑
∞

ｋ＝１
‖（ａｋ，ｂｋ，ｃｋ，ｄｋ）

Ｔ‖∞ 是收敛的，从而

∑
∞

ｋ＝１
｜ａｋ｜、∑

∞

ｋ＝１
｜ｂｋ｜、∑

∞

ｋ＝１
｜ｃｋ｜、∑

∞

ｋ＝１
｜ｄｋ｜也是收敛

的．于是，存在一正常数Ｍ
～
，使得｜ａｋ｜≤Ｍ

～
、｜ｂｋ｜≤

９９１
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Ｍ
～
、｜ｃｋ｜≤Ｍ

～
、｜ｄｋ｜≤Ｍ

～
，因此

｜∑
∞

ｋ＝１
ａｋｅ

ｋσｔ｜≤Ｍ
～∑
∞

ｋ＝１
ｅｋσｔ，

｜∑
∞

ｋ＝１
ａｋｅ

ｋσｔ｜≤Ｍ
～∑
∞

ｋ＝１
ｅｋσｔ

｜∑
∞

ｋ＝１
ａｋｅ

ｋσｔ｜≤Ｍ
～∑
∞

ｋ＝１
ｅｋσｔ，

｜∑
∞

ｋ＝１
ａｋｅ

ｋσｔ｜≤Ｍ
～∑
∞

ｋ＝１
ｅｋσｔ

在（０，＋∞）上是收敛的．对于ｔ＜０情形，证明
类似．

用类似的方法，我们可得到系统（１）连接平衡
点Ｅ４到其自身的同宿轨．

根据上面的讨论及定理１、定理２，我们可得如
下结果：

定理３　如果定理２的条件满足，则系统（１）
存在连接平衡点 Ｅ３、Ｅ４到其自身的同宿轨；进一
步，当定理１中的Ｓｉ’ｌｎｉｋｏｖ不等式满足时，系统将
产生Ｓｍａｌｅ马蹄混沌．

３　数值模拟

利用４阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法对系统（１）进行
求解，当系统参数取 ａ＝５０，ｂ＝－１６，ｃ＝１０，ｄ＝０．
２，ｅ＝１０，ｆ＝１６，ｇ＝０．５时，系统的相图如图１所
示．此时系统在平衡点 Ｅ３（Ｅ４）处 Ｊａｃｏｂｉ矩阵 Ｊ
（Ｅ３）、Ｊ（Ｅ４）的特征值为０．２３２２，－５５．８６４２，－０．
０８４５±４４．４６０８ｉ，满足 Ｓｉ’ｌｎｉｋｏｖ不等式，因此存在
混沌吸引子，这与相图是吻合的．

图１　系统（１）的相图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）

４　结论

本文利用解析方法和数值方法研究了一新四

维二次系统的混沌动力学，严格解析地给出了系统

产生混沌运动的机理与相应的参数条件，数值模拟

验证了理论分析的结果．
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