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弹性杆的 Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟

薛纭１　翁德玮２，１　陈立群３，２

（１．上海应用技术学院机械工程学院，上海　２０１４１８）（２．上海大学，上海市应用数学和力学研究所，上海　２０００７２）

（３．上海大学力学系，上海　２００４４４）

摘要　 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟思想建立了弹性杆静力学与刚体定点转动动力学之间在概念和方法上的对应

关系．受拉扭弹性直杆的平衡比拟于Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺绕铅锤轴的永久转动．根据一次近似理论，考察了两者

稳定判据的建立过程，表明其在稳定性上的比拟是Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义上的．在此基础上进一步讨论了两端铰支

时拉扭弹性直杆的Ｅｕｌｅｒ稳定性，并导出亦由Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ首先得到的临界载荷计算公式．表明拉扭弹性直杆在

两端铰支时的Ｅｕｌｅｒ稳定性不同于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性，其主要症结在于Ｅｕｌｅｒ稳定性中边界条件不受扰动，而

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性是初值受扰动，两者有区别．

关键词　Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式，　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟，　稳定性条件，　Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺，　弹性杆

引 言

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ（１８５９年）建立的线弹性细杆静力学
理论与刚体定点转动动力学在数学形式上存在的

相似性导致“Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟”思想的产
生［１４］，为弹性细杆静力学的研究提供了动力学的

概念和方法［５８］．然而，这两者又存在区别，稳定性
就是一例．弹性杆的平衡稳定性一般是指 Ｅｕｌｅｒ稳
定性，是考察在给定边界条件下扰动对平衡形态的

影响，而刚体定点转动的稳定性是指 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性，是考察初值受扰对给定运动的影响．Ｋｉｒｃｈ
ｈｏｆｆ动力学比拟思想使得弹性杆平衡的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性有了实际意义．文献［９１３］就讨论了弹性
杆的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性和Ｅｕｌｅｒ稳定性．本文讨论拉
扭弹性杆的平衡和 Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺绕铅锤轴永久
转动在稳定性概念上进行动力学比拟的问题，明确

了Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性与Ｅｕｌｅｒ稳定性的区别．

１　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程、Ｅｕｌｅｒ方程以及 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
动力学比拟

弹性细杆静力学的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程为［４］

珘ｄＭ
ｄｓ＋ω×Ｍ＋ｅ３×Ｆ＝０ （１ａ）

珘ｄＦ
ｄｔ＋ω×Ｍ＝０ （１ｂ）

其中Ｆ，Ｍ，ｅ３，ω分别为弹性杆横截面上内力的主
矢、主矩、单位外法矢和弯扭度，波浪号表示相对截

面主轴坐标系求导．
Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺的ＥｕｌｅｒＰｏｉｓｓｏｎ方程为［１４］

珘ｄＬ０
ｄｔ＋Ω×Ｌ０＋ｒｃ×Ｇ＝０ （２ａ）

珘ｄＧ
ｄｔ＋Ω×Ｇ＝０ （２ｂ）

其中Ｌ０，Ｇ，ｒｃ，Ω分别为陀螺对转动点的动量矩、重
力、质心对转动点的矢径和角速度，波浪号表示相

对转动点的主轴坐标系求导．
（１）和（２）式的数学形式完全相同，预示着两

者在概念和方法上存在对应关系［４］，这导致Ｋｉｒｃｈ
ｈｏｆｆ动力学比拟思想的产生．

２　Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺绕铅锤轴的永久转动及
其稳定性

讨论Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺的稳定性．建立惯性坐标
系Ｏ－ξηζ，Ｏ为转动定点，用 Ｃａｒｄａｎｏ角（α，β，γ）
表示连体主轴坐标系Ｏ－ｘｙｚ的姿态（图１），其中ｚ
轴通过重心Ｃ，重心离转动点的距离 ｈ＝ＯＣ．设陀
螺仅受重力矩作用，于是（２）式存在绕铅垂轴的永
久转动［１４］

αｓ＝βｓ＝０，　γｓ＝Ω０ｔ （３）

Ω０为陀螺绕铅锤轴转动的角速度．引入扰动变量
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ｘ１，ｘ２，ｘ３，定义为
ｘ１＝α－αｓ，　ｘ２＝β－βｓ，　ｘ３＝γ－γｓ （４）

图１　弹性杆截面或Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺Ｃａｒｄａｎｏ角

Ｆｉｇ．１　Ｃａｒｄａｎｏａｎｇｌｅｓｏｆｅｉｔｈｅｒａｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｅｌａｓｔｉｃｒｏｄｏｒＬａｇｒａｎｇｅｈｅａｖｙｇｙｒｏ

导出线性化扰动方程

ｘ̈１＋ａ１ｘ２－ｂ１ｘ１＝０ （５ａ）

ｘ̈２－ａ１ｘ１－ｂ１ｘ２＝０ （５ｂ）

其中ａ１＝Ａ３Ω０／Ａ１，ｂ１＝ｍｇｈ／Ａ１，这里Ａ１＝Ａ２，Ａ３依
次为陀螺关于主轴ｘ，ｙ，ｚ的转动惯量．引入复变量

ｕ＝ｘ１＋ｉｘ２，（５）式化作复数形式

ｕ̈１－ｉａ１ｕ－ｂ１ｕ＝０ （６）
特征方程为

λ－ｉａ１λ－ｂ１＝０ （７）
特征根为

λ１，２＝
ａ１± ａ

２
１－４ｂ槡 １

２ ｉ （８）

只有当ａ２１≥４ｂ１时，即

（Ａ３Ω０）
２≥４ｍｇｈＡ１ （９）

时，（８）式的特征根才是纯虚根．根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ一
次近似理论，（９）式只能是原非线性系统零解稳定
的必要条件．然而，事实上，我们可以证明它也是稳

定的充分条件［１４］．（９）式是Ｌａｇｒａｎｇｅ重陀螺直立稳

定性条件（Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ于 １８６５年导出的，被称之为
Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ条件）．

３　拉扭弹性直杆的平衡及其稳定性

讨论圆截面 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ弹性直杆的拉扭变形．

设杆两端沿轴线作用有一对反向的右力螺旋（Ｆ０，

Ｍ０），其中Ｆ０为拉力（图２）．建立惯性坐标系Ｏ－

ξηζ和横截面的主轴坐标系 Ｐ－ｘｙｚ，其中 Ｏ为定
点，Ｐ为截面形心，ｚ为截面的法向轴．也用Ｃａｒｄａｎｏ

角（α，β，γ）表示截面的姿态（图１）．设弹性杆是线
弹性的

Ｍｉ＝Ｂｉωｉ，　（ｉ＝１，２，３） （１０）

图２　受一对平衡力螺旋作用的弹性杆

Ｆｉｇ．２　Ａｎｅｌａｓｔｉｃｒｏｄａｃｔｅｄｂｙａｐａｉｒｆｏｒｃｅｓｃｒｅｗｓｉｎｂａｌａｎｃｅ

其中Ｍｉ，ωｉ分别为截面的主矩和弯扭度的主轴分

量，Ｂｉ为相应的刚度系数
［４］，Ｂ１＝Ｂ２．

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（１）存在如下特解

αｓ＝βｓ＝０，　γｓ＝ω０ｓ （１１ａ）
Ｆ１ｓ＝Ｆ２ｓ＝０，　Ｆ３ｓ＝Ｆ０ （１１ｂ）

其中ω０＝Ｍ０／Ｂ３为单位长度扭转角，Ｆｉ为截面主
矢的主轴分量．（１１）式对应着弹性杆的直线平衡
状态．引入扰动变量（４）式，导出线性化扰动方
程［３］

Ｂ１ｘ
＂
１＋Ｍ０ｘ′２－Ｆ０ｘ１＝０ （１２ａ）

Ｂ１ｘ
＂
２－Ｍ０ｘ′１－Ｆ０ｘ２＝０ （１２ｂ）

式中撇号表示对弧坐标的导数．可见，（１２）式和
（５）式数学形式完全相同．因此，引入复变量 ｕ＝ｘ１
＋ｉｘ２后也可以化作复数形式

ｕ＂－ｉａ２ｕ′－ｂ２ｕ＝０ （１３）
其中ａ２＝Ｍ０／Ｂ１，ｂ２＝Ｆ０／Ｂ１．于是，有相似的特征
方程（６）和特征根（７）式．特征根

μ１，２＝
ａ２± ａ

２
２－４ｂ槡 ２

２ ｉ （１４）

为纯虚数的条件是

ａ２２≥４ｂ２ （１５）
其有量纲形式为

Ｍ２０≥４
Ｆ０
Ｂ１

（１６）

这就是Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ条件在弹性杆力学中的体现，是
保证弹性杆在力螺旋作用下的直线平衡状态满足

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的条件．（１６）式表明拉力是 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定性的不利因素．（１６）式是 Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ于
１８８３年导出的，被称之为 Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式［１５］．这相
当于是一端固定一端自由，且在自由端作用力螺旋

时弹性杆平衡时的 Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式，扰动是对约束
的．

当弹性杆两端都存在约束时，受扰挠曲线要

４９１
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满足两端的边界条件．考虑边界条件对稳定性的
影响．引入复挠度ｗ＝ξ＋ｉη，挠曲线微分方程的一
次近似为

ｗ′＝－ｉｕ （１７）
方程（１３）的通解为

ｕ＝Ｃ１ｅμ１
ｓ＋Ｃ２ｅμ２

ｓ （１８）
代入（１７）式，导出

ｗ＝
Ｃ１
μ１
ｅμ１ｓ＋

Ｃ２
μ２
ｅμ２ｓ＋Ｃ３ （１９）

其中Ｃｊ为积分常数，由边界条件确定．两端铰支的
边界条件为

ｗ｜ｓ＝０＝ｗ｜ｓ＝Ｌ＝０ （２０ａ）
ｗ＂－ｉａ２ｗ′｜ｓ＝０＝ｗ

＂－ｉａ２ｗ′｜ｓ＝Ｌ＝０ （２０ｂ）
从（２０ｂ）导出积分常数存在非零解的条件

ｅμ１Ｌ＝ｅμ２Ｌ （２１）
解得

μ２Ｌ＝μ１Ｌ＋２ｎπｉ，　（ｎ＝０，１，２…） （２２）
最小非零解是取ｎ＝１，导出

Ｌ２（ａ２２－４ｂ２）＝４π
２ （２３）

注意到（１６）式，有

０≤
Ｍ０Ｌ
２( )ＥＩ－Ｆ０Ｌ

２

ＥＩ≤π
２ （２４）

当力螺旋中的力为压力时（２４）式为
Ｍ０Ｌ
２( )ＥＩ＋Ｆ０Ｌ

２

ＥＩ≤π
２ （２５）

此时亦为Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ所得［３］．当Ｍ０＝０时，（２５）
式给出 Ｅｕｌｅｒ载荷．从（２４）式可见，拉力是保持
Ｅｕｌｅｒ稳定的有利因素．值得指出，（１４）式的纯虚数
条件（１５）式正是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件，对于所讨
论的两端存在约束的弹性杆，只是 Ｅｕｌｅｒ稳定的必
要条件．

４　结语

在Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟中，弹性杆的 Ｅｕｌｅｒ稳
定性与重刚体的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性有区别和联系，
在一定条件下弹性杆的 Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式与 Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ
公式在Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性意义上等同，但前者在两
端铰支时的Ｅｕｌｅｒ稳定性有其特殊性，两者存在概
念上的区别，后者是前者稳定的必要条件．
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