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两项激励下石墨环氧叠层板的组合共振特性研究

任建华　吕书锋
（燕山大学建工学院　０６６００４）

摘要　对两项激励下石墨环氧叠层板的非线性特性进行了研究．根据板的非线性运动方程，应用伽辽金法

得出了矩形叠层板在两项均布简谐激励力作用下的无量纲化达芬型非线性振动微分方程，用多尺度法对层

叠板组合共振微分方程求解，得出发生组合共振的各种情形，对组合共振的稳定性进行了分析，得到稳态运

动下的幅频响应方程．代入有关参数，分析了不同参数对系统共振的影响，结果表明两项激励下层叠板表现

出较复杂的动力学特性．

关键词　正交各向异性，　组合共振，　多尺度法，　达芬方程

引 言

由于复合材料叠层板具有高比强、高比模、密

度小、抗疲劳等优异性能，且可以通过调整材料铺

层数、材料几何参数和材料厚度来适应不同的应用

条件，已经成为一类重要的工程结构元件．各向异
性层叠板在外载荷作用下呈现几何非线性，存在很

多复杂的非线性动力学特性，因此，对其进行非线

性动力学分析十分必要．ＹｅＭｉｎ、ＺｈａｎｇＷｅｉ等［１－３］

对复合材料板参数共振的分岔问题进行了研究．
ＵｄａｒＲａｔｎａｋａｒ等［４］研究了承受非均匀谐波边界载

荷叠层板的组合共振特性；杨绍普［５］毕勤胜［６］等

讨论了多频激励 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的分岔和混沌等问
题．多项激励下的系统具有更复杂的动力学行为，
但是，对这方面的研究文章还比较少．本文选取石
墨环氧复合材料制成的正交各向异性矩形叠层板

作为研究对象，对其在两项横向简谐激励作用下的

组合共振及其稳定性问题进行了分析．

１　叠层板非线性振动微分方程

假设石墨环氧复合材料矩形板为各向异性正

交叠层板，边长 ａ×ｂ，厚度 ｈ，四边简支，材料主向
与板轴一致，根据板经典理论，得到板的非线性运

动方程为：
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几何非线性下其内力－应变的关系式为
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式中，Ａｉｊ、Ｄｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，６）分别为拉伸和弯曲刚

度［２］．将满足边界条件的位移函数取为如下展开形
式：

ｗ＝ｆ（ｔ）ｓｉｎπｘａｓｉｎ
πｙ
ｂ （３）

将式（２）、式（３）代入式（１）中，并采用伽辽金法进
行积分，可得到矩形板在两项均布简谐激励力ｐｚ＝
ｐ１ｓｉｎω１ｔ＋ｐ２ｓｉｎω２ｔ作用下的无量纲化达芬型非线
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性振动微分方程：
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ｈ，ω１和ω２为激励频

率，ｅ为引进的小参数，ｇ、̈ｇ分别表示 ｇ对 ｔ的一阶
和二阶导数．

２　叠层叠板组合共振微分方程的求解

引入新自变量Ｔ０＝τ，Ｔ１＝ετ，利用多尺度法对

式（４）求解．将方程（４）的近似解表达为以下形式：
ｇ（τ；ε）＝ｇ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｇ１（Ｔ０，Ｔ１） （５）
可得到各阶近似的线性偏微分方程组

ε０＝Ｄ２０ｇ０＋ｇ０＝η３（ｐ１ｓｉｎΩ１ｔ＋ｐ２ｓｉｎΩ２ｔ） （６）
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将零次近似方程（６）的通解写为复数形式：
ｇ０＝Ａ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉＴ０）＋Λ１ｅｘｐ（ｉΩ１Ｔ０）＋
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为前面项的共轭项．将（８）代入方程（７）得：
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式中，“′”表示 Ａ对 τ的一阶导数．可知，在激励频
率Ω２＞Ω１的情况下，发生组合振的情形有：１≈Ω２

±２Ω１，１≈２Ω２±Ω１，或２Ω１－Ω２，１≈
１
２（Ω２±Ω１）．

由于篇幅限制，本文１≈Ω２±２Ω１情况下的组合共
振进行分析，其他情况类似．为此，引入调谐参数
σ，并令：１≈２Ω２＋Ω１－εσ得到：
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ａγ′＝（σ－η２Γ１）ａ－
３
８η２ａ

３－η２Γ２ｃｏｓγ （１１）

式中，Γ１＝
３
４η

２
３［ｐ

２
１（１－Ω

２
１）

－２＋ｐ２２（１－Ω
２
２）

－２］，Γ２

＝３８η
３
３ｐ１ｐ

２
２（１－Ω

２
１）

－１（１－Ω２２）
－２］，γ＝σＴ１－β．

对于稳态运动情况，有ａ′＝γ′＝０，最终得到幅
频响应方程：
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式中，η′１＝δ／ｍω０，η′２＝γｈ

２／ω２０．

３　叠层叠板组合共振的稳定性

设，ａ＝ａ０＋ａ１，γ＝γ０＋γ１ （１３）

ａ０、γ０为稳态运动下的稳态解，ａ１、γ１为小的
摄动量．将式（１３）代入式（１０）（１１）中，对小的 ａ１
和γ１值进行泰勒展开，并考虑到 ａ０和 γ０关于式
（１１）满足ａ′＝γ′＝０的条件，则在保留线性项的情
况下可得如下关于ａ１和γ１的线性近似系统：
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（１４ｂ）
根据李雅普诺夫稳定性近似理论，通过式

（１４）的雅可比矩阵形式可得到如下关于 λ特征方
程

λ２＋ｃ１λ＋ｃ２＝０ （１５）

式 中，ｃ１ ＝η１，ｃ２ ＝
η２１
４ ＋（σ －η２Γ１）
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３（σ－η２Γ１）η２ａ
２
０
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４
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判据，得到η１＞０下稳态解稳定的充要条件为：
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（１６）
重复上面的推导过程，可以发现：当两个激励频率

的关系为１≈２Ω２－Ω１时，得出的结果与１≈２Ω２＋

Ω１情况下是相同的．

４　石墨环氧叠层叠板共振特性分析

选取长为ａ＝０．３ｍ，宽为ｂ＝０．２ｍ的正交各向
异性矩形叠层板（三层铺设）为研究对象，材料取

石墨环氧 Ｔ３００－５２０８，在给定参数下，通过数值计
算，得到了下面反映组合共振特性的曲线图，图１
分别给出了不同调协参数和不同激励作用下的相

图和频谱图，两个激励频率的比值，ω２／ω１≈１．２，δ

＝１００Ｎ·ｓ／ｍ．在激励为Ｐ１＝５００Ｎ／ｍ
２，Ｐ２＝５００Ｎ／ｍ

２，

图１　不同调协参数下的相图和频谱图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｈａｓｅｃｈａｒｔａｎｄｓｐｅｃｔｒｕｍｐｌｏｔｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｒｕｎｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

εσ＝０．０１的情况下，相图中的曲线呈现为有界环

内的往复运动特征，系统做概周期运动，见图１（ａ）．

随着激励幅值的增大，当 Ｐ１＝３０００Ｎ／ｍ
２，Ｐ２＝

５０００Ｎ／ｍ２，εσ＝０．１，和 Ｐ１ ＝５０００Ｎ／ｍ
２，Ｐ２ ＝

３０００Ｎ／ｍ２，εσ＝０．１时，系统已由概周期运动变为

复杂的多倍周期运动（图 １ｂ、ｃ）．当 Ｐ１＝５０００Ｎ／

ｍ２，Ｐ２＝５０００Ｎ／ｍ
２，εσ＝０．０５时，相图表现为典型

的三环相套特征，系统做稳定的倍周期运动（图

１ｄ）．当 Ｐ１＝８０００Ｎ／ｍ
２，Ｐ２＝８０００Ｎ／ｍ

２，ωσ＝０．１５
时（１ｆ），系统的运动形式变得越来越复杂，频谱图
已经开始出现连续，表现出混沌运动的特征，系统

由倍周期运动诱发混沌振动．
图２给出了正交各向异性叠层板在不同参数

影响下的幅频曲线图．由图可见，当激励频率接近
固有频率时系统的幅值急剧增大，呈现出硬特性，

而且存在多值和跳跃现象．由图 ａ可以看出，随着
板厚度的减小，共振区域将逐渐变宽，并且伴随有

跳跃现象．而对应相同的频率，且共振都被激发的
条件下，稳定解的数值随板厚度的减小有增有减．
随着线性阻尼系数的增大（图 ｂ），共振区域逐渐变
窄，而对应相同的频率，且共振都被激发的条件下，

稳定解的数值随阻尼系数的增大有所下降．图ｃ是

在激励幅值Ｐ１固定的情况下，观察Ｐ２的改变对系

统稳定性的影响．可以看出，随着 Ｐ２的增加，共振

区域将逐渐变宽．图 ｄ是通过改变 Ｐ１的值，观察

Ｐ１对系统振动特性的影响，可以看出，在增加 Ｐ１

４７１
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的情况下，系统的振动特性与改变Ｐ２的情况类似．
图ｅ反映了在其它条件相同的情况下，叠层板层数
的变化对振幅的影响，由图可见，当频率调节参数

小于某一值ｓ时，层数的增加不一定能减小系统的
振动幅值．

图２　振幅－调谐参数曲线图

Ｆｉｇ．２　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｄｅｔｕｎｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｃｕｒｖｅｓ

图３　动相平面相轨迹图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｉｎｍｏｖｉｎｇｐｈａｓｅｐｌａｎｅ

与图２对应，图３绘制了相应的动相平面的
相轨迹图，图３（ａ）描述的是其它条件相同的情况
下，通过改变初始位置而得到的相轨迹，对应于图

２（ｂ）中 δ＝１００Ｎ·ｓ／ｍ，εσ＝０．１５的情况，呈现的
三个奇点中，Ｓ１（ａ＝０．０４）和 Ｓ３（ａ＝０．３８）为稳定
焦点，Ｓ２（ａ＝０．３５）为鞍点．图３（ｂ）对应图２（ａ），
它反映了当其他条件不变而改变板厚的时候，系统

稳定位置的改变情况，初始位置 ａ＝０．０２，γ＝０．对
应的三个奇点中，Ｓ１（ｈ＝３．６ｍｍ）、Ｓ２（ｈ＝３．７ｍｍ）
和Ｓ３（ｈ＝３．８ｍｍ）均为稳定焦点，这说明即使从相
同的位置出发，系统也会伴随某一参数的改变而处

于不同的稳定状态．两幅图形都能与幅频图很好的
吻合，同时都能够体现出过鞍点的分隔线为边界所

划分的奇点Ｓ１和Ｓ３的吸引域（图ａ）．

５　结论

通过对两项激励下石墨环氧叠层板组合共振

问题的分析，得到了共振激发时的幅频方程和共振

解的稳定性条件，讨论了激励频率和幅值等参数的

选取均对板的共振现象的激发和振动形式均有不

同程度的影响，随着参数进一步的改变，将发生发

生动态分岔，同时出现不稳定解，系统表现为复杂

的动力学行为 ．
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