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内共振关系对弹簧摆动力学行为的影响

李欣业１　张华彪２　贺丽娟３　张丽娟１
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摘要　基于数值方法，以弹簧摆为对象，讨论了不同的内共振关系对一类平方、立方非线性系统动力学行为

的影响．结果表明，对１：１内共振的情况，两个模态的振动均可能发生在偏离原来平衡位置的新的平衡位置

附近，即出现平衡位置飘移的现象．能量可以从低阶（摆动）模态传递到高阶（呼吸）模态，但不能从高阶（呼

吸）模态传递到低阶（摆动）模态．然而对１：３内共振的情况，这种能量在两个模态之间的传递却非常弱．从

仿真结果来看，对１：１和１：３内共振的情况，等幅的周期解是稳定的；但对１：２内共振的情况，出现的是调幅

的周期运动即拍振，且拍频与初始条件有关．

关键词　弹簧摆，　内共振，　能量传递，　稳定性

引 言

弹簧摆作为一个典型的两自由度系统，在许

多关于非线性振动的专著中都有所论述，它既可以

看成是单摆的推广也可以看成是单自由度弹簧 －
质量系统的推广．由于我们对此两类单自由度系统
的固有频率的概念非常熟悉，所以弹簧摆特别适合

于说明非线性振动系统中的内共振以及由此引起

的其他动力学现象［１－４］．事实上，弹簧摆的非线性

动力学问题一直是人们的研究兴趣．张耀辰等［５］用

多尺度法研究了弹簧摆的悬挂点作简谐运动时，１：
２内共振平方非线性模型的主共振和主参数共振
响应．李银山等［６］用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法研究了平方、立

方非线性模型弹簧摆的混沌运动．石玉仁等［７］直接

对原微分方程（非线性项不作泰勒展开）进行数值

计算，研究了受迫阻尼弹簧摆由倍周期分岔产生的

混沌运动．萧寒等［８］用多尺度法研究了在单频激励

下，１：２内共振平方非线性模型弹簧摆主共振响应
的鞍结分岔控制问题．郑建龙等［９］用谐波平衡法和

数值方法研究了平方非线性模型弹簧摆的内共振

现象．在文献［１０］中，Ｌｅｅ等利用谐波平衡法研究
了１：２内共振平方非线性模型弹簧摆在简谐激励
下主共振响应的全局吸引域．在文献［１１，１２］中，
他们利用多尺度法研究了１：２内共振平方、立方非

线性模型弹簧摆在简谐激励下主共振响应的二阶

近似和三阶近似解的混沌运动．ｖａｎｄｅｒＷｅｅｌｅ
等［１３］以摆动模态和呼吸模态的频率比以及系统能

量与最小能量的比为控制参数讨论了１：２内共振
弹簧的混沌运动．Ｚａｋｉ等［１４］利用数值方法讨论了

简谐激励下弹簧摆非主共振响应的分岔和通向混

沌的道路．Ｅｉｓｓａ等［１５］用多尺度法讨论了五阶非线

性模型弹簧摆在两个模态都受到简谐激励时主共

振、亚谐共振、超谐共振、组合共振响应的四阶近似

解．ＡｒｉａＡｌａｓｔｙ等［１６］用多尺度法研究了１：２内共振
弹簧摆在简谐激励下主共振响应的混沌运动．Ａ
ｍｅｒ等［１７］用多尺度法研究了１：２内共振弹簧摆支
点沿圆形轨道运动时简谐激励主共振响应的混沌

运动．Ｇｉｔｔｅｒｍａｎ等［１８］用多尺度法讨论了悬挂点作

简谐运动时四阶非线性模型弹簧摆的四阶近似解．
就弹簧摆的微幅振动而言，非线性项保留到四

阶乃至五阶显然是不必要的．但若只保留平方非线
性项而忽略立方非线性项，则只需考虑１：２而无法
考虑１：１和１：３内共振关系．因此，本文对运动微
分方程中的平方非线性项和立方非线性项同时保

留，重点考虑不同形式的可能内共振关系对系统动

力学行为的影响．

１　数学模型

为方便，分别用广义坐标 ｘ１和 ｘ２代表小球沿
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弹簧轴向的位移和绕悬挂点摆动的角位移，此时弹

簧摆的运动微分方程为［１］
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其中ｌ＝ｌ０＋ｍｇ／ｋ，ｍ、ｋ和ｌ０分别代表小球的质量、
弹簧的刚度和原长．

将ｃｏｓｘ２，ｓｉｎｘ２和１／（ｌ＋ｘ１）分别作台劳展开，
并保留到三次项，方程（１）化简为
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１，当它们相互可有理通约或

接近可有理通约时，就可能产生内共振．
显然，控制微分方程（４）中耦合项都是以非线

性项的形式出现的，且各非线性项的系数无论是与

ω２１还是ω
２
２相比，均不是小量．期待利用适于弱非

线性系统的各种近似解析方法会遇到很大麻烦，因

此这里采用数值分析的方法．

２　仿真分析

由于没考虑阻尼的作用，所以系统受到初始激

励后一定会偏离原来的平衡位置而产生周期运动，

即原平衡位置一定是不稳定的．我们关心的是在不

同的内共振关系下，不同的初始扰动会引发系统产

生什么样的运动．下面的仿真分析结果是利用
ＭＡＴＬＡＢ中的ＯＤＥ指令得到的．由于初始的位移
扰动比速度扰动更容易实现和量化，所以以下数值

分析的结果都是针对初始的位移扰动给出的．
２．１　１：１内共振的情况

图１－６对应着六种不同的初始扰动，其中前
四种对应着两个模态都被激发，后两种对应着只激

发其中的一个模态．从图１和２可以看出，两个模

图１　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１５，０．１５，０，０）

时的时间历程

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１５，０．１５，０，０）

图２　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１５，－０．１５，０，０）

时的时间历程

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１５，－０．１５，０，０）

图３　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．２，－０．１，０，０）

时的时间历程

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．２，－０．１，０，０）

３５１
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态的振动都偏离了原来的平衡位置，并且都偏向了

广义坐标正方向的一侧．虽然扰动的绝对值是一样
的，但两个模态振动的峰峰值却相差很多．从图３
和４可以看出，呼吸模态的振动基本上仍是在原平
衡位置附近，只是摆动模态显著地偏向了广义坐标

负方向的一侧．从图５和６可以看出，只激发呼吸
模态，不会发生能量的传递从而诱发摆动模态的振

动；但只激发摆动模态，却会由于能量的传递而诱

发呼吸模态的振动，但此时能量的传递较弱．

图４　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．２，０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．２，０．１，０，０）

图５　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１５，０，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１５，０，０，０）

图６　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１５，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１５，０，０）

２．２　１：２内共振的情况
图７－１１是１：２内共振情况下，只激发摆动模

态时对应的时间历程，显见这种能量的传递是非常

图７　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１，０，０）

图８　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１５，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１５，０，０）

图９　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．２，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．２，０，０）

图１０　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．２５，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１０　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．２５，０，０）

剧烈的的．由于能量不断在两个模态之间传递，所
以两个模态的振动都是调幅的，即俗称的拍振．但
拍的频率却与扰动的强度有关，扰动越强，拍频越

高．图１２说明，在１：２内共振情况下，只激发呼吸

４５１
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模态，仍不会发生能量的传递从而诱发摆动模态的

振动．图１３－１６说明，两个模态都受到同样的激
发，振动能量仍是在两个模态之间不断地交换．

图１１　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．３，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．３，０，０）

图１２　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０，０，０）

图１３　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０．１，０，０）

图１４　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，－０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，－０．１，０，０）

图１５　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，－０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，－０．１，０，０）

图１６　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，０．１，０，０）

２．３　１：３内共振的情况
图１７－２２是１：３内共振情况下，不同初始扰

动对应的时间历程曲线．图１７和１８表明，只激发

图１７　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０，０，０）

图１８　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０，０．１，０，０）
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图１９　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．１９　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，０．１，０，０）

图２０　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，－０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．２０　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，－０．１，０，０）

图２１　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，－０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．２１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（－０．１，－０．１，０，０）

图２２　初始扰动为（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０．１，０，０）时的时间历程

Ｆｉｇ．２２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ（ｘ１０，ｘ２０，ｘ１０，ｘ２０）＝（０．１，０．１，０，０）

呼吸模态，仍不会发生能量的传递从而诱发摆动模

态的振动．与前两种情况相反，只激发摆动模态时，
能量的传递也是非常微弱的．与１：２内共振的情况

不同，两个模态都被激发时，能量传递的结果不是

导致调幅运动，而是两个模态都保持等幅运动．与
１：１内共振的情况相反，只有摆动模态的振动有平
衡位置的偏离，但偏离很小．

３　讨论与结论

对弹簧摆的运动微分方程保留到三次非线性

项，利用数值方法讨论了内共振关系对其动力学行

为的影响，得到了如下结论．对１：１内共振的情况，
两个模态的振动均可能发生在偏离原来平衡位置

的新的平衡位置附近，即出现平衡位置飘移的现

象．能量不能从高阶（呼吸）模态传递到低阶（摆
动）模态，但可以从低阶（摆动）模态传递到高阶

（呼吸）模态；但对１：３内共振的情况，这种能量在
两个模态之间的传递却非常弱．对１：１和１：３内共
振的情况，能量在两个模态之间的传递导致的是等

幅的周期振动．但对１：２内共振的情况，出现的却
是调幅的周期运动即拍振．初始条件对拍频有重要
影响，初始激励越小，拍频越低；初始激励越大，拍

频越高．
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