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非线性演化方程的新 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解

杨先林１　唐驾时２

（１．湖南广播电视大学理工教学部，长沙　４１０００４）（２．湖南大学机械与运载工程学院，长沙　４１００８２）

摘要　基于ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程的椭圆函数解，构造新的试探解来扩展ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法．利用该方法研

究了ＫｄＶｍＫｄＶ方程，双ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程和ＢＢＭ方程，获得了这些方程的新 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解．该方法也

能用来求解其他数学物理中的非线性演化方程．

关键词　ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法，　Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数，　ＫｄＶｍＫｄＶ方程，　双 ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程，　ＢＢＭ方

程

引 言

在非线性问题中，寻找非线性演化方程的精确

解占有很重要的地位．至今已发展了许多比较成熟
的求解方法，如反散射方法［１］，Ｂａｃｋｌｕｎｄ变换［２］，

Ｄａｒｂｏｕｘ变换［３］，齐次平衡法［４］，形变映射法［５］，

双曲正切函数展开法［６］，扩展的双曲正切函数展开

法［７］，Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法［８］，扩展的 Ｊａｃｏｂｉ椭
圆函数展开法［９］和辅助方程法［１０１３］等．最近，基于
ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程，文献［１４］提出了一个 ｓｉｎｈＧｏｒ
ｄｏｎ方程展开法，并用它来构造非线性演化方程的
Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解．利用如下行波变换

ｕ＝ｕ（ξ），ξ＝ｋ（ｘ－λｔ） （１）
则ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程

２
ｘｔ
＝αｓｉｎｈ（α为常数） （２）

被简化为一常微分方程，

ｄ２
ｄξ２
＝－αｋλ

ｓｉｎｈ （３）

式中 ｋ和λ分别是波数和波速．对式（３）积分得

（
ｄ
ｄξ
１
２）

２＝－αｋλ
ｓｉｎｈ２（１２）＋ａ （４）

令＝２ω，－αｋλ
＝１，取积分常数 ａ＝１－ｍ２，ｍ是

Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数的模数．则式（４）变为

（
ｄω
ｄξ
）２＝ｓｉｎｈ２ω＋１－ｍ２

或　　ｄωｄξ
＝ ｓｉｎｈ２ω＋１－ｍ槡

２ （５）

求解方程（５），得到的Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解为
ｓｉｎｈω（ξ）＝ｃｓ（ξ，ｍ）

或　　ｃｏｓｈω（ξ）＝ｎｓ（ξ，ｍ） （６）
再利用如下变换

ｕ（ξ）＝ａ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓｈｉ－１ω（ξ）［ａｉｓｉｎｈω（ξ）＋

　　ｂｉｃｏｓｈω（ξ）］ （７）
就构造出了ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法．本文中，我们

令＝２ω，－αｋλ
＝１－ｍ２，取积分常数 ａ＝１，则式

（４）变为

（
ｄω
ｄξ
）２＝（１－ｍ２）ｓｉｎｈ２ω＋１

或　　ｄωｄξ
＝ （１－ｍ２）ｓｉｎｈω（ξ）＋槡 １ （８）

求解方程（８），得到的Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解为
ｓｉｎｈω（ξ）＝ｓｃ（ξ，ｍ）

或　　ｃｏｓｈω（ξ）＝ｎｃ（ξ，ｍ） （９）
下面我们将利用方程（８）及其解（９），并对变换（７）
稍加改变来扩展 ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法，然后用
该方法求解几个非线性演化方程的行波解．

１　扩展的ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法

下面依据ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法的基本思路
给出扩展的ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法的一般步骤：

步骤１．考虑如下具有三个独立变量ｘ，ｙ，ｔ的
非线性演化方程

Ｆ（ｕ，ｕｘ，ｕｙ，ｕｔ，ｕｘｘ，ｕｘｙ，ｕｘｔ，ｕｙｙ，ｕｙｔ，ｕｔｔ，…）（１０）
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利用行波变换

ｕ＝ｕ（ξ），　ξ＝ｋ（ｘ＋ｌｙ－λｔ） （１１）
这里ｋ，ｌ和λ是待定常数．方程（１０）被简化为非线
性常微分方程

Ｈ（ｕ，ｕ′，ｕ＂，ｕ＂，…）＝０ （１２）
这里ｕ′表示 ｄｕ／ｄξ．

步骤２．假设方程（１２）具有如下形式的解

ｕ（ξ）＝Ａ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
［Ａｉｓｉｎｈωξ＋Ｂｉｃｏｓｈω（ξ）］

ｉ（１３）

式中Ａ０，Ａｉ，Ｂｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是待定常数，新的变
量ω（ξ）满足方程（８）．依据式（８）和（１３），我们定
义ｕ（ξ）的次数为Ｄ［ｕ（ξ）］＝ｎ，则其他表达式的
次数为：

Ｄ［ｄαｕ／ｄξα］＝ｎ＋α，

Ｄ［ｕβ（ｄαｕ／ｄξα）ｑ］＝ｎβ＋（ｎ＋α）ｑ

因此通过平衡方程（１２）中最高阶导数项和非线性
项，可以确定（１３）式中参数 ｎ的值．如果参数 ｎ不
是一个正整数，则需要作变换ｕ＝ｖｎ．

步骤３．把式（１３）和方程（８）代入式（１２）得一

ω′ｓ（ξ）ｓｉｎｈｉω（ξ）ｃｏｓｈｊω（ξ）（ｓ＝０，１，ｉ＝０，１；ｊ＝０，

１，２，…）的多项式方程．然后令 ω′ｓ（ξ）ｓｉｎｈｉω（ξ）

ｃｏｓｈｊω（ξ）的系数为零得到一个关于 ｋ，ｌ，λ，Ａ０，Ａｉ，

Ｂｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的非线性代数方程组．再借助符
号计算软件Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求解这个非线性代数方程
组可以获得ｋ，ｌ，λ，Ａ０，Ａｉ，Ｂｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的显示
表达式．

步骤４．利用上一步所获得的结果以及方程
（８）的解（９），可以得到非线性演化方程（１０）的Ｊａ
ｃｏｂｉ椭圆函数解．当Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数的模数，Ｊａｃｏｂｉ
椭圆函数解退化成三角函数解．

２　应用

下面我们利用扩展的 ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法
来求解几个非线性演化方程．

２．１　ＫｄＶｍＫｄＶ方程
ＫｄＶｍＫｄＶ方程为

ｕｔ＋（α＋βｕ）ｕｕｘ＋ｕｘｘｘ＝０ （１４）
对方程（１４）作行波变换

ｕ＝ｕ（ξ），　ξ＝ｋ（ｘ－λｔ） （１５）
式中ｋ和λ分别是波数和波速．则方程（１４）化为

ｋ２ｕ＂＋１３βｕ
３＋１２αｕ

２－λｕ－ｃ＝０ （１６）

式中ｃ为积分常数．平衡方程（１６）中的最高阶导数
项ｕ＂和非线性项ｕ３可得式（１３）中的ｎ＝１，由此可
假设方程（１６）具有如下形式的解

ｕ（ξ）＝Ａ０＋Ａ１ｓｉｎｈω（ξ）＋Ｂ１ｃｏｓｈω（ξ） （１７）
式中Ａ０，Ａ１，Ｂ１是待定常数，并且变量ω（ξ）满足方
程（８）．把方程（１７），（８）代入方程（１６）得到关于

ω′ｓ（ξ）ｓｉｎｈｉω（ξ）ｃｏｓｈｊω（ξ）（ｓ＝０，１，ｉ＝０，１；ｊ＝０，
１，２，…）的多项式方程．然后令 ω′ｓ（ξ）ｓｉｎｈｉω（ξ）
ｃｏｓｈｊω（ξ）的系数为零得到一关于 ｋ，λ，Ａ０，Ａ１，Ｂ１
的非线性代数方程组．再借助符号计算软件 Ｍａｔｈ
ｅｍａｔｉｃａ求解该非线性代数方程组，获得的解为：

（１）Ａ０＝
－α
２β
，Ａ１＝±

３（４λβ＋α２）（－１＋ｍ２）
２β２（２－ｍ２槡 ）

，

Ｂ１＝０，ｋ＝±
４λβ＋α２

４β（２－ｍ２槡 ）
，ｃ＝α

３＋６αβλ
１２β２

； （１８）

（２）Ａ０＝
－α
２β
，Ｂ１＝±

３（４λβ＋α２）（－１＋ｍ２）
２β２（２ｍ２－１槡 ）

，

Ａ１＝０，ｋ＝±
４λβ＋α２

４β（２ｍ２－１槡 ）
，ｃ＝α

３＋６αβλ
１２β２

； （１９）

（３）Ａ０＝
－α
２β
，Ａ１＝±

３（４λβ＋α２）（－１＋ｍ２）
４β２（１＋ｍ２槡 ）

，

ｋ＝± ４λβ＋α２

４β（２ｍ２－１槡 ）
，ｃ＝α

３＋６αβλ
１２β２

，Ａ２１＝Ｂ
２
１．（２０）

利用上述结果以及式（１７）和方程（８）的解（９），可
以得到ＫｄＶｍＫｄＶ方程（１４）如下 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数
解．

ｕ１（ｘ，ｔ）＝
－α
２β
±３（４λβ＋α

２）（－１＋ｍ２）
２β２（２－ｍ２槡 ）

ｓｃ（ξ，ｍ）

（２１）

式中ξ＝± ４λβ＋α２

４β（２－ｍ２槡 ）
（ｘ－λｔ）

ｕ２（ｘ，ｔ）＝
－α
２β
±３（４λβ＋α

２）（－１＋ｍ２）
２β２（２ｍ２－１槡 ）

ｎｃ（ξ，ｍ）

（２２）
式中

ｕ３（ｘ，ｔ）＝
－α
２β
±３（４λβ＋α

２）（－１＋ｍ２）
４β２（１＋ｍ２槡 ）

（ｓｃ（ξ，ｍ）＋

　　ｎｃ（ξ，ｍ）） （２３）

式中ξ＝± ４λβ＋α２

２β（１＋ｍ２槡 ）
（ｘ－λｔ）

由于当ｍ→０时，ｓｃ（ξ，ｍ）→ｔａｎξ，ｎｃ（ξ，ｍ）→ｓｅｃξ，
所以ＫｄＶｍＫｄＶ方程（１４）的 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解退

８４１
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化为如下三角函数解．

ｕ４（ｘ，ｔ）＝
－α
２β
± －３（４λβ＋α２）

４β槡 ２ ｔａｎξ， （２４）

式中ξ＝± ４λβ＋α
２

８槡 β
（ｘ－λｔ）

ｕ５（ｘ，ｔ）＝
－α
２β
± －３（４λβ＋α２）

－２β槡 ２ ｓｅｃξ， （２５）

式中ξ＝± ４λβ＋α
２

－４槡 β
（ｘ－λｔ）

ｕ６（ｘ，ｔ）＝
－α
２β
± －３（４λβ＋α２）

４β槡 ２ （ｔａｎξ＋ｓｅｃξ），（２６）

式中ξ＝± ４λβ＋α
２

２槡 β
（ｘ－λｔ）．

２．２　双ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程
双ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程为
ｕｘｔ＝αｓｉｎｕ＋βｓｉｎ２ｕ （２７）
为了求解该方程，引入变换

ｕ＝２ａｒｃｔａｎｖ，或ｖ＝ｔａｎｕ２， （２８）

从而有

ｓｉｎｕ＝ ２ｖ
１＋ｖ２

，ｓｉｎ２ｕ＝４ｖ（１－ｖ
２）

（１＋ｖ２）２
，

ｕｘｔ＝
２
１＋ｖ２

ｖｘｔ－
４ｖ

（１＋ｖ２）２
ｖｘｖｔ （２９）

把式（２９）代入方程（２７）得
（１＋ｖ２）ｖｘｔ－２ｖｖｘｖｔ－（α＋２β）ｖ－

　　（α－２β）ｖ３＝０ （３０）
作行波变换

ｖ＝ｖ（ξ），ξ＝ｋ（ｘ－λｔ） （３１）
式中ｋ和λ分别是波数和波速，方程（３０）变为

ｋ２λ（１＋ｖ２）ｖ＂－２ｋ２λｖｖ′２＋（α＋２β）ｖ＋
　　（α－２β）ｖ３＝０ （３２）

平衡方程（３２）中的最高阶导数项 ｖ＂和非线性项 ｖ３

可得式（１３）中的ｎ＝１，可假设方程（３２）具有如下
形式的解

ｖ（ξ）＝Ａ０＋Ａ１ｓｉｎｈω（ξ）＋Ｂ１ｃｏｓｈω（ξ） （３３）
式中Ａ０，Ａ１，Ｂ１是待定常数，并且变量ω（ξ）满足方
程（８）．同理依据步骤３求得非线性代数方程组的
解如下：

（１）Ａ０＝０，Ａ１＝０，

Ｂ１＝±
（１－２ｍ２）α± α２－１６ｍ２（１－ｍ２）β槡

２

２ｍ２（α－２β槡 ）
，

λ＝２β（１－２ｍ
２）± α２－１６ｍ２（１－ｍ２）β槡

２

ｋ２
，ｍ≠０（３４）

（２）Ａ０＝０，Ｂ１＝０，

Ａ１＝±
（２－ｍ２）α± ｍ４α２＋１６β２（１－ｍ２槡 ）

２α－４槡 β
，

λ＝－２β（２－ｍ
２）± ｍ４α２＋１６β２（１－ｍ２槡 ）

ｍ４ｋ２
，ｍ≠０

（３５）

　　（３）Ａ０＝０，Ａ１＝±
－（１＋ｍ２）α±２ β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡 ）

（－１＋ｍ２）（α－２β槡 ）
，

Ｂ１＝±
β＋ｍ４β± β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡 ）＋ｍ２（－２α－２β± β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡 ））

（１－ｍ２）（１＋ｍ２）β± β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡槡 ）

λ＝－（１＋ｍ
２）β± β２＋１ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡 ）

ｍ４ｋ２
，ｍ≠１，ｍ≠０ （３６）

利用上述结果以及式（３３）和方程（８）的解（９），可
以得到双ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程（２７）如下 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函
数解．

ｕ１（ｘ，ｔ）＝

２ａｒｃｔａｎ［± （１－２ｍ
２）α± α２－１６ｍ２（１－ｍ２）β槡

２

２ｍ２（α－２β槡 ）
ｎｃ（ξ，ｍ）］

（３７）

式中ξ＝ｋ（ｘ－２β（１－２ｍ
２）± α２－１６ｍ２（１－ｍ２）β槡

２

ｋ２
）；

ｕ２（ｘ，ｔ）＝

２ａｒｃｔａｎ［± （２－ｍ
２）α± Ｍ４α２＋１６β２（１－ｍ２槡 ）

２α－４槡 β
ｓｃ（ξ，ｍ）］

（３８）

式中ξ＝ｋ（ｘ－－２β（２－ｍ
２）± ｍ４α２＋１６β２（１－ｍ２槡 ）

ｍ４ｋ２
）；

ｕ３（ｘ，ｔ）＝２ａｒｃｔａｎ［Ａ１ｓｃ（ξ，ｍ）＋Ｂ１ｎｃ（ξ，ｍ）］

（３９）

式中Ａ１＝±
－（１＋ｍ２）α±２ β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡 ）

（－１＋ｍ２）（α－２β槡 ）
，

９４１
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　　Ｂ１＝±
β＋ｍ４β± β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡 ）＋ｍ２（－２α－２β± β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡 ））

（１－ｍ２）（１＋ｍ２）β± β２＋ｍ４β２＋ｍ２（α２－２β２槡槡 ）

２．３　ＢＢＭ方程
ＢｅｎｊａｍｉｎＢｏｎａＭａｈｏｎｅｙ（ＢＢＭ）方程为

ｕｔ＋αｕｘ＋βｕｕｘ－γｕｘｘｔ＝０ （４０）

作行波变换

ｕ＝ｕ（ξ），　ξ＝ｋ（ｘ－λｔ） （４１）
式中ｋ和λ分别是波数和波速，方程（４０）变为

ｃ＋（αλ）ｕ＋１２βｕ
２＋ｋ２λγｕ＂＝０ （４２）

式中ｃ为积分常数．平衡方程（４２）中的最高阶导数

项ｕ＂和非线性项ｕ２可得式（１３）中的ｎ＝２，由此可

假设方程（４２）具有如下形式的解

ｕ（ξ）＝Ａ０＋Ａ１ｓｉｎｈω（ξ）＋Ｂ１ｃｏｓｈω（ξ）＋

（Ａ２ｓｉｎｈω（ξ）＋Ｂ２ｃｏｓｈω（ξ））
２ （４３）

式中Ａｉ，Ｂｊ（ｉ＝０，１，２，ｊ＝１，２）是待定常数，并且变

量ω（ξ）满足方程（８）．同理依据步骤３求得非线
性代数方程组的解如下

Ａ０＝
－α＋λ－２ｋ２λγ－２ｋ２ｍ２λγ

β
，Ａ１＝０，

Ａ２＝±
３ｋ２（－１＋ｍ２）λγ
槡 β

，Ｂ１＝０，

Ｂ２＝±
３ｋ２（－１＋ｍ２）λγ
槡 β

，

ｃ＝α
２－２αλ－λ２（－１＋ｋ４（１＋１４ｍ２＋ｍ４）γ２）

２β
（４４）

利用该结果以及式（４３）和方程（８）的解（９），可以
得到ＢＢＭ方程（４０）如下Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解

ｕ（ｘ，ｔ）＝－α＋λ－２ｋ
２λγ－２ｋ２ｍ２λγ
β

＋

　３ｋ
２（－１＋ｍ２）λγ

β
（ｓｃ（ξ，ｍ）＋ｎｃ（ξ，ｍ））２

（４５）

由于当ｍ→０时，ｓｃ（ξ，ｍ）→ｔａｎξ，ｎｃ（ξ，ｍ）→ｓｅｃξ，
所以ＢＢＭ方程（４０）的Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解退化为如
下三角函数解

ｕ（ｘ，ｔ）＝－α＋λ－２ｋ
２λγ

β
＋

　－３ｋ
２λγ
β

（ｔａｎξ＋ｓｅｃξ）２ （４６）

方程（４２）中的积分常数为：

ｃ＝α
２－２αλ－λ２（－１＋ｋ４γ２）

２β
．

３　结论

本文基于 ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程和变换（１３）对
ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法进行了扩展，并应用它获得
了ＫｄＶｍＫｄＶ方程，双ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程和 ＢＢＭ方
程的Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解．不难看出，该方法只能求
解非线性演化方程的行波解，可以对该方法进一步

扩展，使之能寻找非线性演化方程的非行波解．
令ξ→Ψ（ｘ，ｙ，ｔ），则方程（８）变为
ｄω（Ψ（ｘ，ｙ，ｔ））
ｄΨ（ｘ，ｙ，ｔ）

＝

　 （１－ｍ２）ｓｉｎｈ２ω（Ψ（ｘ，ｙ，ｔ））＋槡 １ （４７）
式中Ψ（ｘ，ｙ，ｔ）是 ｘ，ｙ，ｔ的光滑函数．方程（４７）具
有形如（９）式的 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解，只需把（９）式
中的ξ用Ψ（ｘ，ｙ，ｔ）替代即可．对于给定的非线性
演化方程（１０），可以假设它具有如下形式的解

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ａ０（ｘ，ｙ，ｔ）＋

　∑
ｎ

ｉ＝１
［Ａｉ（ｘ，ｙ，ｔ）ｓｉｎｈω（Ψ（ｘ，ｙ，ｔ））＋

　Ｂｉ（ｘ，ｙ，ｔ）ｃｏｓｈω（Ψ（ｘ，ｙ，ｔ））］
ｉ （４８）

类似于扩展的ｓｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程展开法的一般
步骤，可以获得非线性演化方程的非行波解．该方
法的应用，我们将另文给出．
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