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带强迫项的变系数 ＫｄＶ方程的多孤立波解及其应用

韩元春　那仁满都拉　额尔敦仓
（内蒙古民族大学物理与电子信息学院，通辽　０２８０４３）

摘要　本文利用改进的齐次平衡法，首先得到了带强迫项的变系数ＫｄＶ方程的多孤立波解，然后借助此解

得到了强迫ＫｄＶ方程的多孤立波解．最后作为应用例子，利用图形分析方法分析了Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互作

用，指出了影响Ｒｏｓｓｂｙ孤立波相对幅度、相位、传播方向及平衡位置的主要原因．
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引 言

Ｋｏｒｔｅｗｅｇ－ｄｅＶｒｉｅｓ（ＫｄＶ）方程是应用科学领
域中的一类非常重要的非线性演化方程．该方程可
用于描述不变深度浅水中表面波的传播、均匀等离

子体中离子声波的传播等不同领域的各种现象［１］．
但常系数ＫｄＶ方程描述的都是比较理想的情况．
人们研究发现，描述更一般情况的 ＫｄＶ方程应该
是变系数ＫｄＶ方程．比如，人们研究缓变深度浅水
中表面波的传播问题时得到如下变系数 ＫｄＶ方
程［２］．

ｕｔ＋α（ｔ）ｕｕｘ＋β（ｔ）ｕｘｘｘ＝０ （１）

在研究非均匀等离子体中离子声波传播［３］以及其

他问题的研究中也都得到了该方程．文［４－６］从
不同的角度对该方程进行了多方面的研究．为了使
变系数方程（１）更具有普遍性，人们把它推广成如
下带强迫项的变系数ＫｄＶ方程

ｕｔ＋α（ｔ）ｕｕｘ＋β（ｔ）ｕｘｘｘ＝Ｒ（ｔ） （２）
这里α（ｔ），β（ｔ）和 Ｒ（ｔ）都是时间 ｔ的函数．方程
（２）更具有普遍性，因为当 Ｒ（ｔ）＝０时，它变成变
系数ＫｄＶ方程（１）．当 α（ｔ）＝α，β（ｔ）＝β时，它变
成如下强迫ＫｄＶ方程

ｕｔ＋αｕｕｘ＋βｕｘｘｘ＝Ｒ（ｔ） （３）
此方程描述缓变地形下 Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的振幅演变
规律［７］，因此该方程的研究对 Ｒｏｓｓｂｙ孤立波有关
的特殊气候现象的理论解释具有重要意义．文［８］
中用辅助方程方法及函数变换，给出了方程（３）的
类孤立子解、类周期波解及三角函数解；文［９］中

利用Ｅｘｐ函数方法，给出了方程（３）的孤立波解和
周期波解；文［１０］中利用 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法，
得到了方程（３）的类周期波解．但我们注意到在这
些文献中没有给出方程（３）的多孤立波解．多孤立
波解的求解以及孤立波相互作用性质的分析具有

重要意义［１１，１２］．
本文用改进的齐次平衡法，首先给出方程（２）

的多孤立波解；然后借助方程（２）的解得到方程
（３）的多孤立波解；最后作为应用，分析 Ｒｏｓｓｂｙ孤
立波的相互作用．

１　方程（２）的多孤立波解

我们设方程（２）具有如下形式解［１３，１４］

ｕ（ｘ，ｔ）＝λ（ｔ）（ｆ＂（）２ｘ＋ｆ′（）ｘｘ）＋ａ（ｔ）

（４）
式中ｆ（），（ｘ，ｔ），λ（ｔ）和ａ（ｔ）为待定函数．把式
（４）代入方程（２），得

ｕｔ＋α（ｔ）ｕｕｘ＋β（ｔ）ｕｘｘｘ－Ｒ（ｔ）＝λ′（ｔ）［ｆ
＂（）２ｘ＋

　ｆ′（）ｘｘ］＋λ（ｔ）（ｆｔ
２
ｘ＋２ｆ

＂ｘｘｔ＋

　ｆ＂ｔｘｘ＋ｆ′ｘｘｔ）＋ａ′（ｔ）＋α（ｔ）［λ
２（ｔ）ｆ＂ｆ５ｘ＋

　λ２（ｔ）ｆ′ｆ３ｘ＋ａ（ｔ）λ（ｔ）ｆ
３
ｘ＋

　３λ２（ｔ）ｆ＂２３ｘｘｘ＋３λ
２（ｔ）ｆ′ｆ＂ｘ

２
ｘｘ＋

　３ａ（ｔ）λ（ｔ）ｆ＂ｘｘｘ＋λ
２（ｔ）ｆ′ｆ＂２ｘｘｘｘ＋

　λ２（ｔ）ｆ′２ｘｘｘｘｘ＋ａ（ｔ）λ（ｔ）ｆ′ｘｘｘ］＋

　β（ｔ）λ（ｔ）［ｆ（５）５ｘ＋１０ｆ
（４）３ｘｘｘ＋

　１５ｆｘ
２
ｘｘ＋１０ｆ

２
ｘｘｘｘ＋１０ｆ

＂ｘｘｘｘｘ＋

　５ｆ＂ｘｘｘｘｘ＋ｆ′ｘｘｘｘｘ］－Ｒ（ｔ）＝０ （５）
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令式（５）中５ｘ项的系数为零，可得

λ（ｔ）α（ｔ）ｆ＂ｆ＋β（ｔ）ｆ（５）＝０ （６）

为保证ｆ（）只是 的函数，必须 Ａ＝λ（ｔ）α（ｔ）β（ｔ）
（Ａ

是任意常数），即λ（ｔ）＝Ａβ（ｔ）α（ｔ）
．此时，方程（６）是

关于ｆ（）的常微分方程，它显然有特解

ｆ＝１２ＡＩｎ （７）

另外，为了得到多孤立波解，把（ｘ，ｔ）可设为［１，１５］

（ｘ，ｔ）＝１＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｅ

ｍｉｘ＋ｌｉ（ｔ）＋

　 ∑
ｎ

ｉ＝ｊ＋１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊｅ

（ｍｉ＋ｍｊ）ｘ＋ｌｉ（ｔ）＋ｌｊ（ｔ）＋

　 ∑
ｎ

ｉ＝ｋ＋２
∑
ｎ－１

ｊ＝ｋ＋１
∑
ｎ－２

ｋ＝１
ｃｉｊｋｅ

（ｍｉ＋ｍｊ＋ｍｋ）ｘ＋ｌｉ（ｔ）＋ｌｊ（ｔ）＋ｌｋ（ｔ）＋…＋

　Ｚ（ｅ）（ｍ１＋ｍ２＋…ｍｎ）ｘ＋ｌ１（ｔ）＋ｌ２（ｔ）＋…ｌｎ（ｔ） （８）
其中 ｍｉ，ｍｊ，ｍｋ，ｍｎ，ａｉ，ｂｉｊ，ｃｉｊｋ和 Ｚ为待定常数，ｌｉ
（ｔ），ｌｊ（ｔ），ｌｋ（ｔ）和ｌｎ（ｔ）是关于ｔ的待定函数．为了
更简便地反映孤立波之间的相互作用，这里我们只

求双孤立波解，故取ｎ＝２．此时，（８）式变成

（ｘ，ｔ）＝１＋ａ１ｅ
ｍ１ｘ＋ｌ１（ｔ）＋ａ２ｅ

ｍ２ｘ＋ｌ２（ｔ）＋

　Ｚｅ（ｍ１＋ｍ２）ｘ＋ｌ１（ｔ）＋ｌ２（ｔ） （９）
把式（９）、（７）和（４）代入方程（２），进行同类项的
整理并令ｅＮ［ｍ１ｘ＋ｌ１（ｔ）］＋Ｋ［ｍ２ｘ＋ｌ２（ｔ）］（Ｎ，Ｋ＝０，１，２，３）各
项的系数为零，可得到一组超定代数方程组（由于

此方程组太复杂故忽略）．利用 Ｍａｐｌｅ求解此方程
组得

ａ（ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ （１０）

α（ｔ）＝Ａβ（ｔ） （１１）

Ｚ＝
（ｍ１－ｍ２）

２ａ１ａ２
（ｍ１＋ｍ２）

２ （１２）

ｌ１（ｔ）＝－∫β（ｔ）｛ｍ１Ａ［∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ］＋ｍ３１｝ｄｔ＋Ｌ
（１３）

ｌ２（ｔ）＝－∫β（ｔ）｛ｍ２Ａ［∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ］＋ｍ３２｝ｄｔ＋Ｍ
（１４）

这里ａ１，ａ２，ｍ１，ｍ２，Ａ，Ｃ，Ｌ和 Ｍ为任意常数．把式
（１２）—（１４）代入（９）式，然后把（９）、（１１）式代入
式（７），再把（７）、（１０）式代入式（４），可得方程（２）
的如下双孤立波解

ｕ（ｘ，ｔ）＝１２β（ｔ）
α（ｔ）

［－
（

ｘ
（ｘ，ｔ））２

（ｘ，ｔ）２
＋

　

２

ｘ２
（ｘ，ｔ）

（ｘ，ｔ）
］＋∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ （１５）

这是我们得到的带强迫项的变系数 ＫｄＶ方程（２）
的双孤立波解．由解（１５）可容易得到强迫 ＫｄＶ方
程（３）的双孤立波解

ｕ（ｘ，ｔ）＝１２β
α
［－
（

ｘ
（ｘ，ｔ））２

（ｘ，ｔ）２
＋

　

２

ｘ２
（ｘ，ｔ）

（ｘ，ｔ）
］＋∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ （１６）

这里 （ｘ，ｔ） ＝１＋ａ１ｅ
ｍ１ｘ－∫｛ｍ１α［∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ］＋ｍ３１β｝ｄｔ＋Ｌ ＋

ａ２ｅ
ｍ２ｘ－∫｛ｍ２α［∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ］＋ｍ３２β｝ｄｔ＋Ｍ ＋ａ１ａ２（ｍ１ －ｍ２）２／（ｍ１ ＋

ｍ２）
２ｅ（ｍ１＋ｍ２）ｘ－∫｛ｍ１α［∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ］＋ｍ３１β｝ｄｔ＋Ｌ－∫｛ｍ２α［∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ］＋ｍ３２β｝ｄｔ＋Ｍ，

ｍ１，ｍ２，ａ１，ａ２，α，β，Ｃ，Ｌ和 Ｍ均为任意常数．对此
解的分析可知，孤立波的平衡位置（相对幅度为零

的位置）取决于外强迫Ｒ（ｔ）和常数Ｃ，相对幅度取
决于常数ｍ１，ｍ２，β，α，相位取决于外强迫 Ｒ（ｔ）和
常数ｍ１，ｍ２，α，β，Ｃ，Ｌ，Ｍ，而传播速度与相位变化
有关．下面的例举分析将进一步证实上述结论．

２　应用例子

本文结果具有很多重要的应用背景，在这里作

为例子分析Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互作用．在文［７］中
研究地形随时间缓慢变化情况下 Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的
振幅演变问题，得到了带强迫项的 ＫｄＶ方程（３），
而此方程有双孤立波解（１６）．这里我们根据解
（１６）分析两个Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互作用．

图１显示了在ａ１＝ａ２＝１，ｍ１＝１．１，ｍ２＝０．７，
Ｃ＝０，Ｌ＝０，Ｍ＝０，α＝β＝１和外强迫 Ｒ（ｔ）＝０．
２ｓｉｎ（ｔ）作用下，两个Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互作用．从
图可以看出，平衡位置随时间周期性变化的两个孤

立波相互作用之后，它们的相对幅度和传播方向保

持不变，且传播速度和平衡位置的周期性变化规律

也保持不变．图２显示了在 ａ１＝ａ２＝１，ｍ１＝１．８，
ｍ２＝１．２，Ｃ＝０，Ｌ＝０，Ｍ＝０，α＝β＝１和外强迫 Ｒ

（ｔ）＝ｔ２作用下，两个 Ｒｏｓｓｂｙ波的相互作用．由图
可看出，平衡位置、传播速度和传播方向都随时间

变化的两个孤立波相互作用之后，它们的相对幅度

保持不变，平衡位置、传播速度和传播方向等还继

续随时间变化．图３显示了在ａ１＝ａ２＝１，ｍ１＝１．４，

４４１
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ｍ２＝０．８，Ｃ＝０，Ｌ＝０，Ｍ＝０，α＝－β＝１和外强迫
Ｒ（ｔ）＝－０．５ｔ作用下，两个 Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互
作用．可看出，平衡位置、传播速度和传播方向都随
时间变化的两个孤立波相互作用之后，只保持相对

幅度不变，平衡位置、传播速度和传播方向等还继

续随时间变化．

图１　在外强迫Ｒ（ｔ）＝０．２ｓｉｎ（ｔ）作用下两个Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互作用

Ｆｉｇ．１　ＩｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｔｗｏＲｏｓｓｂｙｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓ

ｕｎｄｅｒｆｏｒｃｉｎｇＲ（ｔ）＝０．２ｓｉｎ（ｔ）

图２　在外强迫Ｒ（ｔ）＝ｔ２作用下两个Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互作用

Ｆｉｇ．２　ＩｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｔｗｏＲｏｓｓｂｙｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｕｎｄｅｒｆｏｒｃｉｎｇＲ（ｔ）＝ｔ２

图３　在外强迫Ｒ（ｔ）＝－０．５ｔ作用下两个Ｒｏｓｓｂｙ孤立波的相互作用

Ｆｉｇ．３　ＩｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｔｗｏＲｏｓｓｂｙｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓ

ｕｎｄｅｒｆｏｒｃｉｎｇＲ（ｔ）＝－０．５ｔ

３　结论

本文利用改进的齐次平衡法，首先得到了带强

迫项的变系数 ＫｄＶ方程的多孤立波解，然后借助
此解给出了强迫 ＫｄＶ方程的多孤立波解．最后作
为应用例子，采用图形分析方法分析了 Ｒｏｓｓｂｙ孤

立波的相互作用，并指出强迫项主要影响相互作用

的两个孤立波的平衡位置、相位、传播速度及传播

方向．本文结果对 Ｒｏｓｓｂｙ孤立波及其相互作用有
关的沃克环流、厄尔尼诺现象等特殊气候现象的理

论解释及说明具有重要意义．
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～２５９９（ＤａＣＪ，ＣｈｏｕＪＦ．ＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈａｆｏｒｃｉｎｇ

ｔｅｒｍｆｏｒｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆＲｏｓｓｂｙｗａｖｅｓａ

ｌｏｎｇａｓｌｏｗｌｙｃｈａｎｇｉｎｇｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，

２００８，５７（４）：２５９５～２５９９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　Ｔａｏｇｅｔｕｓａｎｇ，Ｓｉｒｅｎｄａｏｅｒｊｉ．ＴｈｅＪａｃｏｂｉｅｌｌｉｐｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｗｏｋｉｎｄｓｏｆＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｆｏｒｃｉｂｌｅｔｅｒｍ．Ｃｈｉｎｅｓｅ

Ｐｈｙｓｉｃｓ，２００６，１５（１２）：２８０９～２８１８

９　ＺｈａｎｇＳ．ＥｘｐｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｅｘａｃｔｌｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅＫｄＶｅ

ｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｆｏｒｃｉｎｇｔｅｒｍ．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕ

ｔａｔｉｏｎ，２００８，１９７（１）：１２８～１３４

１０　付遵涛，刘式达，刘式适，赵强．含变系数或强迫项的

ＫｄＶ方程的新解．应用数学和力学，２００４，２５（１）：６７～

７３（ＦｕＺＴ，ＬｉｕＳＤ，ＬｉｕＳＫ，ＺｈａｏＱ．Ｎｅｗｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｔｏＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｒｆｏｒｃｉｎｇ．Ａｐ

ｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００４，２５（１）：６７～７３

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　那仁满都拉，王克协．二维空间旋转孤立波的相互作
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用．动力学与控制学报，２００７，５（２）：１１８～１２４（Ｎａｒａｎ

ｍａｎｄｕｌａ，ＷａｎｇＫＸ．Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｉｎ

ｔｗｏｄｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，

２００７，５（２）：１１８～１２４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１２　包金山，那仁满都拉，额尔敦仓．一般 ＨｉｒｏｔａＳａｔｓｕｍａ

方程的多孤子解及孤子间的相互作用．动力学与控制

学报，２００７，５（４）：２９３～２９７（ＢａｏＪＳ，Ｎａｒａｎｍａｎｄｕｌａ，

Ｅｒｅｄｕｎｃａｎｇ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｏｌｉｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｈｉｒｏ

ｔａｓａｔｓｕｍａｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｏｌｉｔｏｎｓ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００７，５（４）：２９３～２９７

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１３　Ｎａｒａｎｍａｎｄｕｌａ，ＢａｏＧ，Ｔｕｂｕｘｉｎ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇｓｏｌｉｔｏｎｓｆｏｒ

（２＋１）ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌｓ．Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｐｈｙｓｉｃｓ，２００７，４７（２）：２８２～２８６

１４　孙健，那仁满都拉．变系数强迫 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的多孤立

波解及孤立波的相互作用．量子电子学报，２０１１，２８（１）：

３１～３６（ＳｕｎＪ，Ｎａｒａｎｍａｎｄｕｌａ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕ

ｔｉｏｎｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆｏｒｃｅｄＢｕｒｇｅｒｓｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｉｎ

ｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＱｕａｎｔｕｍＥ

ｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２０１１，２８（１）：３１～３６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１５　卢竞，颜家壬．非线性偏微分方程的多孤子解．物理学

报，２００２，５１（７）：１４２８～１４３３（ＬｕＪ，ＹａｎＪＲ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅ

ｓｏｌｉｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｔｉｏｎ．

ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００２，５１（７）：１４２８～１４３３（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））
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