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Ｌｏｒｅｎｚ系统与 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的异结构同步

蒋楠　魏毅强
（太原理工大学理学院，太原　０３００２４）

摘要　研究了不确定参数的Ｌｏｒｅｎｚ系统和Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的异结构同步问题．基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，采用

主动同步，自适应同步两种方法实现异结构混沌系统的同步，并且利用数值模拟来阐释理论的有效性．

关键词　混沌系统，　主动同步，　自适应同步，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论

引 言

经过近几十年的发展，混沌同步及应用研究已

经获得了重大的突破性的进展．自从１９９０年 Ｐｅｃｏ
ｒａ和Ｃａｒｒｏｌｌ提出了混沌控制的原理并在电路中得
以实现以来［１］，人们提出了各种混沌控制同步方
法，如：耦合同步，自适应同步，延迟反馈同步，脉冲

同步等．在实际应用中，将混沌同步控制应用于保
密通信中，更能有效提高保密通信的性能，即在发

射端将有用的信息利用混沌信号进行加密，传输到

接收端后再利用同步混沌装置将信号复原，以读取

原始信息．人们对于同结构混沌系统作了大量的研
究，但是在实际生活中存在着许多异结构混沌系

统，因此对于异结构混沌的同步研究就应该得到更

加广泛的重视．
Ｌｏｒｅｎｚ系统作为经典的混沌系统一直以来备

受人们的关注．文献［２］通过设计非线性状态反馈
控制器得到了超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统，文献［３］基于
Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，研究了具有４个不确定参数
的超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统的自适应同步问题．这些讨论
的是两个相同结构的混沌系统在不同初值时的同

步，关于不同系统之间的同步研究相对较少，因为

它们存在不同结构以及参数失配问题．文献［４］研
究了一类新的三维混沌系统与Ｌｏｒｅｎｚ和Ｒｏｓｓｌｅｒ系
统的异结构同步，文献［５］研究了Ｒｏｓｓｌｅｒ系统与统
一混沌系统异结构同步．这些工作均没有实现在参
数不确定的情况下，混沌系统的异结构同步问题．
本文主要采用主动同步，自适应同步原理与 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定性理论，实现了在参数全部未知情况下，

Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统和 Ｒｏｓｓｌｅｒ混沌系统的异结构同
步，并采用Ｍａｔｌａｂ软件对该系统进行数值仿真，验
证了同步方法的有效性．

１　Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统与Ｒｏｓｓｌｅｒ混沌系统的同步

１．１　Ｌｏｒｅｎｚ系统与Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的主动同步
为了实现Ｌｏｒｅｎｚ系统与Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的同步行

为，我们选取Ｌｏｒｅｎｚ系统为驱动系统：
ｘ１＝ａ（ｘ１－ｘ２）

ｘ２＝－ｘ１ｘ３＋ｒｘ１－ｘ２
ｘ３＝ｘ１ｘ２－ｂｘ

{
３

（１）

以Ｒｏｓｓｌｅｒ系统为响应系统：
ｙ１＝－（ｙ２＋ｙ３）＋ｕ１
ｙ２＝ｙ１＋ｃｙ２＋ｕ２
ｙ３＝－ｄ＋（ｙ１－ｅ）ｙ３＋ｕ

{
３

（２）

式（２）中引入了控制函数 ｕ１，ｕ２，ｕ３，为了确定控制
函数以实现系统（１）与（２）的同步，由（２）减（１）得
到误差系统

ｅ１＝－ｅ２－ｅ３－ａｘ１＋（ａ－１）ｘ２－ｘ３＋ｕ１
ｅ２＝ｅ１＋ｃｅ２＋ｘ１ｘ３－（ｒ－１）ｘ１＋（ｃ＋１）ｘ２＋ｕ２
ｅ３＝－ｄ＋（ｙ１－ｅ）ｅ３＋ｘ３ｅ１＋ｘ１ｘ３－ｘ１ｘ２＋

　（ｂ－ｅ）ｘ３＋ｕ










３

（３）
式中ｅｉ＝ｙｉ－ｘｉ，定义控制函数如下：

ｕ１＝ａｘ１－（ａ－１）ｘ２＋ｘ３＋Ｖ１
ｕ２＝（ｒ－１）ｘ１－ｘ１ｘ３－（ｃ＋１）ｘ２＋Ｖ２
ｕ３＝－ｘ１ｘ３＋ｘ１ｘ２－（ｂ－ｅ）ｘ３－ｙ１ｅ３－ｘ３ｅ１＋Ｖ

{
３

（４）
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将（４）代入（３）中，误差系统成为
ｅ１＝－ｅ２－ｅ３＋Ｖ１
ｅ２＝ｅ１＋ｃｅ２＋Ｖ２
ｅ３＝－ｅｅ３＋Ｖ

{
３

（５）

误差系统（５）是一个线性系统，其控制输入 Ｖ１，Ｖ２，
Ｖ３为误差状态ｅ１，ｅ２，ｅ３的函数，只要这些反馈能够
镇定系统，当ｔ趋于无穷大时，ｅ１，ｅ２，ｅ３收敛于０，这
就说明 Ｌｏｒｅｎｚ系统与 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统达到了主动同
步．对于Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３有多种可能，若选择

Ｖ１
Ｖ２
Ｖ









３

＝Ａ

ｅ１
ｅ２
ｅ









３

式中：Ａ为３×３常数矩阵，为了使闭环系统稳定，
适当选择矩阵的元素，使得反馈系统的所有特征值

具有负实部．若选择矩阵Ａ为如下形式：

Ａ＝
－１ ０ ０
－１ －ｃ－１ ０
０ ０ ｅ－









１

在这种选择下，闭环系统（５）具有特征值 －１，－１，
－１，这种选择将导致ｔ趋于无穷大时误差状态 ｅ１，
ｅ２，ｅ３收敛到０，从而达到 Ｌｏｒｅｎｚ系统与 Ｒｏｓｓｌｅｒ系
统的主动同步．
１．２　Ｌｏｒｅｎｚ系统与Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的自适应同步方法一

定义驱动系统（１）和响应系统（２）的状态误差
为ｅｉ＝ｙｉ－ｘｉ，如果 ｅｉ（ｉ＝１，２，３）随时间的演化而
趋于零，则表明两系统达到了同步；否则就没有达

到同步．假设所有的参数 ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｒ是未知的，
用方程（２）减（１），同上得到误差动力系统（３）．

定理１：　对于任何初始条件，当参数自适应
率β＝ｋｅ１（ｋ为常数）和反馈控制函数 ｕ（ｘ）分别设
计如下时：

ｕ１＝ａｘ１－（ａ－１）ｘ２＋ｘ３－ｋｅ１
ｕ２＝（ｒ－１）ｘ１－ｘ１ｘ３－（ｃ＋１）ｘ２
ｕ３＝－ｙ１ｅ３－ｘ３ｅ１－ｘ１ｘ３＋ｘ１ｘ２－

　（ｂ－ｅ）ｘ３＋ｄ＋ｅ










１

（６）

系统（１）和（２）能全局渐进同步．
证明：将控制函数（６）代入到（３），则误差系统

变为：

ｅ１＝－ｅ２－ｅ３－ｋｅ１
ｅ２＝ｅ１＋ｃｅ２
ｅ３＝－ｅｅ３＋ｅ

{
１

（７）

构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｔ）＝１２（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３）

则该函数沿着误差系统的全导数为：

ｖ（ｔ）＝ｅ１（－ｅ２－ｅ３－ｋｅ１）＋ｅ２（ｅ１＋ｃｅ２）＋

　ｅ３（－ｅｅ３＋ｅ１）＝－ｋｅ
２
１＋ｃｅ

２
２－ｅｅ

２
３

当取时，则全导数．根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，则
误差系统一致渐进趋于原点．因此在控制函数和参
数自适应率的调节下，系统（１）和（２）达到同步．

１．３　Ｌｏｒｅｎｚ系统与Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的自适应同步方法二
由系统（１）与（２）可以得到误差变量随时间变

化的新误差系统：

ｅ１＝－ｙ２－ｙ３－ａｘ１＋ａｘ２＋ｂｘ３＋ｕ１
ｅ２＝ｙ１＋ｃｙ２＋ｘ１ｘ３－ｒｘ１＋ｘ２＋ｕ２
ｅ３＝－ｄ＋ｙ１ｙ３－ｅｙ３－ｘ１ｘ２＋ｂｘ３＋ｕ

{
３

（８）

定理 ２：　对于任何初始条件，当参数自适应
率和反馈控制函数分别设计如下时：

ｕ１＝ｙ２＋ｙ３＋^ａｘ１－^ａｘ２－ｋ１ｅ１
ｕ２＝－ｙ１－^ｃｙ２－ｘ１ｘ３＋^ｒｘ１－ｘ２－ｋ２ｅ２
ｕ３＝ｄ－ｙ１ｙ３＋^ｅｙ３＋ｘ１ｘ２－^ｂｘ３－ｋ３ｅ

{
３

（９）

参数自适应率为：

ａ^·＝－（ｘ１－ｘ２）ｅ１

ｂ^
·

＝ｘ３ｅ３

ｃ^·＝ｙ２ｅ２

ｅ^·＝ｙ３ｅ３

ｒ^·＝ｘ１ｅ















２

则系统（２）全局渐近同步于系统（１）．式中 ｋｉ（ｉ＝
１，２，３）为正常数，^ａ，^ｂ，^ｃ分别是ａ，ｂ，ｃ的估计值．

证明：将控制函数（９）代入（８）中得如下误差
系统：

ｅ１＝珘ａ（ｘ１－ｘ２）－ｋ１ｅ１
ｅ２＝珓ｒｘ１－珓ｃｙ２
ｅ３＝珓ｅｙ３－珓ｂｘ

{
３

（１０）

式中：珘ａ＝^ａ－ａ，珓ｂ＝^ｂ－ｂ，珓ｃ＝^ｃ－ｃ，珓ｅ＝^ｅ－ｅ，珓ｒ＝^ｒ－ｒ，

ｅ１＝ｙ１－ｘ１，ｅ２＝ｙ２－ｘ２，ｅ３＝ｙ３－ｘ３
构造如下Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ＝１２（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３＋珘ａ

２＋珓ｂ２＋珓ｃ２＋珓ｅ２＋珓ｒ２）

则Ｖ沿着误差系统（１０）的全导数为：

ｖ（ｔ）＝ｅ１［珘ａ（ｘ１－ｘ２）－ｋ１ｅ１］＋ｅ２［珓ｒｘ１－珓ｃｙ２－

２３１
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ｋ２ｅ２］＋ｅ３（珓ｅｙ３－珓ｂｘ３－ｋ３ｅ３）＋珘ａ［－（ｘ１－ｘ２）ｅ１］＋珓ｒ

（ｘ１ｅ２）＋珓ｃ（ｙ２ｅ２）＋珓ｅ（ｙ３ｅ３）＋珓ｂ（ｘ３ｅ３）＝－ｋ１ｅ
２
１－

ｋ２ｅ
２
２－ｋ３ｅ

２
３

由于ｖ≤０，根据 Ｌｙａｐｏｕｎｏｖ稳定性理论，误差
系统一致渐近趋于原点．

２　利用Ｍａｔｌａｂ进行数值仿真

用Ｍａｔｌａｂ编程画出驱动系统和响应系统各分
量差的图像，当参数值 ａ＝１６，ｒ＝４５．９２，ｂ＝４，ｃ＝
０．２，ｄ＝４，ｅ＝５．７时，两个系统同时达到混沌．当
时间ｔ＝１０ｓ，取初值ｘ１（０）＝－１，ｘ２（０）＝０，ｘ３（０）
＝１，ｙ１（０）＝３，ｙ２（０）＝５，ｙ３（０）＝２，ｅ１＝－５，ｅ２＝
４，ｅ３＝－７，得到误差 ｅ１，ｅ２，ｅ３随时间演化的图像，
如图１所示，可知误差 ｅ１，ｅ２，ｅ３迅速趋于零，两系
统达到同步．

图１　采用主动方法的同步误差图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈａｃｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ

从方程（７）出发，选取初值 ｋ＝１，ｃ＝，ｅ＝１，
［ｅ１，ｅ２，ｅ３］＝［－５，４，－７］时，混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统和
混沌Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的异结构自适应同步的数值仿真
见图２．

图２　采用自适应方法（一）的同步误差图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈａｄａｐｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ（１）

从方程（１０）出发，选取初值［ｅ１，ｅ２，ｅ３］＝［－
８，３，－３］时，混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统和混沌 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统
的异结构自适应同步的数值仿真见图３．

图３　采用自适应方法（二）的同步误差图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈａｄａｐｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ（２）

３　结论

对于不确定参数的 Ｌｏｒｅｎｚ系统和 Ｒｏｓｓｌｅｒ系
统，采用主动同步、自适应同步方法可实现这两个

混沌系统的异结构同步．用 Ｍａｔｌａｂ软件进行数值
仿真，这两种同步方法对未知参数的混沌系统是有

效的．
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