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一类分数阶四维混沌系统及其投影同步

黄苏海

（淮海工学院理学院，连云港　２２２００５）

摘要　提出了一个新的四维自治类新混沌系统．首先在整数阶下分析了该系统的基本动力学特性．并利用

数值仿真、功率谱分析了当参数固定时，分数阶新混沌系统随微分算子阶数变化时的动力学特性．研究表

明：当微分算子阶数为０．８５时，分数阶新系统随参数变化经短暂混沌和边界转折点分叉而进入混沌．针对

一类结构部分未知分数阶混沌系统，基于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ正交函数神经网络，稳定性理论［１４］和分数阶 ＰＩ滑模面

构造方法设计了一种新型的含有补偿器的自适应非线性观测器，实现了分数阶新混沌系统的投影同步．数

值仿真验证了设计方法的有效性．

关键词　分数阶，　动力学特性，　投影同步，　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ正交多项式，　分数阶滑模面，　补偿器

引 言

非线性现象广泛存在于现实世界中，在一定条

件下，非线性将导致混沌．近些年来，由于混沌在图
像数据加密、非线性系统辨识、计算机图形处理、密

码学、流体混合、生物系统、机械震动故障诊断等领

域得到应用，因此有关混沌的产生、控制与同步的

研究得到了越来越多的关注［１－３］．

自从１９６３年Ｌｏｒｅｎｚ［４］在三维自治系统中发现
了第一个混沌吸引子以来，近年来随着对混沌的深

入研究和实际工程需要，各种非线性混沌系统也被

相继提出，并得到了广泛研究．
分数阶微积分是研究任意阶微积分的理论，是

普通整数阶微积分向非整数阶的推广．分数阶微积
分理论已有３００多年的历史直到１９８３年 Ｍａｎｄｅｌ
ｂｏｒｔ首次指出自然界及许多科学技术领域存在大
量的分维数事实，分数阶微积分才成为国际上的热

点研究课题．
虽然分数阶微分有３００多年的历史，但由于长

期没有实际应用背景而发展缓慢，特别是混沌及其

同步方面一直未得到应有．因此，近些年来许多学
者开始从事分数阶混沌动力系统的研究．研究表
明，许多分数阶系统也能产生混沌现象［５－１１］．

本文构造了一个新的分数阶混沌系统，该系统

与前面所述的各类混沌系统都是拓扑不等价的，并

且对其进行了动力学行为分析及混沌投影同步控

制的研究．

１　分数阶微积分

１．１　分数阶微积分的定义
本文采用Ｃａｐｕｔｏ定义．

定义１　一元函数ｆ（ｔ）的ｑ阶积分定义为

ａＤ
－ｑ
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｑ）∫

ｔ

０

（ｔ－ｘ）ｑ－１ｆ（ｘ）ｄｘ　（ｔ＞ａ，ｑ＞０） （１）

其中ａ，ｔ分别为积分的下限和上限，ｆ（ｔ）为被积函
数，ｑ为积分次数，Γ（ｑ）为欧拉函数．分数维微分是
利用分数维积分来定义的，其定义如下：

定义２　一元函数的阶微分定义为

　 ａＤ
ｑ
ｔｆ（ｔ）＝ａＤ

－（ｍ－ｑ）
ｔ ａＤ

ｍ
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－ｑ）∫

ｔ

０

ｆ（ｘ）
（ｔ－ｘ）ｑ＋１－ｎ

ｄｘ　（ｎ－１＜ｑ＜ｎ） （２）

１．２　分数阶系统稳定理论

引理１［１２－１３］　考虑自治系统

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝Ａｘ （３）

其中：ｘ∈Ｒｎ（ｎ∈Ｎ），Ａ∈Ｒｎ×ｎ

１）当系统（３）是渐近稳定的，当且仅当对矩

阵Ａ的任意特征值λ，ａｒｇ（λ）＞ｑπ２都成立．

２）当系统（３）是稳定的，当且仅当对矩阵 Ａ
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的任意特征值λ，ａｒｇ（λ）≥ｑπ２都成立．

引理２［１４］　对于分数阶系统（３），当阶数 ｑ＜

１时，如果系统的系数矩阵 Ａ满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程，
即存在实对称正定矩阵Ｐ，半正定矩阵Ｑ使得方程

ＡＨＰ＋ＰＡ＝－Ｑ对于任意的状态变量 ｘ恒成立，则

分数阶系统（３）渐近稳定．

定理１［１４］　对于分数阶系统（３），当系统阶数

ｑ＜１时，如果存在实对称正定矩阵 Ｐ，使得对任意

状态变量 ｘ（ｘ＝（ｘ１，ｘ２，Λ，ｘｎ）
Ｔ），方程 Ｊ＝ｘＴＰｄ

ｑｘ
ｄｔｑ

≤０恒成立．则分数阶系统（３）渐近稳定．

２　新系统的模型及基本动力学特性

根据Ｃｈｅｎ吸引子非线性部分的特征，构造了

一个四维非线性动力学系统．系统的模型如下：

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝ａ（ｙ－ｘ）＋ｙｚ

ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝（ｃ－ａ）ｘ－ｘｚ＋ｃｙ

ｄｑｚ
ｄｔｑ
＝ｘ２－ｂｚ－ｙ－ｗ

ｄｑｗ
ｄｔｑ















 ＝ｙｚ－ｘｚ－ｄｗ

（４）

其中ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）Ｔ∈Ｒ４为系统的状态变量，ａ，ｂ，

ｃ，ｄ是正值参数．
在系统（４）中，把第４个方程中的非线性项改

为ｘｙ→ｙｚ，其他不变，又得到一个新的混沌系统：

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝ａ（ｙ－ｘ）＋ｙｚ

ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝（ｃ－ａ）ｘ－ｘｚ＋ｃｙ

ｄｑｚ
ｄｔｑ
＝ｘ２－ｂｚ－ｙ－ｗ

ｄｑｗ
ｄｔｑ















 ＝ｘｙ－ｘｚ－ｄｗ

（５）

比较系统（４）和系统（５），可以看出２个系统
只是第４个方程中的非线性项不同，因此可以把２
个系统作为子系统，通过一个２输入端的数据选择
器使系统（４）和系统（５）组成一个切换混沌系统．
本文利用开关函数将系统（４）和（５）构造成一个新
的切换混沌系统，见本文第３节．

下面以系统（４）为例研究动力学特性．

２．１　基本动力学特性

令Ｄｑｘ＝Ｄｑｙ＝Ｄｑｚ＝Ｄｑｗ＝０此时系统只有一
个平衡点Ｓ０（０，０，０，０）．

在Ｓ０处对系统（４）线性化，有Ｊａｃｃｏｂｉａｎ矩阵

Ｊ＝

－ａ ａ ０ ０
ｃ－ａ ｃ ０ ０
０ ０ －ｂ －１
０ ０ ０











－ｄ

（６）

解得矩阵Ｊ的特征值为：

λ１＝－ｄ，　λ２＝
ｃ－ａ＋ ｃ２＋６ａｃ－３ａ槡

２

２ ，

λ３＝
ｃ－ａ－ ｃ２＋６ａｃ－３ａ槡

２

２ ，　λ４＝－ｂ

令ｄｅｔ（ＪＳ０－λＩ），当 ａ＝３７，ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝
３８，解得矩阵Ｊ的特征根：λ１＝－２９．６９１９，λ２＝１８．
６９１９，λ３＝－３，λ４＝－３８，因为λ２是正实数，λ１，λ３
和λ４是三个负实数，这里四个特征根都是实根，但
是不全为负实根．根据 Ｒｏｕｔｈ－Ｈｕｒｗｉｔｚ条件，可得
平衡点Ｓ０是不稳定的鞍点．

系统（４）和（５）的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵在一个平衡点
处的特征值并且大小相等且性质也相同，说明二系

统具有同样的分岔特性，相空间中流的演化速度也

相等．二系统的平衡点都是不稳定的鞍焦点，所以
二混沌系统都是双细胞奇异吸引子．从以上分析可
知，二系统的非线性函数特性相同、平衡点的个数

相等、奇异吸引子的类型相同，二系统都存在同一

映射意义上的混沌，因此它们是两个拓扑共轭的异

结构混沌系统．
为了进一步分析新系统（４）的混沌动力学特

性，下面将分如下２种情况进行讨论：
２．２　研究ｑ＝１，也就是新系统为整数阶的情况
２．２．１　耗散性和吸引子的存在性

同时，考虑系统（４）的向量场散度（７），也就是
系统的Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵（６）的迹：

Ｖ＝１Ｖ
ｄＶ→

ｄｔ＝ｄｉｖＶ
→ ＝ｘ
ｘ
＋ｙ
ｙ
＋ｚ
ｚ
＋ｗ
ｗ
＝

　　－ａ＋ｃ－ｂ－ｄ （７）
当ａ＋ｂ＋ｄ－ｃ＞０则系统（４）是耗散的，且以指数

形式收敛：
ｄＶ→

ｄｔ＝ｅ
－（ａ＋ｂ＋ｄ－ｃ）即体积元Ｖ（０）在时刻 ｔ

时收缩为体积元 Ｖ（０）ｅ－（ａ＋ｂ＋ｄ－ｃ）．这意味着，当 ｔ

→∞时，包含系统轨迹的每个体积元以指数率－（ａ

４２１
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＋ｂ＋ｄ－ｃ）收缩到零．因此，所有系统轨迹线最终
会被限制在一个体积为零的集合上，且它渐进运动

固定在一个吸引子上．
２．２．２　混沌吸引子

系统（４）参数为 ａ＝３７，ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝３８
时，初值（－０．１，０．２，－０．５，０．３）时，存在一个典型
的混沌吸引子．本文采用了四阶龙格－库塔离散化
算法，得到混沌吸引子相图（图１）以及在不同相平
面上的投影图像（图２）所示．

图１　当ａ＝３７，ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝３８时，系统（４）的混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｓｙｓｔｅｍ（４）ｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓ

ａ＝３７，ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝３８

图２　系统（４）的混沌吸引子在不同平面上的投影

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（４）ｏｎｔｈｅｐｌａｎｅｓ

２．２．３　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数
由混沌理论可知，在状态空间混沌吸引子的相

邻轨线之间呈现出彼此排斥的趋势，并以指数速率

相互分离，而 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数正是定量描述轨线收
缩或扩张的量．利用奇异值分解的算法，取 ａ＝３７，
ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝３８，初值（－０．１，０．２，－０．５，０．３）
时，采用积分步长０．００１，计算得该混沌吸引子在
时间序列中的４个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

λＬ１＝１８．３７９６，　λＬ２＝－３．００９１，
λＬ３＝－３０．６３８６，　λＬ４＝－３９．５２１６

并由Ｋａｐｌａｎ－Ｙｏｒｋｅ猜想公式可求得Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数

ＤＬ ＝ｋ＋
１

｜λＬ，ｋ＋１｜∑
ｋ

ｉ＝１
λＬ，ｉ＝２＋

λＬ１＋λＬ２
｜λＬ３｜

＝

　２＋１８．３７９６－３．００９１－３０．６３８６ ＝２．５０１６ （８）

由此可见，这个新系统的 ＬＥ维数是分数维
数，从而验证了该系统为混沌系统．
２．２．４　系统参数的影响

随着系统参数的改变，系统平衡点的稳定性将

会发生变化，从而系统也将处于不同的状态．从系
统的 ＬＥ谱和分岔图可很直观的分析出各个参数
变化时，系统的变化情况．

对于系统（４）
１）固定参数ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝３８，改变 ａ，ａ∈

［３０，４０］．
当ａ∈［３０，４０］变化时，系统的ＬＥ谱以及关于

ｚ的分岔图如图３所示．由图３可见，随着 ａ的变
化，系统的ＬＥ在变化，系统状态也在发生改变．当
ａ∈［３０，４０］，系统只有一个正的 ＬＥ，表明随着 ａ
的增加系统由平衡态演化到混沌状态．

图３　控制参数ａ变化时的关于ｚ轴的分岔图及Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱

Ｆｉｇ．３　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄＬｙａｐｕｎｏｖ－ｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒ

ｓｐｅｃｉｆｉｃｖａｌｕｅｓｓｅｔ（ｃ＝２６，ｂ＝３，ｄ＝２８）ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒａ

２）固定参数 ｂ＝３，ａ＝３７，ｄ＝３８，改变 ｃ，ｃ∈
［２０，３０］．

当ｃ∈［２０，３０］时，系统的 ＬＥ谱以及关于 ｚ的
分岔图如图４所示．从图４中可知当 ｃ∈［２０，３０］
时，系统仅有一个正的ＬＥ，系统处于混沌状态．

图４　控制参数ｃ变化时的关于ｚ轴的分岔图，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ，Ｌｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃ

ｖａｌｕｅｓｓｅｔ（ａ＝３７，ｂ＝３，ｄ＝３８）ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒｃ

对于系统（５）
３）固定参数ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝３８，改变 ａ，ａ∈

［３０，４０］．

５２１
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当ａ∈［３０，４０］变化时，系统的ＬＥ谱以及关于
ｚ的分岔图如图５所示．由图５可见，随着 ａ的变
化，系统的ＬＥ在变化，系统状态也在发生改变．当
ａ∈［３０，４０］，系统只有一个正的ＬＥ，表明随着ａ的
增加系统由平衡态演化到混沌状态．

图５　控制参数ａ变化时的关于ｚ轴的分岔图及Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱

Ｆｉｇ．５　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃ

ｖａｌｕｅｓｓｅｔ（ｃ＝２６，ｂ＝３，ｄ＝２８）ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒａ

２．３　研究０＜ｑ＜１，新系统为分数阶的情况
２．３．１　数值模拟

事实上，齐次分数阶混沌系统（４）有唯一的平
衡点：Ｓ０（０，０，０，０）．利用上面的引理１计算可得：０
＜ｑ就可能产生混沌现象，显然这仅仅是系统（４）
产生混沌现象的一个必要条件．进一步，在下面的
图６中，我们给出了分岔参数为阶次参数的分岔
图，从数值结果可以看出：仅当ｑ取值为０．８４５～１．
０００时，系统会呈现较为复杂的动力学行为．

图６　系统（４）关于分数阶ｑ的分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（４）ｖｅｒｓｕｓｏｒｄｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｑ

２．３．２　参数为某一固定值时的系统动力学特性分析
下面分别对分数阶 ｑ时分数阶系统的动力学

特性进行分析

（１）　系统相图分析
根据预估－校正法，利用Ｍａｔｌａｂ模拟了 ｑ＝０．

８４－０．８６和０．９０的结果．对不同的分数阶数 ｑ均
取系统初值（－０．１，０．２，－０．５，０．３），仿真时间为

２０ｓ，数值模拟显示，当 ｑ＝０．８５～０．９０时，相空间
变量存在随机分离状态，即混沌吸引子，说明系统

处于混沌状态；当ｑ＝０．８４时，相图曲线为极限环，
说明系统处于周期状态．图７分别给出了 ｑ＝０．８４
和ｑ＝０．８５的相图．

图７　不同阶数时系统（４）的３维相图

Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｆｉｇｕｒｅｏｆｓｙｓｔｅｍ（４）ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒｏｎ３－Ｄｐｌａｎｅ

（２）　功率谱分析
一个信号的时域描述和频域描述是一一对应

的，功率谱分析能够提供信号的频域信息，从功率

谱分析可以观察到系统是否具有混沌特征．对于周
期运动，功率谱为离散谱；对于混沌运动，功率谱则

为连续谱．所以可以通过绘出分数阶系统产生的信
号的功率谱图来判断系统是否为混沌系统．

当ｑ＝０．８５～０．９０时，功率谱为连续谱，说明
系统处于混沌状态；当 ｑ＝０．８４时，功率谱为离散
谱，说明系统处于周期状态．图８分别给出了ｑ＝０．
８４和ｑ＝０．８５的功率谱图．

图８　不同阶数时系统功率谱曲线

Ｆｉｇ．８　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｓｙｓｔｅｍｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ

３　切换系统构成

本文构造如下的开关函数

ｆ（ｐ）＝
ｘ，　ｐ＝１
ｚ，　ｐ＝{ ０

，　ｐ＝ｇ（ｚ）＝
０，　ｚ≥０
１，　ｚ＜{ ０

（９）

则系统（４）和系统（５）可以表示为如下的切换混沌
系统

６２１



第２期 黄苏海：一类分数阶四维混沌系统及其投影同步

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝ａ（ｙ－ｘ）＋ｙｚ

ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝（ｃ－ａ）ｘ－ｘｚ＋ｃｙ

ｄｑｚ
ｄｔｑ
＝ｘ２－ｂｚ－ｙ－ｗ

ｄｑｗ
ｄｔｑ
＝ｙｆ（ｇ（ｚ））















 －ｘｚ－ｄｗ

（１０）

当ｚ≥０时，系统（１０）运行子系统（４），而ｚ＜０时，系
统（１０）运行子系统（５），因此当ｔ→∞时，切换系统
（１０）在系统（４）和系统（５）之间随机变换．切换混沌
混沌系统具有更复杂的动力学特性和更好的伪随机

性，在保密通信中的应用中有更广泛的前景．

４　系统的自适应投影同步研究

自从 Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ在 １９９０年引入混沌同
步的方法并在实验室实现以后．近年来，一些学者
拓宽了同步的概念，提出并实现了不同类型的混沌

同步，如完全同步、广义同步、相同步、延迟同步、投

影同步等．在混沌保密通信中，投影同步可以把二
进制数扩展到 Ｍ进制以实现更快的传输，因此对
投影同步的研究具有重要的理论意义和应用前景．
为此，本文把投影同步扩展到分数阶系统，利用稳

定性理论［１４］和ｂａｃｋ－ｓｔｅｐｐｉｎｇ方法，设计一个同步
方案，实现了一类分数阶混沌系统的投影同步．

神经网络因其强大的学习能力和能够以任意

精度逼近非线性函数的能力，已被广泛应用于非线

性系统的建模、预测、模式识别以及控制等．正交函
数神经网络比普通的多感知器网络具有更快的收

敛速度和更高的效率．因为它不仅可以在紧集上逼
近任意非线性函数，而且可以逼近用普通 ＢＰ网络
表示的数学模型，其结构图见文献［１５］．

采用文献［１６］的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ正交多项式方法，
正交神经网络输出如下：

Ｘｏｕｔ＝ＷΦ（Ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＷｉΦｉ（Ｘ） （１１）

式中：Ｘ∈Ｒｎ为网络的输入向量；Φ（Ｘ）为正交基函
数．Ｗ为权值矩阵
４．１　广义方法投影同步

给定分数阶混沌系统

ＤαＸ＝ＭＸ＋ＢＦ（Ｘ）＋Ｇ（Ｘ）θ （１２）
其中：Ｘ∈Ｒｎ，Ｍ∈Ｒｎ×ｎ为常数矩阵，未知非线性函
数Ｆ（Ｘ）∈Ｒｎ，θＴ∈Ｒｍ是未知参数向量，Ｇ（Ｘ）∈

Ｒｎ×ｎ为已知函数矩阵．（１２）作为驱动系统．

利用正交神经网络的非线性逼近能力，我们设

计一个如下非线性观测器

　ＤαＹ＝ＭＹ＋１
β
Ｂ（Ｗ＾Φ（Ｙ）＋ｕ＋ｖ（ｔ））＋１β

Ｇ（Ｙ）θ＾（１３）

式中：Ｙ∈Ｒｎ为观测器的状态向量；θ＾∈Ｒ未知参数

估计量，β是投影比例，Ｗ＾和 ｕ分别是需要设计的

正交神经网络权值矩阵和控制量．ｖ（ｔ）为补偿器．
实际上，由于物理上的限制，补偿器的控制输

入存在非线性．这些非线性因素用表示：（ｖ）

这是一个在［γ１，γ２］区间内的连续函数，即

γ１ｖ
Ｔｖ≤ｖＴ（ｖ）≤γ２ｖ

Ｔｖ （１４）

式中，γ１，γ２是非零正常数且（０）＝０．

引理３：　给定一个任意小的正数 ε和一个连

续函数ｆ（ｘ）∈Ｒｎ，存在一个权值矩阵Ｗ∈Ｒｎ使得

一个具有ｓ个正交基函数的正交神经网络的输出
满足

ｍａｘ‖ＷΦ（ｘ）－ｆ（ｘ）‖≤ε
因此本文选取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式作为神经网络的
正交基函数

根据上面的描述，对于式（１２）中的 Ｆ（Ｘ），一
定存在一个具有 ｓ个正交基函数的正交神经网络

和相应的最优权值 Ｗ，使得 Ｆ（Ｘ）＝ＷΦ（Ｙ）＋

δ，且δ显然满足‖δ‖≤δ，δ为一个已知的常数，

则式（１２）可以写成

ＤαＸ＝ＭＸ＋ＢＷΦ（Ｙ）＋Ｂδ＋Ｇ（Ｘ）θ （１５）

式（１５）与式（１３）的误差方程为

ＤαＥ＝ＭＥ＋Ｂ（Ｗ
～
Φ（Ｙ）＋ｕ＋（ｖ）－δ）＋

　Ｇ（Ｙ）θ＾－Ｇ（Ｘ）θ

Ｅ＝βＹ－Ｘ　θ～＝θ＾－θ　Ｗ
～
＝Ｗ
＾
－Ｗ （１６）

分数阶滑模面定义为：

Ｓ＝σＥ－Ｄ－α（σＭ＋σＢＫ）Ｅｄτ

定理２：　设定权值矩阵ｄ
αＷ
＾

ｄｔα
＝－ＳσＢΦ（Ｙ），

未知参数θ的估计值 θ＾满足：ｄ
αθ＾

ｄｔα
＝－ＳσＧ（Ｘ），设

计如下控制器：ｕ＝－Ｓσθ＾（Ｇ（Ｙ）－Ｇ（Ｘ））－ηｓｇｎ

（ＳσＢ），ｖ（ｔ）＝－μＭ σＢＳ
｜σＢＳ｜＋τ

，μ＝｜（σＢ）－１｜γ－１１ ，

Ｍ＝｜σＢＫＥ｜，则式（１６）的状态收敛于零，系统（１５）
与（１３）是投影同步的．
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４．２　证明推导
根据文献［１４］利用ｂａｃｋ－ｓｔｅｐｐｉｎｇ方法构造Ｊ

函数：

第一步：

Ｊ１＝Ｓ
ｄαＳ
ｄｔα
＝－ＳσＢ（Ｗ

～
Φ（Ｙ）＋ｕ＋（ｖ）－δ）＋

　ＳσＧ（Ｘ）θ～＋Ｓσθ＾（Ｇ（Ｙ）－Ｇ（Ｘ））－ＳσＢＫＥ
（１７）

第二步：

Ｊ２＝Ｊ１＋ｔｒＷ
～ｄαＷ

～

ｄｔα
（１８）

最后

Ｊ３＝Ｊ２＋θ
～ｄαθ～

ｄｔα
＝ＳσＢ（Ｗ

～
Φ（Ｙ）＋ｕ－δ）＋

　ＳσＧ（Ｘ）θ～＋Ｓσθ＾（Ｇ（Ｙ）－Ｇ（Ｘ））－

　ＳσＢＫＥ＋ＳσＢ（ｖ）＋ｔｒＷ
～ｄαＷ

～

ｄｔα
＋θ～ｄ

αθ～

ｄｔα
＝

　ＳσＢ（ｕ－δ）＋Ｓσθ＾（Ｇ（Ｙ）－Ｇ（Ｘ））＋

　ｔｒ（Ｗ
～ｄαＷ

～

ｄｔα
＋ＳσＢＷ

～
Φ（Ｙ）＋θ～（ｄ

αθ～

ｄｔα
＋

　ＳσＧ（Ｘ））－ＳσＢＫＥ＋ＳσＢ（ｖ） （１９）
其中取：

ｄαＷ
～

ｄｔα
＝ｄ

αＷ
＾

ｄｔα
＝－ＳσＢΦ（Ｙ） （２０）

ｄαθ
～

ｄｔα
＝ｄ

αθ
＾

ｄｔα
＝－ＳσＧ（Ｘ） （２１）

ｕ＝－Ｓσθ＾（Ｇ（Ｙ）－Ｇ（Ｘ））－ηｓｇｎ（ＳσＢ）（２２）
注意到补偿器

ｖ（ｔ）＝－μＭ σＢＳ
｜σＢＳ｜＋τ

，

μ＝｜（σＢ）－１｜γ－１１ ，Ｍ＝｜σＢＫＥ｜ （２３）
由于

－ＳσＢＫＥ＋ＳσＢ（ｖ）≤｜Ｓ‖σＢＫＥ｜＋ＳσＢ（ｖ）（２４）
根据（１４）式和式（２３）可推得

ｖ（ｔ）（ｖ）＝－μＭ σＢＳ
｜σＢＳ｜＋τ

（ｖ）≥

　γ１μ
２Ｍ２（ σＢＳ

｜σＢＳ｜＋τ
）２ＳσＢ（ｖ）≤

　－γ１μＭ
（σＢＳ）２
｜σＢＳ｜＋τ

（２５）

将（２５）代入方程（２４），得到
｜Ｓ‖σＢＫＥ｜＋ＳσＢ（ｖ）≤｜Ｓ‖σＢＫＥ｜－

　γ１μＭ
（σＢＳ）２
｜σＢＳ｜＋τ≤

｜Ｓ‖σＢＫＥ｜－

　γ１μＭ（｜σＢＳ｜－
（σＢＳ）τ
｜σＢＳ｜＋τ

（２６）

结合前面（１９），最终得到：

Ｊ３≤Ｍ（１－γ１μ｜σＢ｜）（｜Ｓ｜－
γ１μτ

γ１μ｜σＢ｜－１
）＋

　（‖δ‖－η）｜ＳσＢ｜ （２７）

当η＞δ，且｜Ｓ｜＞
γ１μτ

γ１μ｜σＢ｜－１
时，Ｊ３＜０．

根据定理２，设计的控制器能使分数阶响应系
统（１３）与分数阶驱动系统（１５）实现了投影同步

４．３　数值模拟
以系统（４）为例，其中α＝０．９５

Ｍ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ －１ ０ －１











０ ０ ０ ０

，Ｆ（ｘ）＝

　　ｘ２ｘ３
　－ｘ１ｘ３
　　ｘ２１
ｘ２ｘ３－ｘ１ｘ













３

，

Ｇ（ｘ）＝

ｘ２－ｘ１ ０ ０ ０

－ｘ１ ０ ｘ１＋ｘ２ ０

０ －ｘ３ ０ ０

０ ０ ０ －ｘ













４

，

Ｂ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

，　θ＝













ａ
ｂ
ｃ
ｄ

文中正交神经网络设计为４－１２－４结构．设计权
值矩阵Ｗ、未知参数θ＾和ｕ的调节规律如式（２０）、

式（２１）和式（２２）

滑模面Ｓ＝σＥ－Ｄ－α（σＭ＋σＢＫ）Ｅｄτ中，

σ＝
０　０　１　０[ ]０　０　０　１

，　Ｋ＝

４ ０ ０ ０
０ ４ ０ ０
０ －１ ４ －１











０ ０ ０ ４

其中非线性补偿器仍取为

（ｖ（ｔ））＝［０．７＋０．２ｓｉｎ（ｖ（ｔ））］ｖ（ｔ）

根据式（１４），γ１＝０．５，γ２＝０．９，ｖ（ｔ）中τ＝０．０１．

根据预估 －校正法，本文利用 Ｍａｔｌａｂ进行仿
真．所示下面对以上的结果进行仿真，系统初始状
态的取值为：

（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（－０．１，０．２，－０．５，０．３），

（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）＝（０．７，－０．６，－０．２，０．８）
系统（１５）参数取为 ａ＝３７，ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝
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３８，以确保系统进入混沌状态．通过控制函数（２２）
来使驱动系统（１５）与响应系统（１３）达到了自适
应投影同步．图 ９给出了比例因子 β选取为 －２
时，系统（１５）和（１３）达到投影同步时的吸引子．

图９　β＝－２时驱动响应系统的混沌吸引子比较

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｏｎｏｆａｔｔｒａｃｔｏｒｂｅｔｗｅｅｎｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍａｎｄ

ｒｅｓｐｏｎｓｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈβ＝－２

图１０　系统（１５）和系统（１３）的相轨迹在二维平面的投影

Ｆｉｇ．１０　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｉｎｔｈｅｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｐｌａｎｅ

图１１　估计参数ａ，ｂ，ｃ，ｄ的变化规律

Ｆｉｇ．１１　ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆａ，ｂ，ｃ，ｄ

图１０为系统（１５）的状态 ｘｉ（ｉ＝１，２，３，４）和系统
（１３）的状态ｙｉ（ｉ＝１，２，３，４）之间的投影同步仿真
曲线．由图１０可见，系统（１５）状态矢量的幅值分
别是系统（１３）的２倍，两系统的相位为反相，即系
统（１５）和系统（１３）的吸引子按指定的比例因子
达到了投影同步．

自适应参数的初始值为（^ａ（０），^ｂ（０），^ｃ（０），^ｄ
（０））＝（１，１，１，１）．图１１显示了估计参数ａ，ｂ，ｃ，ｄ
的变化规律．由以上图可知两系统渐近实现投影同
步时，且当ｔ→∞时，参数未知系统的参数值最终趋
向ａ＝３７，ｂ＝３，ｃ＝２６，ｄ＝３８．

５　结论

提出了一个新的四维自治类新混沌系统．首先
在整数阶下理论分析了该系统的动力学特性，通过

计算系统的时间序列的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱、Ｌｙａｐｕｎｏｖ
维数、分岔图等研究了系统的动力学特性．利用数
值仿真、功率谱密度分别分析了当参数固定时，新

混沌系统随微分算子阶数变化时的动力学特性，得

出了分数阶系统随系统参数和系统阶数变化而出

现混沌状态的规律，研究了分数阶系统通向混沌的

道路．当微分算子阶数为０．８５时，分数阶新系统随
参数变化经短暂混沌和边界转折点分叉而进入混

沌．针对一类结构部分未知分数阶混沌系统，基于
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ正交函数神经网络，利用稳定性理论［１４］

和分数阶ＰＩ滑模面构造方法设计了一种新型自适
应正交神经网络非线性观测器，实现了分数阶新混

沌系统的投影同步．数值仿真验证了稳定性理论的
准确性及控制器设计方法的有效性．
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