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复合边界条件下功能梯度板１：１
内共振的周期与混沌运动
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摘要　以两对边简支另两对边自由的功能梯度材料板为研究对象，首先建立了考虑材料物性参数与温度相

关的、在热／机械载荷共同作用下的几何非线性动力学方程，采用渐进摄动法对系统在１：１内共振 －主参数

共振－１／２亚谐共振情况下的非线性动力学行为进行了摄动分析，得到系统的四自由度平均方程，并对平均

方程进行数值计算，分析外激励对系统非线性动力学行为的影响，发现在一定条件下通过改变外激励可以

改变系统的运动形式，产生混沌运动．另外，第二阶模态的幅值远比第一阶模态的幅值大，这应该是两阶模

态耦合产生内共振的结果，因此，研究该类结构的非线性动力学行为时不应该只考虑一阶模态，而应考虑到

前两阶甚至更多阶模态的相互作用，以便于更好地利用或控制其运动形式．

关键词　功能梯度材料板，　复合边界条件，　混沌运动，　内共振

引 言

功能梯度复合材料（ＦｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙＧｒａｄｅｄＭａｔｅ
ｒｉａｌｓ，简称ＦＧＭｓ）是指通过将不同性能的两种或
两种以上的材料按一定的设计规律组合起来，使其

结构的两侧分别由性能各异的材料组成，中间部分

的材料组分则呈梯度连续变化的一种非均匀复合

材料．目前，功能梯度材料在大型空间站、航天飞行
器等领域得到逐步的应用［１］．由于功能梯度材料经
常使用在高温环境中，与均质材料相比较，其在热

机环境中的动力学行为也更加复杂，因此关于这类

结构的宏观动力学行为研究具有重要的理论和工

程应用价值．
近来，国内外学者对功能梯度材料矩形板振动

和动力响应的研究逐渐增多，例如 Ｃｈｅｎｇ等［２］用

Ｒｅｄｄｙ高阶剪切变形理论研究了具有 ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓ
ｔｅｒｎａｋ弹性基础的四边简支功能梯度材料板的稳
态振动，Ｎｇ等［３］研究了受面内谐激励作用下的参

数共振问题，Ｙａｎｇ等［４］研究了具有初始应力功能

梯度材料板的动力响应问题，对比分析了是否具有

弹性基的影响，Ｑｉａｎ等［５］用高阶变形理论和 Ｐｅｔｒｏｖ
－Ｇａｌｅｒｋｉｎ法分析了功能梯度材料板的弯曲变形、
自由振动和强迫振动．Ｓｅｎｔｈｉｌ等［６］给出了功能梯度

材料简支板自由振动和强迫振动三维精确解．Ｈａｏ

等［７，８］对受热机载荷共同作用下的、功能梯度材料

简支板的非线性动力学行为进行了分析．国内外多
数学者的研究大多集中在四边简支边界条件下功

能梯度板结构的自由振动频率问题、瞬态响应问题

等．然而很少有对于具有两对边简支两对边自由
（ＳＦＳＦ）边界条件的、功能梯度材料板的非线性动
力行为进行分析研究．

本文以两对边简支另两对边自由的功能梯度

材料板为研究对象，对前期建立的、考虑材料物性

参数与温度相关的、在热／机械载荷共同作用下的
几何非线性动力学

方程，采用渐进摄动法对系统在１：１内共振－
主参数共振 －１／２亚谐共振情况下的非线性动力
学行为进行了摄动分析，得到系统的四自由度平均

方程，并对平均方程进行数值计算．

１　动力学模型和方程

１．１　热物参数
假设功能梯度材料矩形板的上表面为陶瓷，下

表面为金属．考虑金属体积含量沿厚度方向按幂律
变化，表达式如下

Ｖｍ（ｚ）＝
２ｚ＋ｈ
２( )ｈ

Ｎ

（１）

陶瓷材料的体积含量则为
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Ｖｃ（ｚ）＝１－Ｖｍ＝１－
２ｚ＋ｈ
２( )ｈ

Ｎ

（２）

上两式中，ｈ表示板的厚度，Ｚ为厚度方向的
坐标，下标‘ｃ’、‘ｍ’分别代表陶瓷材料和金属材
料，Ｎ为金属的体积分数指数（０≤Ｎ≤∞），它表征
了组分材料的体积分布规律，Ｎ＝０时退化为均匀
的各向同性材料．

根据（１）与（２）式可以确定功能梯度材料板
内任一点处的等效热物参数如弹性模量、热膨胀系

数、密度、热传导系数分别表示为

Ｅ＝（Ｅｍ－Ｅｃ）Ｖｍ＋Ｅｃ （３ａ）

α＝（αｍ－αｃ）Ｖｍ＋αｃ （３ｂ）

ρ＝（ρｍ－ρｃ）Ｖｍ＋ρｃ （３ｃ）

κ＝（κｍ－κｃ）Ｖｍ＋κｃ （３ｄ）
１．２　动力学方程的建立

如图１所示为功能梯度材料矩形板的力学模
型，直角坐标系位于功能梯度材料矩形板的中面，

板沿ｘ、ｙ、ｚ方向的几何尺寸分别为 ａ、ｂ、ｈ．此功能
梯度材料板受到横向载荷 Ｆ０＋ＦｃｏｓΩ１ｔ与 ｙ方向
面内简谐动载荷ｐ１＝－（ｐ１０－ｐ１１ｃｏｓ（Ω２ｔ））的共同
作用，同时还考虑温度场沿板厚度方向变化的热载

荷以及横向位移方向上线性阻尼的作用．

图１　系统研究对象模型示意图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｍｏｄｅｌｏｆａＦＧＭｓｐｌａｔｅａｎｄｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

根据薄板理论和ｖｏｎＫａｒｍａｎ非线性几何关系，
利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可以得到由位移形式表示的功能
梯度材料矩形板的非线性动力学偏微分方程为
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这里，γ为板受到的阻尼系数薄膜刚度 Ａｉｊ、耦合刚
度Ｂｉｊ、弯曲刚度Ｄｉｊ由下式计算

（Ａｉｊ，Ｂｉｊ，Ｄｉｊ）＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
Ｑｉｊ（１，ｚ，ｚ

２）ｄｚ，

　　　　　　　　　　（ｉ，ｊ＝１，２，６） （５ａ）

Ａｉｊ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
Ｑｉｊｄｚ，（ｉ，ｊ＝４，５） （５ｂ）

功能梯度材料板的各阶广义惯量为

Ｉｉ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｚｉρｄｚ，（ｉ＝０，１，２） （６）

８１１
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其各种弹性参数分别为

　Ｑ１１＝Ｑ２２＝
Ｅ
１－ｖ２

，Ｑ１２＝Ｑ２１＝
ｖＥ
１－ｖ２

，Ｑ６６＝
Ｅ

２（１－ｖ）（７）

热膨胀系数为

αｘｘ＝αｙｙ＝α，αｘｙ＝０ （８）
为了便于分析，引入如下无量纲量

ｕ－＝
ｕ０
ａ，ｖ

－＝
ｖ０
ｂ，ｗ

－＝
ｗ０
ｈ，Ｎ

－Ｔ
ｙｙ＝
１－ｖ２
ＥＬ，

Ｆ
－
＝（ａｂ）

７／２

π４Ｅｈ７
Ｆ，Ｎ

－Ｔ
ｘｘ＝
１ｖ２
ＥＬ，γ

－
＝（ａｂ）

２

π２ｈ４
１
ρ( )Ｅ

１／２

γ，

Ｐ
－
０＝
ｂ２

Ｅｈ３
ｐ０，Ｐ

－
１＝
ｂ２

Ｅｈ３
ｐ１，ｔ

－＝π２ Ｅ
ａｂ( )ρ

１／２

，

Ω－ｉ＝
１
π
ａｂρ( )Ｅ

１／２

Ωｉ（ｉ＝１，２），Ａ
－
ｉｊ＝
（ａｂ）１／２

Ｅｈ２
Ａｉｊ，

Ｂ－ｉｊ＝
（ａｂ）１／２

Ｅｈ３
Ｂｉｊ，Ｄ

－
ｉｊ＝
（ａｂ）１／２

Ｅｈ４
Ｄｉｊ，

Ｉ－ｉ＝
１

（ａｂ）（ｉ＋１）／２ρ
Ｉｉ （９）

在下面的研究中为了简便将无量纲变量中的

横线去掉．主要考虑功能梯度材料板的横向振动，
取满足位移和力边界条件的二阶模态进行Ｇａｌｅｒｋｉｎ
截断，这样横向位移可以表示如下［９］

ｗ０＝ｗ１（（ξ１１＋ξ１２ｙ）ｃｏｓｈ（λ１ｙ）＋（ξ１３＋

　ξ１４ｙ）ｓｉｎｈ（λ１ｙ）＋ｗ１ｐ）ｓｉｎ
πｘ( )ａ ＋ｗ２（（ξ３１＋

　ξ３２ｙ）ｃｏｓｈ（λ３ｙ）＋（ξ３３＋ξ３４ｙ）ｓｉｎｈ（λ３ｙ）＋

　ｗ３ｐ）ｓｉｎ
３πｘ( )ａ （１０）

这里ｗ１和ｗ２分别为两阶模态的幅值，ｗ１ｐ＝
４Ｆ０ａ

４

Ｄ１１π
５

和ｗ３ｐ＝
４Ｆ０ａ

４

３５Ｄ１１π
５为只有静态横向载荷作用时的特

解，其中为静态横向载荷部分，系数 ξ１１、ξ１２、ξ１３、

ξ１４、ξ３１、ξ３２、ξ３３和ξ３４由自由边的边界界条件决定．
假设横向载荷只沿ｘ方向变化，将其展开成单

三角级数形式

Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｆ１（ｔ）ｓｉｎ
πｘ
ａ＋Ｆ２（ｔ）ｓｉｎ

３πｘ
ａ （１１）

这里Ｆ１和Ｆ２表示与两个激励幅值．
和文献［１０］一样，忽略掉方程式（４ａ）和（４ｂ）

中所有惯性项，并将（１０）和（１１）式代入（４ａ）和
（４ｂ）中，可以将和用 ｗ表示出来．同时用运 Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ法将式（４）的偏微分方程转换为如下式所示的
无量纲非线性常微分方程

ｗ̈１＋ｃ１ｗ１＋ω
２
１ｗ１＋Ｐ１ｃｏｓ（Ω２ｔ）ｗ１＋ｇ１０２ｗ

２
１＋ｇ１０３

ｗ１ｗ２＋ｇ１０４ｗ
２
２＋ｇ１０５ｗ

３
１＋ｇ１０６ｗ

２
１ｗ２ ＋ｇ１０７ｗ

２
２ｗ１ ＝

ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ （１２ａ）

　ｗ̈２＋ｃ２ｗ２＋ω
２
２ｗ２＋Ｐ２ｃｏｓ（Ω２ｔ）ｗ２＋ｇ２０２ｗ

２
１＋ｇ２０３

ｗ１ｗ２＋ｇ２０４ｗ
２
２＋ｇ２０５ｗ

３
１＋ｇ２０６ｗ

２
１ｗ２ ＋ｇ２０７ｗ

３
２ｗ１ ＝

ｆ２ｃｏｓΩ１ｔ （１２ｂ）

其中ω２１＝ｇ１０１＋Ｎ′１和ω
２
２＝ｇ２０１＋Ｎ′２，Ｎ′１和Ｎ′２是

和温度相关的热载荷．
１．３　摄动分析

大量的理论和实验研究表明，内共振在多自由

度非线性振动系统的模态之间建立了一个能量交

换机制，将名义上的耦合模态真正耦合在一起［１１］．
另外，根据非线性振动理论，对于具有参数激励的

系统，系统有较大振动幅值的振动出现在１／２亚谐
共振附近［１２］，而共振问题往往是结构产生破坏的

主要原因，文献［１３］研究了四边简支功能梯度材
料板的多种内共振及响应．本文主要关注系统发生
１：１内共振－主参数共振－１／２亚谐共振情况下的
非线性动力行为．共振关系表示如下

ω１＝
Ω
２＋ε

２σ１，ω２＝
Ω
２＋ε

２σ２，

Ω２＝Ω１，ω１＝ω２ （１３）
式中ω１和ω２是两个不同的线性频率，σ１和σ２是
两个不同的调谐参数．

考虑到系统含有平方和立方非线性项，故此利

用渐进摄动法［１４，１５］对 ＳＦＳＦ边界条件的功能梯度
材料矩形板进行摄动分析，得到系统的平均方程为

ｄｘ１
ｄτ
＝－１２ｃ１ｘ１＋（σ１＋

１
２ωＰ１＋

４
３ω
ｇ１０２ｆ１＋

　 ２３ω
ｇ１０２ｆ２）ｘ２＋ｔ１１０ｘ１ｘ３ｘ４＋（

２
３ω
ｇ１０３ｆ１＋

　 ４３ω
ｇ１０４ｆ２）ｘ４＋ｔ１０１ｘ

２
１ｘ２＋ｔ１０２ｘ

２
３ｘ４＋ｔ１０３ｘ

２
１ｘ４＋

　ｔ１０４ｘ
３
２＋ｔ１０５ｘ

２
４ｘ２＋ｔ１０６ｘ

２
２ｘ４＋ｔ１０７ｘ

２
３ｘ２＋

　ｔ１０８ｘ
３
４＋ｔ１０９ｘ１ｘ２ｘ３ （１４ａ）

ｄｘ２
ｄτ
＝－１２ｃ１ｘ２＋（

２
３ω
ｇ１０３ｆ２－σ１－

１
２ωＰ１＋

　 ４３ω
ｇ１０２ｆ１）ｘ１＋ｔ２０９ｘ２ｘ３ｘ４＋（

２
３ω
ｇ１０３ｆ１＋

　 ４３ω
ｇ１０４ｆ２）ｘ３＋ｔ２０１ｘ

２
２ｘ３＋ｔ２０２ｘ

２
４ｘ１＋ｔ２０３ｘ１ｘ２ｘ４＋

　ｔ２０４ｘ
２
２ｘ１＋ｔ２０５ｘ

３
１＋ｔ２０６ｘ

２
１ｘ３＋ｔ２０７ｘ

２
３ｘ１＋

　ｔ２０９ｘ４ｘ２ｘ３＋ｔ２０８ｘ
３
３ （１４ｂ）
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ｄｘ３
ｄτ
＝－１２ｃ２ｘ３＋（

２
３ω
ｇ２０３ｆ１＋σ２－

１
２ωＰ２＋

　 ４３ω
ｇ２０４ｆ２）ｘ４＋ｔ３０９ｘ１ｘ３ｘ４＋（

２
３ω
ｇ２０３ｆ２＋

　 ４３ω
ｇ２０２ｆ１）ｘ２＋ｔ３０１ｘ

２
３ｘ４＋ｔ３０２ｘ

３
４＋ｔ３１０ｘ

２
４ｘ２＋

　ｔ３０４ｘ
２
１ｘ４＋ｔ３０５ｘ

２
１ｘ２＋ｔ３０６ｘ

２
３ｘ６＋ｔ３０７ｘ

２
２ｘ４＋

　ｔ３０８ｘ１ｘ２ｘ３＋ｔ３０３ｘ
３
２ （１４ｃ）

ｄｘ４
ｄτ
＝－１２ｃ２ｘ４＋（

２
３ω
ｇ２０３ｆ１－σ２－

１
２ωＰ２＋

　 ４３ω
ｇ２０４ｆ２）ｘ３＋ｔ４０９ｘ２ｘ３ｘ４＋（

２
３ω
ｇ２０３ｆ２＋

　 ４３ω
ｇ２０２ｆ１）ｘ１＋ｔ４０１ｘ

３
１＋ｔ４０２ｘ

３
３＋ｔ４０９ｘ２ｘ３ｘ４＋

　ｔ４０４ｘ
２
２ｘ１＋ｔ４０５ｘ

２
１ｘ３＋ｔ４０６ｘ

２
２ｘ３＋ｔ４０７ｘ

２
３ｘ１＋

　ｔ４０８ｘ１ｘ２ｘ４＋ｔ４０３ｘ
２
４ｘ３ （１４ｄ）

限于篇幅这里没有给出上述方程式系数的表达式．

２　周期运动与混沌运动数值计算

本节利用 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法对平均方程（１４）
进行数值计算．选择横向激励作为控制参数，研究
激励幅值对系统产生周期运动和混沌运动的影响．
图２所示为功能梯度材料板结构在参数和初始条
件分别为

图２　倍周期运动

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｅｐｅｒｉｏｄｍｏｔｉｏｎ

ｆ１＝７６．８５，ｆ２＝７．０２，σ１＝３．５６，σ２＝３．５，ｃ１＝０．６４，
ｃ２＝０．６４，Ｐ１＝８．８７，Ｐ２＝１２．１２，ｔ１０１＝０．６６，ｔ１０２＝０．３６，
ｔ１０３＝０．７１，ｔ１０４＝０．９６，ｔ１０５＝０．９７，ｔ１０６＝６．４，ｔ１０７＝０．５４，
ｔ１０８＝０．３７，ｔ１０９＝２１．８，ｔ１１０＝１２．４８，ｔ２０１＝８．０７１，ｔ２０２＝７．０６，
ｔ２０３＝２３．６，ｔ２０４＝０．９４６，ｔ２０５＝０．６８，ｔ２０６＝１６．３２，
ｔ２０７＝９．３６，ｔ２０８＝－０．６７６，ｔ２０９＝５．６，ｔ２１０＝－３．６７６，

ｔ３０１＝－６．９８，ｔ３０２＝－８．２１，ｔ３０３＝１１．３，ｔ３０４＝６．１５，
ｔ３０５＝－１１．３，ｔ３０６＝４．５５，ｔ３０７＝－１．９５，ｔ３０８＝８．３，
ｔ３０９＝１．３２，ｔ３１０＝４．１１９，ｔ４０１＝１１．３，ｔ４０２＝６．９８，
ｔ４０３＝６．１２４，ｔ４０４＝１１．３，ｔ４０５＝１．９５，ｔ４０６＝１１．３５，
ｔ４０７＝５．８１，ｔ４０８＝８．３，ｔ４０９＝１．３２，ｔ４１０＝９．９２７，
ｘ１０＝０．４４，ｘ２０＝１．５５，ｘ３０＝２．３５，

图３　概周期运动

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｍｏｔｉｏｎ

图４　混沌运动

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎ

时的数值结果，结果表明在该参数激励作用下，系

统为多倍周期运动，第二阶模态的幅值远比第一阶

模态的幅值大，这应该是模态耦合的结果，所以在

研究其非线性动力学行为时不能只考虑一阶模态
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的作用．固定其他参数值，只改变激励大小，当激励
幅值ｆ１＝８８．８５时，系统的非线性动力学响应如图
３所示，结果表明此时系统明显处于概周期的运动
状态，继续增大激励到 ｆ１＝１２６．８５时，系统由概周
期运动转变为混沌运动，图４为此时系统的平面相
图、波形图以及Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，其中图（４ｅ）为 Ｐｏｉｎ
ｃａｒｅ截面．从图２到图４的结果看，随着外激励的
增加，功能梯度材料板结构会出现由倍周期→概周
期→混沌运动的变化，而且系统的两阶模态的幅值
都会随着增大，所以我们可以改变外激励以控制其

运动形式．

３　结论

本文以两对边简支另两对边自由的功能梯度

材料板为研究对象，建立了考虑材料物性参数与温

度相关的、在热／机械载荷共同作用下的几何非线
性动力学方程，采用渐进摄动法对系统在１：１内共
振－主参数共振 －１／２亚谐共振情况下的非线性
动力学行为进行了摄动分析，得到系统的四自由度

平均方程．利用数值分析的方法得到系统的平面相
图、波形图和 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，研究了横向激励对系
统周期运动和混沌运动的影响．数值结果表明，选
取一定的参数和初始条件，只改变外激励时，该非

线性系统会出现倍周期－概周期－混沌运动．由此
可见该系统对外激励非常敏感，外激励是影响系统

运动形式的重要控制参数．
另外，第二阶模态的幅值远比第一阶模态的幅

值大，这应该是两阶模态耦合产生内共振的结果，

因此，研究该类结构的非线性动力学行为时不应该

只考虑一阶模态，而应考虑到前两阶甚至更多阶模

态的相互作用，以便于更好地利用或控制其运动形

式．
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ＦＧＭｐｌａｔｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｎａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００９，２８（６）：１５３～１５５（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

１４　ＡＭａｃｃａｒｉ．Ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｂｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍｓａｎｄｒｅｓｏ

ｎａｎｔｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＮｏｎＬｉｎｅａｒＭｅ

ｃｈａｎｉｃｓ，１９９８，３３：７１３～７２６

１５　ＡＭａｃｃａｒｉ．Ｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｎｏｎｌｉｎ

ｅａｒｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｓｙｓｔｅｍｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，１９９９：１９，１～８
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Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１０Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２０１０，ｒｅｖｉｓｅｄ１３Ａｐｒｉｌ２０１１．
ＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０９７２０２６，１０７３２０２０），ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＢｅｉｊｉｎｇ（１１１２０１３），ｔｈｅＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａ
ｔｉｏｎｏｆＢｅｉｊｉｎｇＭｕｎｉｃｉｐａｌＥｄｕｃａｔｉｏｎＣｏｍｍｉｓｓｉｏｎ（ＫＭ２０１０１０７７２００３），Ｂｅｉｊｉｎｇｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｏｆｈｉｇｈｅｒｌｅａｒｎｉｎｇｔａｌｅｎｔｅｄｕｃａｔｉｏｎｐｒｏｇｒａｍｐｒｏｊｅｃｔｆｏｕｎｄａ
ｔｉｏｎ（ＰＨＲ２００９０６２１３）

ＰＥＲＩＯＤＩＣＡＮＤＣＨＡＯＴＩＣＭＯＴＩＯＮＯＦＭＥＸＩＥＤＢＯＵＮＤＡＲＹ

ＦＧＭ ＰＬＡＴＥＷＩＴＨ１：１ＩＮＴＥＲＮＡＬＲＥＳＯＮＡＮＣＥ

ＨａｏＹｕｘｉｎ１　ＺｈａｎｇＷｅｉ２　ＺｈａｏＱｉｕｌｉｎｇ１

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＢｅｉｊｉｎｇＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１００１９２）

（２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉ１ｎｅｅｒｉｎｇ，ＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１００１４２）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　ＴｈｉｓｐａｐｅｒｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆＦＧＭｐｌａｔｅｗｉｔｈｔｗｏｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｏｐｐｏｓｉｔｅａｎｄｔｗｏ
ｆｒｅｅｅｄｇｅｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｔｈｅｉｎｐｌａｎｅａｎｄｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｏｓｅｍａｔｅｒｉａｌ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅＦＧＭｐｌａｔｅａｒｅａｓｓｕｍｅｄｔｏｂｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｗａｓｕｓｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｏｎａｎｔｃａｓｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ
ｈｅｒｅｉｓ１：１ｉｎｔｅｒｎａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅａｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｐａｒａｍｅｔｒｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ１／２ｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ．Ｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｗａｓｕｔｉｌｉｚｅｄｔｏｏｂｔａｉｎｆｏｕｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒａｖｅｒａｇｅｄｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｗａｓ
ｕｓｅｄｔｏｆｉｎｄｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅＦＧＭｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅ．Ｉｔｉｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃ，
ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｐｌａｔｅｓｕｎｄｅｒｃｅｒｔａｉｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．Ｉｔｉｓｔｈｏｕｇｈｔｔｈａｔｔｈｅｆｏｒｃｉｎｇ
ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓｃａｎｃｈａｎｇｅｔｈｅｆｏｒｍｏｆｍｏｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅＦＧＭｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅ．Ｉｔｉｓａｌｓｏｆｏｕｎｄｆｒｏｍｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍ
ｕｌａｔｉｏｎｓｔｈａｔｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｍｏｄｅｆｏｒｔｈｅＦＧＭｐｌａｔｅｉｓｍｕｃｈｌｅｓｓｔｈａｎｔｈａｔｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｍｏｄｅｉｎｔｈｅ
ｇｉｖｅｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．Ｉｔｍｅａｎｓｔｈａｔｗｅｍｕｓｔｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｓｅｃｏｎｄｍｏｄｅｗｈｅｎｔｈｅｉｎｔｅｒｎａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅｏｃｃｕｒｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｍａｔｅｒｉａｌｐｌａｔｅ，　ｍｉｘｅｄｂｏｕｎｄａｒｙ，　ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｓ，　ｉｎｔｅｒｎａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅ
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