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稳定性切换点法在时滞系统的鲁棒稳定性中的应用

狄成宽

（南京工程学院应用数学研究所，南京　２１１１６７）

摘要　讨论了一类参数与时滞相关的时滞系统的鲁棒稳定性．在“稳定性切换几何判据法”的基础上提出了

“稳定性切换点法”，使用该方法可得到相应方程零解稳定的参数变化区域．针对向日葵方程这一实际例子，

利用文中所提出的方法并结合Ｍａｐｌｅ软件作图可以容易地得到稳定性区域和不稳定性区域以及两区域的分

界线、Ｈｏｐｆ分岔点等；进一步通过对时滞大小的调控得到方程零解的鲁棒稳定性．

关键词　时滞，　稳定性切换，　切换点，　稳定性区域，　鲁棒稳定性

引 言

稳定性是许多实际系统的基本要求．由于系统
的约化，系统参数测量误差以及环境变化等原因，

常常难以得到系统参数的精确值，但可以确定它们

在一定范围（如给定参数取值区间）内取值；实际

系统常常要求稳定性应具有鲁棒性，使得系统在规

定范围内对参数的任意组合总是稳定的［１，２，３，４］．鲁
棒稳定性是目前时滞系统控制论所关心的中心问

题之一，通常采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数（泛函）法或特征
根分析法来研究．前者中，特别是以 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法
为基础的ＬＭＩ（线性矩阵不等式）方法近年来得到
了较大的发展，如文［５］［６］等采用线性矩阵不等
式法讨论了一类不确定性的区间系统的鲁棒稳定

性问题；文［７］［８］［９］则用向量比较方法分析了线
性时变系统的区间稳定性和鲁棒稳定性，得到了一

些结果；而文［１０］利用矩阵测度研究时变系统的
区间稳定性和具有非线性时变摄动的线性时变系

统的鲁棒稳定性，所得到的稳定性判别准则与文［７
－９］相比互有优势．特征根分析法的重要进展是棱
边定理；对固定时滞，Ｆｕ等人证明了一个棱边定
理［１１］：要使滞后型时滞系统的拟多项式组成的多

胞形稳定当且仅当其各棱边稳定．这一结果又被推
广到中立型时滞系统［１２］．但对于某些时滞系统，特
别是参数与时滞相关的时滞系统，其鲁棒稳定性仍

是一个困难的研究课题，这方面也少见国内外的研

究报告．

本文研究滞后型时滞系统平衡点的鲁棒稳定

性，对应的特征方程具有形式

Ｐ（λ，τ）＋Ｑ（λ，τ）ｅ－λτ＝０ （１）

其中Ｐ（λ，τ），Ｑ（λ，τ）为关于λ的多项式，且ｄｅｇＰ

（λ，τ）＞ｄｅｇＱ（λ，τ）．假定特征拟多项式 Ｐ（λ，τ）

＋Ｑ（λ，τ）ｅ－λτ依赖于参数 ａ，ｂ，ｃ…等和时滞 τ．已

知当ａ＝ａ０，ｂ＝ｂ０，τ＝τ０时，所有特征根都具有负

实部，从而系统对应的平衡点是渐近稳定的．考虑

到系统参数值ａ＝ａ０，ｂ＝ｂ０，τ＝τ０有一定程度（如

ｒ％）的误差，那么参数在各自区间

ａ∈［ａ，ａ］：［ａ０（１－ｒ％），ａ０（１＋ｒ％）］

ｂ∈［ｂ，ｂ］：［ｂ０（１－ｒ％），ｂ０（１＋ｒ％）］

τ∈［τ，τ］：［τ０（１－ｒ％），τ０（１＋ｒ％）］

取值；鲁棒稳定性分析就是要判断是否对所有ａ∈
［ａ，ａ］，ｂ∈［ｂ，ｂ］以及 τ∈［τ，τ］，特征拟多项式的

根总是具有负实部．对于（１）式Ｂｅｒｅｔｔａ和Ｋｕａｎｇ［１３］

提出了一种稳定性分析的几何方法；在此基础上，

我们提出了一种称之为“稳定性切换点法”的方法

来确定时滞系统的稳定性区域，进而研究其鲁棒稳

定性；并将该方法应用于向日葵方程中，探讨其鲁

棒稳定性．

本文安排如下：第一部分利用稳定性切换几何

判据法提出了“稳定性切换点法”；第二部分根据

第一部分所提出的方法讨论了向日葵方程零解的

稳定性区域并进一步讨论其鲁棒稳定性；最后是总

结．
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１　稳定性切换点方法

文［１３］针对特征方程（１）提出了一种几何判

别法，即引入一辅助函数

Ｓｊ（τ）＝τ－τｊ，ｊ＝０，１，２，… （２）

通过该函数的零点求出可能切换点τ的值，并根据

相关结论由
ｄＳｊ
ｄτ
在临界点处符号即可判别稳定性切

换方向；进而求出切换点、稳定性区间和不稳定性

区间．由稳定性切换公式（２）可求得稳定性切换

点．对于Ｓｊ的零点τ值，即Ｓｊ＝０；理论上τ总可以

表示为

τ＝τ（ａ，ｂ，ｃ，…） （３）

即切换点τ值是ａ，ｂ，ｃ等参数的函数．在使Ｓｊ有意

义ａ，ｂ，ｃ定义域范围内，根据隐函数理论可知，函

数τ＝τ（ａ，ｂ，ｃ，…）是连续的．
如果通过公式（２）可证明原方程的零解只有

唯一稳定性切换点，那么我们可以预先设定一个切

换点τ０值代入（３）式，这样便得到一个关于参数

ａ，ｂ，ｃ等的方程，作出该方程对应曲线或曲面图
等，这些曲线或曲面将参数平面或空间划分为一系

列的小区域．在该曲线图上点的参数所决定的切换

点值为τ０，而在每一个区域内，参数所决定的切换

点值应保持始终 τ＞τ０或 τ＜τ０．然而我们感兴趣

的是τ＞τ０的那一侧；因为在这一区域内，参数 ａ，

ｂ，ｃ的取值使得切换点值大于 τ０，当取 τ≤τ０时显

然在该区域内方程的零解是稳定的，这样我们就得

到了参数的稳定性区域．这里为说明“零解只有唯
一稳定性切换点”的有效性，根据文［１３］中切换点
的判别法定理，我们可得如下结论：

推论１：　如果Ｓｊ满足不等式 Ｓ′ｊ＝
ｄＳｊ
ｄτ
＞０，则特征

方程（１）对应的时滞方程零解只有唯一稳定性切

换点，且该切换点由Ｓ０＝０产生．

由推论１可得：如果稳定性区域的边界曲线具
有单调性，则对于参数的一个给定区间，可以反过

来求出相应的 τ０值，使当 τ≤τ０时、在这些区间内

零解是稳定的．这样即得到零解的鲁棒稳定性区
间．

２　向日葵方程的鲁棒稳定性

２．１　向日葵方程的稳定性讨论

我们先利用稳定性切换几何判据法［１３］来讨论

向日葵方程零解的稳定性．文［１４］讨论了如下的
向日葵方程Ｈｏｐｆ分岔的存在性和周期解的全局存
在性条件．

ｘ̈＋ａ
τ
ｘ＋ｂ
τ
ｓｉｎｘ（ｔ－τ）＝０　（ａ＞０，ｂ＞０）（４）

其线性化形式的特征方程为

λ２＋ａτλ
＋ｂ
τ
ｅ－λτ＝０ （５）

当λ＞０时，上式可同解变形为

τλ２＋ａλ＋ｂｅ－λτ＝０ （６）

对（６）式而言，当τ＝０时λ＝－ｂａ＜０；于是当τ在

τ＝０的充分小的领域内时，由（６）式确定的λ应满
足Ｒｅ（λ）＜０．由于（５）式与（６）式在 τ＞０时的同
解性，故对于充分小的τ，（５）式的λ应满足Ｒｅ（λ）
＜０，即当τ→０时，有 Ｒｅ（λ）＜０．所以对充分小的

τ值（４）式的平衡点是稳定的．根据文［１５］也同样
可得：当τ→０时，有Ｒｅ（λ）＜０；令λ＝ｉω代入（５）
式，可得

－ω２τ＋ｉａω＋ｂ（ｃｏｓωτ－ｉｓｉｎωτ）＝０
分离实部与虚部并利用ｓｉｎ２ωτ＋ｃｏｓ２ωτ＝１可得

Ｆ（ω，τ）＝τ２ω４＋ａ２ω２－ｂ２＝０ （７）
由文［１３］可定义函数

Ｓｊ＝τ－
θ＋ｊ２π
ω
，　ｊ＝０，１，２，…

并且

ｔａｎθ＝ａτω
（８）

解方程（７），得

ω２＝－ａ
２＋ ａ４＋４τ２ｂ槡

２

２τ２
（９）

对τ求导，得

ωω′＝ａ
２ ａ４＋４τ２ｂ槡

２－ａ４－２τ２ｂ２

２τ３ ａ４＋４τ２ｂ槡
２

（１０）

令Ｓｊ＝０，求得零点记 τｊ，则得 θ＋ｊ２π＝τω．Ｓｊ对 τ
求导可得

Ｓ′ｊ＝１＋
ω′
ω２
（θ＋ｊ２π）－１ωθ

′＝１＋τω′
ω
－１
ω
·

－ａ
ａ２＋τ２ω２

（ω＋τω′）＝ω
２＋τωω′
ω

（１＋ ａ
ａ２＋τ２ω２

）

由（９）式及（１０）式可得

２１１
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ω２＋τωω′＝ ａ
４＋４τ２ｂ槡

２－ａ２

２τ２
＋

　τａ
２ ａ４＋４τ２ｂ槡

２－ａ４－２τ２ｂ２

２τ３ ａ４＋２τ２ｂ槡
２

＝

　 ２τ２ｂ２

２τ２ ａ４＋４τ２ｂ槡
２
＞０

因为ａ＞０，所以Ｓ′ｊ＞０；由前面推论１可知，Ｓ０的零
点即为方程（４）的第一个稳定性切换点且也是唯

一的．由Ｓ０＝τ－
θ
ω
＝０，得τ，ａ，ｂ的方程为θ＝τω，

把ｔａｎθ＝ｔａｎ（τω）代入（８）式，得τ，ａ，ｂ的方程为：
ａ
τω
＝ｔａｎ（τω） （１１）

结合（９），方程（１１）确定一个隐函数 τ＝τ（ａ，ｂ）且
连续．
２．２　向日葵方程的稳定性区域

现在考虑对任意的τ，记

Ｈ（ａ，ｂ，τ）＝ ａ４＋４τ２ｂ槡
２－ａ槡

２ｔａｎ（槡２２·

ａ４＋４τ２ｂ槡
２－ａ槡

２）－槡２ａ＝０ （１２）
对于方程（１２），我们有下列两个结论：
命题１：　方程Ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０所确定的τ对ｂ的函
数τ＝τ（ａ，ｂ）的偏导数τ／ｂ＜０．

证：由隐函数理论求导得：
τ
ｂ
＝－
Ｈｂ
Ｈτ
＝－τｂ＜

０，即τ是ｂ递减函数，则结论成立．
该命题即说明了越靠近横轴 ａ的下端区域部

分其切换点值τ越大．

引理：函数ｆ（ｘ）＝ｔａｎｘｘ ＋ｓｅｃ
２ｘ，当ｘ＞０时，有ｆ（ｘ）

＞０．

证：ｆ（ｘ）＝ｘ＋ｓｉｎｘｃｏｓｘ
ｘｃｏｓ２ｘ

，令φ（ｘ）＝ｘ＋ｓｉｎｘｃｏｓｘ，

则φ（０）＝０，φ′（ｘ）＝１＋ｃｏｓ２ｘ≥０，即φ（ｘ）为递增
函数，所以当 ｘ＞０时，φ（０）＞φ（０）．因此当 ｘ＞０
时，有ｆ（ｘ）＞０．
命题２：　方程Ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０所确定的ｂ对ａ的偏导
数ｂ／ａ，即Ｈ＝０确定了一个ｂ对ａ的递增函数．

证：我们记
１

槡２
ａ４＋４τ２ｂ槡

２－ａ槡
２＝ｘ，由引理及隐函

数理论求导可得

ｂ
ａ
＝－

Ｈａ
Ｈｂ
＝ － ａ

２ｂτ２
（ ａ４＋４τ２ｂ槡

２ －ａ２）＋

ａ４＋４τ２ｂ槡
２

２ｂτ２
［

槡２ｔａｎ（
１

槡２
ａ４＋４τ２ｂ槡

２－ａ槡
２）

ａ４＋４τ２ｂ槡
２－ａ槡

２
＋ｓｅｃ２（－

１

槡２
ａ４＋４τ２ｂ槡

２－ａ槡
２）］

该结果的前一项大于零，后一项中括号项为
ｔａｎｘ
ｘ ＋

ｓｅｃ２ｘ＞０，因此有ｂ
ａ
＞０．故得命题２成立．

当τ分别取２和０．５时，作出（１２）式隐函数图
形如图１和图２即可验证两命题的合理性，其中 ａ
为横轴，ｂ为纵轴．

图１　ｔａｕ＝２时，方程（１２）的图形

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｐｏｌｔｏｆＥｑ（１２）ｆｏｒｔａｕ＝２

图１　ｔａｕ＝０．５时，方程（１２）的图形

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｐｏｌｔｏｆＥｑ（１２）ｆｏｒｔａｕ＝０．５

为讨论方程（４）零解的稳定性区域，取 τ＝１
代入（１２）式，得到一个ａ，ｂ的方程，记为

Ｈ（ａ，ｂ，１）＝ｈ（ａ，ｂ）＝ ａ４＋４τ２ｂ槡
２－ａ槡

２ｔａｎ

（槡
２
２ ａ４＋４τ２ｂ槡

２－ａ槡
２）－槡２ａ＝０ （１３）

通过 Ｍａｐｌｅ软件对方程（１３）作图，如下图３．
由于ａ＞０，ｂ＞０，因此我们仅在第一象限考虑稳定
性问题．

如图３所示：曲线ｈ（ａ，ｂ）＝０把第一象限分为
三个区域部分，记为Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ．我们在区域Ⅰ部分
取点 Ａ（１，３），由公式 Ｓ０＝τ－τ０＝０，解得 τ＝０．
３７８３１；

我们在区域Ⅱ部分取点 Ｂ（１，２），同样可解得

３１１
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切换点为：τ＝０．５６７４６；
在区域Ⅲ部分取点 Ｃ（２，１．２），Ｄ（３，２），分别

解得切换点τ＝２．０３８４２和１．９２４８．

图３　切换点τ＝１的ａ，ｂ关系曲线图，横轴为ａ、纵轴为ｂ

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｐｌｏｔｏｆａｖｓｂｗｉｔｈτ＝１，ａｂｅｉｎｇｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｘｉｓ，

ｂｂｅｉｎｇｖｅｒｔｉｃａｌａｘｉｓ

由上述讨论可知，图中区域Ⅲ部分即为方程
（４）对于参数 ａ，ｂ变化范围的稳定性区域，这里 τ
∈［０，１］．因此当 τ＝１时，区域Ⅲ是方程（４）零解
的稳定性区域、而区域Ⅰ和Ⅱ是不稳定性区域，那
么区域Ⅱ与Ⅲ的边界、即 ｈ（ａ，ｂ）＝０上的点将产
生Ｈｏｐｆ分岔．论文［１６］中讨论了向日葵方程在点

τ＝１，ａ＝槡３１８π，ｂ＝
槡３
５４π

２和 τ＝１，ａ＝１．１８１４，ｂ＝２．

１９３的Ｈｏｐｆ分岔问题，而这两点正满足方程．
我们取 τ＝１，ａ＝１代入方程（１２），解得点坐

标为ｂ＝１．１３４９１，此即为区域Ⅱ与Ⅲ的边界曲线
上的一点．由此可得一稳定性区间为

τ∈（０，１］，ａ×ｂ＝［１，＋∞）×［０，１．１３４９］

图４　当ａ＝１，ｂ＝１．１，τ＝１时，ｘ＝０的时间历程图，

即零解是稳定的，但由于参数的取值紧靠鲁棒区间的边缘，

所以从图中可看出收敛速度很慢

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｘ＝０ｗｉｔｈａ＝１，ｂ＝１．１，τ＝１ａｎｄ

ｔｈｅｔｒｉｖｉａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｓｔａｂｌｅ

我们固定τ＝１，ａ＝１，而分别取 ｂ＝１．１和１．
２，这样的取值分别落入 τ，ａ，ｂ的稳定性区间内和
外．把τ＝１，ａ＝１，ｂ＝１．１代入方程（４）可作其时间
历程图如图４．同样把 τ＝１，ａ＝１，ｂ＝１．２（此时 ａ
＝１，ｂ＝１．２落入图３中区域Ⅱ部分）代入方程（４）

可得时间历程图如图５．

图５　当ａ＝１，ｂ＝１．２，τ＝１时，ｘ＝０的时间历程图，即零解不稳定

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｘ＝０ｗｉｔｈａ＝１，ｂ＝１．２，τ＝１，

ａｎｄｔｈｅｔｒｉｖｉａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｕｎｓｔａｂｌｅ

２．３　鲁棒稳定性
我们取定如下ａ，ｂ的分布区间：
ａ×ｂ＝［２，＋∞）×［０，１．５］

这样的矩形域其左上角点为（２，１．５），代入公式 Ｓ０

＝τ－θω
，计算得切换点为 τ０＝１．６３１，于是根据命

题１及２可求得方程（４）平衡点的鲁棒稳定性区间
为

τ∈（０，１．６３１），ａ×ｂ＝［２，＋∞）×［０，１．５］
对于区间内外参数的取值，可作方程（４）零解的时
间历程图如下：图６－图１０．

图６　ｔａｕ＝１．５，ａ＝２，ｂ＝１．４８

Ｆｉｇ．６　ｔａｕ＝１．５，ａ＝２，ｂ＝１．４８

图７　ｔａｕ＝１．６３，ａ＝２．０５，ｂ＝１．４６

Ｆｉｇ．７　ｔａｕ＝１．６３，ａ＝２．０５，ｂ＝１．４６

在上述得到的稳定性区间

τ∈（０，１．６３１），ａ×ｂ＝［２，＋∞）×［０，１．５］
内取值τ＝１．２，ａ＝２，ｂ＝１，这是方程（４）零解的一
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个稳定点，若该值有 ±２０％变动时，我们要检验系
统对ａ∈［１．６，２．４］，ｂ∈［０．８，１．２］，τ∈［０．９６，１．
４４］的稳定性．

图８　ｔａｕ＝１．６，ａ＝２．ｂ＝１．５

Ｆｉｇ．８　ｔａｕ＝１．６，ａ＝２．ｂ＝１．５

图９　ｔａｕ＝１．６４，ａ＝１．９，ｂ＝１．５

Ｆｉｇ．９　ｔａｕ＝１．６４，ａ＝１．９，ｂ＝１．５

图１０　ｔａｕ＝１．６４，ａ＝２，ｂ＝１

Ｆｉｇ．９　ｔａｕ＝１．６４，ａ＝２，ｂ＝１

首先把ａ，ｂ变化范围矩形域的左上角点（１．６，

１．２）代入公式 Ｓ０＝τ－
θ
ω
＝０，计算得切换点 τ０＝

１．５８９３．由第一部分的讨论及推论１可知：当ττ０
时，ａ，ｂ的取点（１．６，１．２）依然使系统零解保持稳

定性；而对于ａ１．６，ｂ１．２，由命题１和２可知此
时不可能再产生切换点；故可得方程（４）零解对于

τ＝１．２，ａ＝２，ｂ＝１的变化幅度为 ±２０％的鲁棒稳

定性区间为：

τ∈［０．９６，１．４４］，ａ∈［１．６，２．４］，ｂ∈［０．８，１．２］．

３　结论

关于时滞系统平衡点的局部稳定性，自从文

［１７］提出了稳定性切换原理以来，引起了很大的
关注、也给相应稳定性的讨论带来了很大的方便．
文［１８］讨论了参数与时滞相关的时滞系统稳定性
的最终稳定性问题，得出最终可能稳定也可能不稳

定的结论．而参数与时滞无关的系统若发生稳定性
切换，则切换次数一定有限，且最终不稳定［１９］［２０］．
可见参数与时滞有无关系对方程零解的最终稳定

性影响有着巨大的差异．这也说明了前者稳定性的
讨论更为困难、更加复杂，后者有关鲁棒稳定性的

讨论有很多，可见文［３，４，６，１１］等；而前者使用稳
定性切换原理这一工具讨论鲁棒稳定性的文章还

未见到．因此本文所讨论的参数与时滞相关的时滞
系统的稳定性区域和鲁棒稳定性这一问题，如前所

述：本身具有挑战性和重大意义．
本文所提出的“稳定性切换点法”，并通过对

向日葵方程这一参数与时滞相关的时滞系统的例

子得到了其零解稳定性的参数变化区域，说明了它

对于参数与时滞相关的时滞系统稳定性区域及其

鲁棒稳定性的讨论的有效性．同时也要注意到该方
法有待进一步发展，也就是说在该方法的应用中对

于非恒为正值是值得进一步探讨的．
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