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多自由度局部非线性系统频域响应

及非线性位置的辨识方法

姚红良　韩清凯　冯霏　闻邦椿
（东北大学机械工程与自动化学院，沈阳　１１０００４）

摘要　研究了因与外部接触而发生局部非线性的动力学系统．基于ＮＯＦＲＦ理论，对系统中出现的各次谐波

分量进行研究，推导出了该类系统各自由度各阶谐波分量的表达式．证明了该类动力学系统中各自由度之

间高次谐波分量的与原线性系统动柔度矩阵的相关元素成正比关系，并据此提出了一种简洁的局部非线性

位置的辨识方法．采用这种方法，可以通过结构体中任意两个部位之间的高次谐波分量的比值关系，经过一

次谐波激励而辨识出非线性的具体位置．对一个多自由度系统进行数值仿真，验证了该方法的有效性．
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引 言

工程中的大部分结构需要用多自由度模型来

模拟．很多情况下，结构本身为线性或近似线性，但
是因为接触等原因，会产生局部非线性．这些局部
非线性会使结构的动力学特性表现出非线性特性，

出现二倍频、三倍频等高次谐波［１］．
典型的因接触而产生非线性的工程实例有：齿

轮接触中因齿侧间隙发生碰撞［２］；梁或桁架结构等

与外界发生接触［３］等．利用频域方法进行局部非线
性系统的机理研究，可以很方便地求解出系统中各

自由度的各阶频率分量的构成，从而有利于该类系

统的辨识，但是目前的非线性系统频域研究尚不完

善，传统的分析方法，如渐近法等摄动方法，仅能分

析一维或二维非线性系统；谐波平衡法和增量谐波

平衡法等在自由度较多时需要处理系数方程的迭

代求解．因此，迫切需要研究新的能够适用于高维
非线性系统的频域分析方法．

非线性输出频率响应函数（ＮＯＦＲＦ），是新近
提出的一种基于 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数，用来分析非线性系
统的方法［４，５］．采用该方法能够简便地求得非线性
系统的各阶频率组成部分．目前该方法在局部非线
性多自由度系统的机理分析和响应等方面都得到

了应用．Ｐｅｎｇ等应用 ＮＯＦＲＦ方法分析了单自由度
和含内部非线性的链式多自由度系统的动力学问

题，并提出了基于 ＮＯＦＲＦ的局部非线性位置的辨

识方法［６，７］．这些研究，有力地证明了 ＮＯＦＲＦ在局
部非线性系统理论分析和辨识中的有效性．

因与外界接触而形成局部非线性的多自由度

系统在工程中很常见，从动力学模型角度，这类局

部非线性相当于在原有线性系统中增加了非线性

力，作用点为发生接触的部位，非线性力的表现形

式为分段线性非线性函数或者其它形式的分段函

数．目前对于这类非线性系统，尚未见应用 ＮＯＦＲＦ
方法进行分析的报道．因此本文针对该类模型，基
于ＮＯＦＲＦ理论，对系统中出现的各次谐波分量进
行研究，推导出了该类系统各自由度各阶谐波分量

的表达式．通过研究，证明了该类动力学系统中各
自由度之间高次谐波分量的与原线性系统频率响

应函数矩阵的相关元素成正比关系，并据此提出了

一种简洁的局部非线性位置的辨识方法．采用这种
方法，可以通过结构体中任意两个部位之间的高次

谐波分量的比值关系，经过一次谐波激励而辨识出

非线性的具体位置．对一个多自由度系统进行数值
仿真，验证了该方法的有效性．

１　结构的动力学模型及接触力的多项式拟合

工程中的大多数结构都可以用多自由度动力

学模型来描述，其动力学模型如：

ＭＹ¨＋ＣＹ·＋ＫＹ＝Ｕ （１）
其中，Ｍ为质量矩阵，Ｃ为阻尼矩阵，Ｋ为刚度矩
阵，Ｙ为振动响应向量，Ｕ为激励向量．
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许多情况下，结构会因振动而与外界发生接

触，其接触力往往为分段线性非线性函数，其表达

式为：

Ｆ（ｙ）＝

ｋｎｏｎｌｉｎｅｒ（ｙ－ｅ）　ｙ＞＝ｅ

０　　　　　－ｅ＜ｙ＜ｅ
ｋｎ（ｙ＋ｅ）

{
　　ｙ＜＝－ｅ

（２）

其中，ｋｎ为接触刚度，ｅ为间隙量．
根据魏尔施特拉斯逼近定理（ＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓＡｐ

ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｅｍ）［８］，形如式 ２）的分段线性非
线性函数可以展开成多项式级数的形式，即．

Ｆ（ｙ）≈∑
Ｎ

ｉ＝１
ｋｎｉｙ

ｉ

因此，在某一点因接触产生局部非线性的多自

由度系统的运动微分方程可以写作下式：

ＭＹ¨ ＋ＣＹ· ＋ＫＹ＋Ｋｎ（Ｙ）＝Ｕ （３）

其中，Ｋｎ（Ｙ）＝［０，…，

}

０　∑
∞

ｉ＝１
ｋｎｉｙ

ｉ
Ｌ　０，…，０］，Ｌ为局

部非线性的位置．因为很多情况下，系统的激励为
单点的简谐激励，则的表达式为：

Ｕ＝［０，…，

}

０
Ｒ－１

　Ａｅｊωｔ　０，…，０］ （４）
其中Ｒ为激励位置，Ａ为激励幅值，ω为激振频率．

２　简谐激励下局部非线性多自由度系统的
非线性输出频率响应函数

根据 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数理论，非线性系统中各自由
度响应ｙａ可以展开成Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的形式

［９］，即：

ｙａ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｎ＝１
∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｈａｎ（τ１，…，τｎ）Π

ｎ

ｔ＝１
ｕ（ｔ－τｉ）ｄτｉ＝

　∫
∞

－∞
ｈａ１（τ１）ｕ（ｔ－τ１）ｄτ１＋∫

∞

－∞∫
∞

－∞
ｈａ２（τ１，τ２）ｕ（ｔ－

　τ１）ｄτ１ｄτ２＋∫
∞

－∞∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｈａ３（τ１，τ２，τ３）ｕ（ｔ－τ１）ｕ（ｔ－

　τ２）ｕ（ｔ－τ３）ｄτ１ｄτ２ｄτ３＋… （５）
Ｌａｎｇ等经过研究，得出了非线性系统的输出

频率响应函数表达式［４，５］，即对于输入形式为ｕ（ｔ）
＝ＡｅｊωＦｔ＋β的系统，其频域响应为：

ｙａ（ｊｋωＦ）／２＝ ∑
（Ｎ－ｋ＋１）／２

ｎ＝１
ＧＨａ，ｋ＋２（ｎ－１）（ｊｋωＦ）×

　　Ａｋ＋２（ｎ－１）　　（ｋ＝０．１，…，Ｎ） （６）

ＧＨａ，ｎ（ｊ（－ｎ＋２ｌ）ωＦ）＝Ｈａｎ（ｊωＦ，ｊωＦ，…，ｊωＦ        ，
ｌ

－ｊωＦ，－ｊωＦ，…，－ｊωＦ          ，
ｎ－ｌ

） （７）

Ａｎ（ｊ（－ｎ＋２ｌ）ωＦ）＝

　１
２ｎ

ｎ！
ｌ！（ｎ－ｌ）！｜Ａ｜

ｎｅｊ（－ｎ＋２ｌ）β （８）

因此，只要求出各阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的核 Ｈａ１
（ω１）、Ｈａ２（ω１，ω２）、Ｈａ３（ω１，ω２，ω３）、…，即可求得
各自由度的频率域响应．

各阶Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数核可以通过谐波检测的方法求
得［７］．对于形如式３）的多自由度系统Ｊ，假设激励点
在位置Ｌ，局部非线性在位置，则采用谐波检测的方
法，可以求得各阶Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的核如下：

Ｈ１１（ω１）

Ｈ２１（ω１）

　…
Ｈｎ１（ω１




















）

＝Ｅ１（ｊω１）０…

}

０
Ｊ－１

　１　０…

}

０{ }
ｎ－Ｊ

Ｈ１Ｎ（ω１，ω２，…，ωＮ）

Ｈ２Ｎ（ω１，ω２，…，ωＮ）

　　…
ＨｎＮ（ω１，ω２，…，ωＮ




















）

＝Ｅ１（ｊ（ω１＋ω２＋… ＋

ωＮ））× ０…

}
０

Ｌ－１

　ΛＮ（ω１，ω２，…，ωＮ）　０…

}

０{ }
ｎ－Ｌ

Ｔ （９）
其中，ΛＮ（ω１，ω２，…，ωＮ）为由 ω１，ω２，…，ωＮ组成
的函数．

３　基于非线性输出频率响应函数特性的局
部非线性辨识方法

３．１　局部非线性多自由度系统高次谐波的性质
由于：

Ｅ１（ｊω）＝［Ｋ＋ΔＫ＋ｊωＣ－ω
２Ｍ］－１ ＝

Ａ１
｜Ｋ＋ΔＫ＋ｊωＣ－ω２Ｍ｜

，Ａ１ 为 Ｋ＋ΔＫ＋ｊωＣ－ω
２Ｍ

的伴随矩阵．在ｉ＝ｊ＝Ｌ时，ΔＫｉｊ＝ｆ（ｋｌ），其余位置
ΔＫｉｊ＝０．

可以看出，该类非线性系统除第一阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ
级数核外，其他的Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数核（高阶）的值等于
Ｅ１（ｊ（ω１，ω２，…，ωＮ））的第 Ｌ列乘以一个由 ΛＮ
（ω１，ω２，…，ωＮ）构成的系数，而与激励点位置无
关．因此，由第（９）式得出：

ＨｉＮ（ω１，ω２，…，ωＮ）
ＨｋＮ（ω１，ω２，…，ωＮ）

＝
ＥｉＬ（ｊ（ω１，ω２，…，ωＮ））
ＥｋＬ（ｊ（ω１，ω２，…，ωＮ））

（１０）

根据式（１０），结合式（６）－（８），可以得出以下
结论：

Ｙｉ（ｊｋω）
Ｙｋ（ｊｋω）

＝
ＥｉＬ（ｊｋω）
ＥｋＬ（ｊｋω）

　ｋ＞２ （１１）

考虑原线性系统的频响函数，设 Ｅ（ｊω）＝［Ｋ

＋ｊωＣ－ω２Ｍ］－１＝ Ａ

｜Ｋ＋ｊωＣ－ω２Ｍ｜
，Ａ为 Ｋ＋ｊωＣ

８０１
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－ω２Ｍ的伴随矩阵．则 ＡｉＬ＝Ａ１ｉＬ，即两个伴随矩阵
在第Ｌ列相等．因此：

Ｙｉ（ｊｋω）
Ｙｋ（ｊｋω）

＝
ＥｉＬ（ｊｋω）
ＥｋＬ（ｊｋω）

＝
Ａ１ｉＬ
Ａ１ｋＬ
＝
ＡｉＬ
ＡｋＬ
＝
ＥｉＬ（ｊｋω）
ＥｋＬ（ｊｋω）

（１２）

由此推导出该类局部非线性多自由度系统响应

的一个重要关系，即：局部非线性多自由度系统各自

由度稳态响应中高次谐波分量之比，等于原来线性

系统动柔度矩阵中第Ｌ列相应位置元素值之比．
３．２　基于高次谐波的诊断方法

由于局部非线性系统的稳态高次谐波响应满

足式（１２），因此提出以下的局部非线性位置辨识
方法：

１）对结构体任意一点进行简谐激励激振或利
用结构本身产生的简谐激振，测得结构体任意两个

位置的振动响应，如梁结构的第一点和最末一点；

求其任一高次谐波分量的值，如３次谐波，取该两
个位置的高次谐波为ｙ１（ｌω），ｙｋ（ｌω）；
２）根据系统的结构参数或经过测试，求出原

线性系统的动柔度矩阵Ｅ（ｊｌω）；
３）建立下式：

δ＝
ｙｉ（ｌω）
ｙｋ（ｌω）

－
Ｅｎ，ｉ（ｊｌω）
Ｅｎ，ｋ（ｊｌω）

　ｎ＝１，２，…，Ｎ （１３）

４）求出的δ最小时的ｎ即为局部非线性的位置．
３．３　诊断方法的数值验证

以图１所示的７自由度弹簧质量系统为例：设
ｍｉ＝１，ｋｉ＝１００ｉ，ｃｉ＝ｉ，假设激振力发生在质量 ２
上，非线性发生在第５点，其非线性表达式形如式
２），其中，ｅ＝２．５．当ｋｎ＝１ｅ１，激振力Ｆ（ｔ）＝１ｅ２ｅ

ｊωｔ

时，设激振频率为ω＝１，２，…，１０，则求得激振频率
不同时的δ变化如图２ａ）和图２ｂ）所示．

图１　局部非线性的７自由度非线性系统模型

Ｆｉｇ．１　Ｌｏｃａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅ７ｄｅｇｒｅｅｓｏｆ

ｆｒｅｅｄｏｍｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ

该方法不仅对弱非线性系统有效，对于较强的

非线性系统，只要能够求出稳态周期解，则该方法

同样有效，如当 ｋｎ＝１ｅ３，激振力 Ｆ（ｔ）＝１ｅ３ｅ
ｊωｔ时，

设激振频率为 ω＝１，２，…，１０，则求得激振频率不
同时的δ变化如图３ａ）和图３ｂ）所示．

可见，除ω＝５时以外，都能准确辨识出局部

非线性的位置．ω＝５时方法失效的原因是此时系
统处于拟周期状态，没有周期解．

在事先获知结构的线性动力学模型的情况下，

该方法能够通过很少的几个测点测得的系统高次

谐波响应，很简洁地辨识出局部非线性的位置．例
如对于大型旋转机械，只能在轴承支撑部位和其他

少数位置安置传感器，目前较常采用的模型诊断方

法，为保证诊断结果的精确性需要三个以上的测点

位置，测点较少时诊断误差较大［１０，１１］；采用本方

法，即可利用轴承部位的少数传感器测得的高频响

应，辨识出碰摩等故障的具体位置．

图２　激振频率不同时辨识方法的结果

Ｆｉｇ．２　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｓｎｏｔｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｂｏｔｈ

图３　激振频率不同时辨识方法的结果

Ｆｉｇ．３　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｓｎｏｔｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｂｏｔｈ

４　结论

（１）通过ＮＯＦＲＦ方法，推导了局部非线性多
自由度系统的非线性输出频率响应函数的具体表

达式，该方法可以在非线性较弱时用来进行各自由

度各阶频率分量．
（２）通过分析局部非线性多自由度系统的非

线性输出频率响应函数，得出了系统中高次谐波分

量与系统动柔度矩阵元素的对应关系．基于此，提
出了一种简单的基于系统稳态高次谐波分量的局

部非线性位置辨识方法．采用这种方法，可以通过
结构体中任意两个部位之间的高次谐波分量的比

值关系，经过一次谐波激励而辨识出非线性的具体

位置．对一个多自由度系统进行数值仿真，验证了
该方法的有效性．

９０１
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（３）该方法不止对分段线性非线性的局部非
线性系统有效，对于工程中出现的其他类型的局部

非线性，只要能用多项式形式拟合，便可以应用本

方法进行局部非线性位置的辨识．
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