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平面粘性流体扰动问题的变分原理及双正交关系
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摘要　通过引入不同的对偶变量，将粘性流体的扰动问题化为具有良好结构特性的可解耦 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．

利用可解耦Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统微分形式与积分形式的等价性，导出了粘性流体扰动问题的Ｈａｍｉｌｔｏｎ混合能变分

原理，并建立了本征函数系之间的双正交关系．
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引 言

钟万勰［１］利用结构力学与最优控制相模拟的

理论，将Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系引入弹性力学，建立了弹性
力学求解新体系．在此之后，诸多学者拓展了新体

系方法，理性求解了许多力学问题［２－１９］．对于各向

同性平面弹性问题，罗建辉发现文献［１］中的正交

关系可以分解为两个对称的、独立的子正交关

系［９－１０］，后来将这种正交关系推广到厚板［１１］及薄

板理论［１２－１３］并导出了相应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ混合能变分

原理．罗指出在恰当选择对偶向量后，弹性力学的

新正交关系可以推广到三维弹性力学［１４］和三维应

力偶问题［１５］．

分析平面粘性流体的波扰动解是研究湍流产

生机制的一条途径，传统研究方法是在Ｌａｇｒａｎｇｅ体

系欧式空间中进行的．马坚伟将哈密顿体系通过变

分原理引入平面粘性流体扰动问题［１６］中．本文通

过利用变换矩阵，将上述粘性流体的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统

化为可解耦Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，即 Ｕ· ＝
０　Ｓ
Ｗ　( )０的形式，

其中Ｈ＝
０　Ｓ
Ｗ　( )０是斜对角 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子．与文献

［１６］中的算子矩阵相比，斜对角 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子的

主对角元是零算子，而且斜对角元是对称算子．基
于上述特性，可以建立粘性流体波扰动问题的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ混合能变分原理，可理性推导可解耦

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统本征函数系间的双正交关系．

１　哈密顿体系与平面粘性流体问题

在平面直角坐标系下，不可压粘性流体的波扰

动问题具有如下Ｈａｍｉｌｔｏｎ形式［１６］：

Ｖ·＝ＨＶ （１）

其中
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这里 ψＸ，ψＺ分别是 Ｘ和 Ｚ方向的速度分量；κＸＺ，

κＺ为应力分量．

按文献［１７］的思路，引入变换矩阵

Ｐ＝

０ ０ １ ０
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（Ｐ＝ＰＴ＝Ｐ－１）．

令Ｕ＝ＰＶ，则系统（１）可化为如下可解耦 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

形式［１７］：
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Ｕ· ＝ＨＵ （２）
其中

Ｈ＝ＰＨＰＴ＝
０　Ｓ
Ｗ　( )０，

Ｕ＝（κＺ，－ψＸ，ψＺ，κＸＺ）
Ｔ

且
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．

记Ｕｆ＝（κｚ，－ψｘ）
Ｔ，Ｕｇ＝（ψｚ，κｘｚ）

Ｔ，可得到：

Ｕ·ｆ＝ＳＵｇ，Ｕ
·

ｇ＝ＷＵｆ （３）
（３）式即为原微分系统对应的维数较低的微

分方程组，它是可以被解耦的．

２　哈密顿混合能变分原理的推导

令Ｕ＝（ｘ）ｅλｚ，（ｘ）＝（ｆ，ｇ）
Ｔ，则

Ｕｆ＝ｆ（ｘ）ｅλ
ｚ，　Ｕｇ＝ｇ（ｘ）ｅλ

ｚ （４）
在区域Ω引入内积

＜ＵＴ１，Ｕ２ ＞＝∫ΩｘＵ１Ｕ２ｄｘ （５）

由（２），（３），（４）和（５）可得
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在区域Ω的边界Ｓ（Ｓ＝Ｓψ＋Ｓκ）上，考虑如下
边界条件：

速度边界（在Ｓψ上）ψｎ＝ψｎ，ψｓ＝ψｓ； （１０）

应力边界（在Ｓκ上）κｎ＝κｎ，κｓ＝κｓ （１１）
这里

κｎ＝ｌκｘｚ＋ｍκｚ，κｓ＝ｍκｘｚ＋１κｚ，ψｎ＝ψｚ，ψｓ＝ψｘ
（１２）

其中ｎ和ｓ分别表示边界Ｓ的法向和切向．
由（６），（７），（８），（９），（１０）和（１１）可得
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　ψｓ）κｎ］ｄＳ （１３）
设定边界为直线段，利用奥氏公式得：
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将（１４）代入（１３）中，我们有：
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　（
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　∫
Ｓ

（ψｎκｓ＋ψｓκｎ）ｄＳ （１６）

引入变分运算

δκｚ＝κｚ －κｚ，

δκｘｚ＝κｘｚ－κｘｚ，

δψｘ＝ψｘ －ψｘ，

δψｚ＝ψｚ －ψｚ，

δκｎ＝κｎ －κｎ，

δκｓ＝κｓ －κｓ，

δψｎ＝ψｎ －ψｎ，

δψｓ＝ψｓ －ψｓ．
（１５）减去 （１６）得

Ｑ（ｕ，ｕ）－Ｑ（ｕ，ｕ）＝｛（ψｘδκｘｚｚ ＋
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ｚ
）＋（δψｚ

κｚ
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ｚ
）＋

　（
（ψｘδκｚ）
ｘ

＋
（δψｘκｚ）
ｘ

）＋（
（ψｚδκｘｚ）
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　４μ
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　∫
Ｓ

（ψｎδκｓ＋ψｓδκｎ）ｄＳ （１７）

将上式执行变分的逆运算，得Ｈａｍｉｌｔｏｎ混合能
表达式δΠ＝０，其中

Π ＝｛ψｘκｘｚｚ＋ψｚ
κｚ
ｚ
＋
（ψｘκｚ）
ｘ

＋

　
（ψｚκｘｚ）
ｘ

－
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２ ＋２μψｘ

( )ｚ
２

＋
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－
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Ｓ

（ψｎκｓ＋ψｓκｎ）ｄＳ

（１８）
（１８）式给出了速度与应力边界条件的积分形式的
能量泛函表达式，对（１８）式进行变分即得可解耦
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（２）及边界条件（１０）和（１１）．

３　双正交关系的推导

考虑粘性流场满足的如下边界条件：

ψｘ＝０，κｘｚ＝０，当ｘ＝ｘ１和ｘ＝ｘ２
由（７）和（９）式得：

ＵＴｇ ｓＵｇ－Ｕ
Ｔ
ｇｓＵｇ ＝２

（ψｚκｘｚ）
ｘ

－２
（ψｚκｘｚ）
ｘ
（１９）

ＵＴｆ ｗＵｆ－Ｕ
Ｔ
ｆｗＵｆ ＝２

（ψｘκｚ）
ｘ

－２
（ψｘκｚ）
ｘ
（２０）

由（６）和（７）式得：

∫
ｘ２

ｘ１
（ＵＴｇ ｓＵｇ－Ｕ

Ｔ
ｇｓＵｇ）ｄＳ＝２（ψｚκｘｚ）｜

ｘ２
ｘ１－

　２（ψｚκｘｚ）｜
ｘ２
ｘ１ （２１）

∫
ｘ２

ｘ１
（ＵＴｆ ｗＵｆ－Ｕ

Ｔ
ｆｗＵｆ）ｄＳ＝２（ψｘκｚ）｜

ｘ２
ｘ１－

　２（ψｘκｚ）｜
ｘ２
ｘ１ （２２）

由（５）式和相应的边界条件，得：
＜ＵＴｇ ，ＳＵｇ＞＝＜Ｕ

Ｔ
ｇ，ＳＵｇ ＞，　

＜ＵＴｆ ，ＷＵｆ＞＝＜Ｕ
Ｔ
ｆ，ＷＵｆ ＞ （２３）

由（３）和（４）得：
λ＜Ｔｇ ，ｆ＞＝λ ＜

Ｔ
ｇ，ｆ ＞，　

λ＜Ｔｇ ，ｆ＞＝λ＜
Ｔ
ｇ，ｆ ＞ （２４）

当λ２≠λ２时，得到如下双正交关系：
＜Ｔｆ，ｇ ＞＝０，　＜

Ｔ
ｇ，ｆ ＞＝０ （２５）

上述双正交关系的物理意义是可解耦 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系
统的基本解系关于 ｘ坐标的对称性，对微分系统
（２）的基本解系的完备性证明会有一定的意义．

４　结论

文中建立了平面粘性流体扰动问题的可解耦

Ｈａｍｉｌｔｏｎ形式，利用导出的斜对角Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子的
结构特性，引入对偶变量，建立了维数较低的粘性

流体微分方程组，导出了粘性流体哈密顿混合能变

分原理，提出了不可压粘性流体本征向量的一种双

正交关系．
不可压粘性流体本征向量双正交关系包含辛

正交关系，其成立的条件是．这个条件的物理意义
是可解藕微分方程的基本解系关于 ｘ坐标的对称
性．双正交关系的建立对于平面粘性流体的半解析
有限元等数值方法的发展具有一定参考价值．
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方法．力学学报，２００８，４０（４）：５５７～５６３（ＹａｏＷＡ，Ｓｕｎ

Ｚ．Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｂｅｎｄｉｎｇｏｆａｎｎｕｌａｒｓｅｃｔｏｒ

ｐｌａｔｅｉｎｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，

２００８，４０（４）：５５７～５６３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４　徐新生，王尕平．Ｓｔｏｋｅｓ流问题中的辛本征解方法．力学

学报，２００６，３８（５）：６８２～６８７（ＸｕＸＳ，ＷａｎｇＧＰ．Ａ

ｍｅｔｈｏｄｏｆｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｅｉｇｅｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎｓｔｏｋｅｓｆｌｏｗ．Ａｃｔａ

ＭｅｃｈａｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００６，３８（５）：６８２～６８７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

５　高强，钟万勰．有限元、变分原理与辛数学的推广．动力

学与控制学报，２０１０，８（４）：２８９～２９６（ＧａｏＱ，ＺｈｏｎｇＷ

Ｘ．ＦＥＭ，ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅａｎｄｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆ

ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，

２０１０，８（４）：２８９～２９６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

６　褚洪杰，徐新生，ＬｉｍＣＷ，马建青．弹性圆柱壳在轴向冲

击载荷和温度耦合作用下的屈曲．计算力学学报，２０１０，

２７（５）：７５９～７６３（ＣｈｕＨＪ，ＸｕＸＳ，ＬｉｍＣＷ，ＭａＪＱ．

Ｄｙｎａｍｉｃｂｕｃｋｌｉｎｇｏｆｅｌａｓｔｉｃｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏ

ａｎａｘｉａｌｉｍｐａｃｔｃｏｕｐｌｅｄｗｉｔｈｔｈｅｒｍａｌｌｏａｄｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌ

ｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１０，２７（５）：７５９～７６３（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

７　张洪武，钟万勰，李云鹏．基于哈密顿原理的两种材料界

面裂纹奇性研究．固体力学学报，１９９６，１（１）：１９～３０

（ＺｈａｎｇＨＷ，ＺｈｏｎｇＷ Ｘ，ＬｉＹＰ．Ｔｈｅｉｎｎｅｒｆａｃｅｃｒａｃｋ

ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｂｉｍａｔｅｒｉａｌｂｏｄｙｂａｓｅｄｏｎＨａｍｉｌ

ｔｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｏｌｉｄＳｉｎｉｃａ，１９９６，１（１）：１９

～３０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　张洪武，李云鹏，钟万勰．双材料楔形结合点的奇性分

析．大连理工大学学报，１９９５，３５（６）：７７６～７８２（Ｚｈａｎｇ

ＨＷ，ＬｉＹＰ，ＺｈｏｎｇＷＸ．Ｓｔｒｅｓｓｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓｎｅａｒｃｏｒｎｅｒ

ｏｆｗｅｄｇｅｄｄｉｓｓｉｍｉｌａｒｍａｔｅｒｉａｌｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

ｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１９９５，３５（６）：７７６～７８２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

９　罗建辉，刘光栋．各向同性平面弹性力学求解新体系正

交关系的研究．计算力学学报，２００３，２０（２）：１９９～２０３

（ＬｕｏＪＨ，ＬｉｕＧＤ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

ｏｆａｎｅｗｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙｆｏｒｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｅｌａｓ

ｔｉｃｉｔｙ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００３，

２０（２）：１９９～２０３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１０　罗建辉，刘光栋，尚守平．各向同性弹性力学求解新体

系正交关系的研究．固体力学报，２００４，２５（１）：９８～１００

（ＬｕｏＪＨ，ＬｉｕＧＤ，ＳｈａｎｇＳＰ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｔｈｅｏｒｔｈｏｇｏ

ｎａｌｉｔｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆａｎｅｗｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙｆｏｒｉ

ｓｏｔｒｏｐｉｃｔｈｅｏｒｙｏｆｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｏｌｉｄＳｉｎｉｃａ，

２００４，２５（１）：９８～１００（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　罗建辉，芩松，龙志飞等．厚板哈密顿求解体系及其变

分原理与正交关系．工程力学，２００４，２１（２）：３４～３９

（ＬｕｏＪＨ，ＣｅｎＳ，ＬｏｎｇＺＦ．ｅｔａｌｌ．Ｈａｍｉｌｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｙｓ

ｔｅｍｆｏｒｔｈｉｃｋｐｌａｔｅｓａｎｄｉｔｓｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅａｎｄｏｒｔｈｏｇ

ｏｎａｌｉｔｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ．ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００４，２１

（２）：３４～３９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１２　罗建辉，龙驭球，刘光栋．薄板理论的正交关系及其变

分原理．力学学报，２００４，３６（５）：５２７～５３２（ＬｕｏＪＨ，

ＬｏｎｇＹＱ，ＬｉｕＧＤ．Ａｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｆｏｒｔｈｉｎ

ｐｌａｔｅｔｈｅｏｒｙａｎｄｉｔｓｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａ

Ｓｉｎｉｃａ，２００４，３６（５）：５２７～５３２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１３　ＬｕｏＪＨ，ＬｏｎｇＹＱ，ＬｉｕＧＤ．Ａｎｅｗｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｒｅｌａ

ｔｉｏｎｓｈｉｐｆｏｒｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃｔｈｉｎｐｌａｔｅｔｈｅｏｒｙａｎｄｉｔｓｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ

ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＧＰｈｙｓｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎｏ

ｍｙ，２００５，３８（３）：３７１～３８０

１４　罗建辉，刘光栋．弹性力学的一种正交关系．力学学报，

２００３，３５（４）：４８９～４９３（ＬｕｏＪＨ，ＬｉｕＧＤ．Ａｎｏｒｔｈｏｇｏ

ｎａｌｉｔｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｔｈｅｏｒｙ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｉｎｉ

ｃａ，２００３，３５（４）：４８９～４９３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１５　ＬｕｏＪＨ，ＬｉＱＳ，ＬｉｕＧＤ．Ａｂｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

ｆｏｒｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｕｐｌｅｓｔｒｅｓｓｐｒｏｂｌｅｍ．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉ

ｎａＳｅｒｉｅｓＧＰｈｙｓｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎｏｍｙ，２００９，５２（２）：２７０～

２７６

１６　马坚伟，徐新生，杨慧珠，钟万勰．平面粘性流体扰动与

哈密顿体系．应用力学学报，２００１，１８（４）：８２～８７（ＭａＪ

Ｗ，ＸｕＸＳ，ＹａｎｇＨＺ，ＺｈｏｎｇＷＸ．Ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｏｆｐｌａｎｅ

ｖｉｓｃｏｕｓｆｌｏｗａｎｄＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ

ＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００１，１８（４）：８２～８７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１７　ＨｏｕＧＬ，Ａｌａｔａｎｃａｎｇ．Ｓｐｅｃｔｒａｏｆｆｄｉａｇｏｎａｌｉｎｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎ

ｓｉｏｎａｌＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｔｈｅｉｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｐｌａｎｅ

ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｐｒｏｂｌｅｍｓ．ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，

２００９，５１（２）：２００～２０４

１８　高强，谭述君，张洪武，钟万勰．基于对偶变量变分原理

和两端动量独立变量的保辛方法．动力学与控制学报，

２００９，７（２）：９７～１０３（ＧａｏＱｉａｎｇ，ＴａｎＳｈｕｊｕｎ，Ｚｈａｎｇ

Ｈｏｎｇｗｕ，ＺｈｏｎｇＷａｎｘｉｅ．Ｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃａｎｄｅｎｅｒｇｙｐｒｅ

ｓｅｒｖｉｎｇｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆＨａｍｉｌｔｏｎｓｙｓｔｅｍ．Ｊｏｕｒ

ｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００９，７（２）：９７～１０３（ｉｎ

００１
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Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１９　李纬华，罗恩．弹性膜结构动力学的各类非传统Ｈａｍｉｌ

ｔｏｎ型变分原理．动力学与控制学报，２００７，５（３）：２０９～

２１５（ＬｉＷｅｉｈｕａ，ＬｕｏＥｎ．ＵｎｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌＨａｍｉｌｔｏｎｔｙｐｅ

ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｌａｓｔｏｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｍｅｍ

ｂｒａｎｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００７，５

（３）：２０９～２１５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ６Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２０１０，ｒｅｖｉｓｅｄ１４Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２０１０．
 ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０９６２００４），ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＩｎｎｅｒＭｏｎｇｏｌｏｆＣｈｉｎａ
（２００８０４０４ＭＳ０１０４）ａｎｄｔｈｅＩｎｎｏｖａｔｉｖｅＲｅｓｅａｒｃｈＴｅａｍｏｆＩｎｎｅｒＭｏｎｇｏｌｉａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

ＴＨＥＶＡＲＩＡＴＩＯＮＡＬＰＲＩＮＣＩＰＬＥＦＯＲＤＩＳＴＵＲＢＡＮＣＥ

ＯＦＰＬＡＮＥＶＩＳＣＯＵＳＦＬＯＷ ＡＮＤＩＴＳ

ＢＩＯＲＴＨＯＧＯＮＡＬＩＴＹＲＥＬＡＴＩＯＮＳＨＩＰ

ＸｕＹａｎａｎ　ＨｏｕＧｕｏｌｉｎ　Ａｌａｔａｎｃａｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＩｎｎｅｒＭｏｎｇｏｌｉａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｈｏｈｈｏｔ　０１００２１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｂｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｎｅｗｄｕａｌｖａｒｉａｂｌｅｓ，ｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｐｌａｎｅｖｉｓｃｏｕｓｆｌｏｗｗａｓｄｅｒｉｖｅｄｔｏａｎ
ｕｎｃｏｕｐｌｅｄＨａｍｉｌｔｏｎｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｉｃｈｈａｓｇｏｏｄｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ
ｉｎｔｅｇｒａｌｆｏｒｍａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｆｏｒｍｏｆｔｈｅｕｎｃｏｕｐｌｅｄＨａｍｉｌｔｏｎｓｙｓｔｅｍ，ｔｈｅｍｉｘｅｄｅｎｅｒｇｙＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
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