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耦合的含立方非线性项系统的鞍结分岔控制
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摘要　讨论了一个两自由度的含立方非线性项的受迫振动系统，设计了反馈控制器，对弱非线性系统用近

似解析方法求出了控制系统的幅值控制方程，得到了控制参数与幅值的函数关系，实现了反馈控制法在多

自由度非线性系统的鞍结分岔控制中的应用，证实了多尺度摄动法对多自由度非线性系统鞍结分岔控制的

有效性和适用性．
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引 言

分岔是非线性系统的重要特征，是动力学复杂

现象的必然反映［１－４］．鞍结分岔是一种常见的静态

分岔类型，在土木建筑、电力［５］等许多关系民生大

计的基础建设领域普遍存在．电力系统中的鞍结分
岔，至今已经被广泛地分析和研究［６－１０］．大量事实

和研究成果均表明，研究鞍结分岔，特别是研究鞍

结分岔的控制，对实际工程更是具有重要的理论指

导意义和应用价值．本文采用的方法也可以在其它
分岔控制中应用［１１－１３］．

１　多自由度立方非线性系统的鞍结分岔

１．１　含立方非线性项的受迫振动系统
考虑一个含立方非线性项的受迫振动系统：

ｕ̈１＋ω
２
１ｕ１＝－２^μ１ｕ１＋α１ｕ

３
１＋α２ｕ

２
１ｕ２＋

　α３ｕ１ｕ
２
２＋α４ｕ

３
２＋Ｆ１ｃｏｓ（Ωｔ＋τ１）

ｕ̈２＋ω
２
２ｕ２＝－２^μ２ｕ２＋α５ｕ

３
１＋α６ｕ

２
１ｕ２＋

　α７ｕ１ｕ
２
２＋α８ｕ

３
２＋Ｆ２ｃｏｓ（Ωｔ＋τ２













）

（１）

研究这类两个自由度含立方非线性项系统的

周期响应，有两种方法：第一类方法就是对系统用

多尺度法或平均法进行摄动分析；第二类方法包括

谐波平衡法、Ｇａｌｅｒｋｉｎ．Ｒｉｔｚ法和Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ－Ｐｏｉｎｃａｒｅ
方法．这里我们用多尺度法对系统进行分析，并且
只讨论系统在内共振前提条件下发生主共振的情

况，即：在 ω２＝３ω１＋ε
２σ１的前提下，讨论 Ω≈ω１

以及Ω≈ω２的情况，其中σ１为解谐参数．

用多尺度法对方程（１）进行摄动求其一次近

似解，令：

ｕ１＝εｕ１１（Ｔ０，Ｔ２）＋ε
３ｕ１３（Ｔ０，Ｔ２）＋…

ｕ２＝εｕ２１（Ｔ０，Ｔ２）＋ε
３ｕ２３（Ｔ０，Ｔ２）＋{ …

（２）

其中ε为一幅值相关的小参数，Ｔｎ＝ε
ｎｔ．此处，由

于系统（１）的非线性只体现在 Ｏ（ε３）项上，因此，

在近似解解析式（２）中省略了对原系统非线性不

产生影响的 Ｏ（ε２）与时间尺度 Ｔ１．设定 μ^ｎ＝ε
２μｎ

和Ｆｎ＝ε
２ｆｎ，系统发生主共振时系统的阻尼、非线

性和激励在同一个扰动方程里得到体现．当Ω＝ωｎ
时，系统产生主共振．

将式（２）代入式（１），展开后令 ε的同次幂系

数为零，得到各阶近似的线性偏微分方程组：

Ｄ２０ｕ１１＋ω
２
１ｕ１１＝０

Ｄ２０ｕ２１＋ω
２
２ｕ２１＝{ ０

（３）

Ｄ２０ｕ１３＋ω
２
１ｕ１３＝－２Ｄ０（Ｄ１ｕ１１＋ｕ１ｕ１１）＋α１ｕ

３
１１＋

　α２ｕ
２
１１ｕ２１＋α３ｕ１１ｕ

２
２１＋α４ｕ

３
２１＋ｆ１ｃｏｓ（ΩＴ０＋τ１）

Ｄ２０ｕ２３＋ω
２
２ｕ２３＝－２Ｄ０（Ｄ１ｕ２１＋ｕ２ｕ２１）＋α５ｕ

３
１１＋

　α６ｕ
２
１１ｕ２１＋α７ｕ１１ｕ

２
２１＋α８ｕ

３
２１＋ｆ１ｃｏｓ（ΩＴ０＋τ２













）

（４）

式（３）的解为：

ｕ１１＝Ａ１（Ｔ２）ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）＋ｃｃ

ｕ２１＝Ａ２（Ｔ２）ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０）{ ＋ｃｃ
（５）

其中，Ａ１和Ａ２为满足这一阶精度要求的待定函数．

把式（５）代入式（４），得到：
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Ｄ２０ｕ１３＋ω
２
１ｕ１３＝［－２ｉω１（Ａ′１＋μ１Ａ１）＋３α１Ａ

２
１Ａ１＋

　２α３Ａ２Ａ２Ａ１］ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）＋（２α２Ａ１Ａ１＋３α４Ａ２Ａ２）×

　Ａ２ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０）＋α１Ａ
３
１ｅｘｐ（３ｉω１Ｔ０）＋α４Ａ

３
２ｅｘｐ（３ｉω２Ｔ０）＋

　α２Ａ
２
１Ａ２ｅｘｐ［ｉ（２ω１＋ω２）Ｔ０］＋α２Ａ

２
１Ａ２ｅｘｐ［ｉ（ω２－

　２ω１）Ｔ０］＋α３Ａ１Ａ
２
２ｅｘｐ［ｉ（ω１＋２ω２）Ｔ０］＋

　α３Ａ１Ａ
２
２ｅｘｐ［ｉ（ω１－２ω２）Ｔ０］＋

１
２ｆ１ｅｘｐ［ｉ（ΩＴ０＋τ１）］＋ｃｃ

Ｄ２０ｕ２３＋ω
２
２ｕ２３＝［－２ｉω２（Ａ′２＋μ２Ａ２）＋３α８Ａ

２
２Ａ２＋

　２α６Ａ１Ａ１Ａ２］ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０）＋（２α７Ａ２Ａ２＋３α５Ａ１Ａ１）×

　Ａ１ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）＋α５Ａ
３
１ｅｘｐ（３ｉω１Ｔ０）＋α８Ａ

３
２ｅｘｐ（３ｉω２Ｔ０）＋

　α６Ａ
２
１Ａ２ｅｘｐ［ｉ（２ω１＋ω２）Ｔ０］＋α６Ａ

２
１Ａ２ｅｘｐ［ｉ（ω２－

　２ω１）Ｔ０］＋α７Ａ１Ａ
２
２ｅｘｐ［ｉ（ω１＋２ω２）Ｔ０］＋

　α７Ａ１Ａ
２
２ｅｘｐ［ｉ（ω１－２ω２）Ｔ０］＋

１
２ｆ２ｅｘｐ［ｉ（ΩＴ０＋τ２）］



























 ＋ｃｃ

（６）
当ω２≈３ω１时，系统出现一阶内共振，引入解

谐系数σ１，则 ω２＝３ω１＋ε
２σ１．接下来，本文就 ω１

≈Ω时系统的鞍结分岔进行讨论．
１．２　ω１≈Ω时原系统的鞍结分岔

引入第二个解谐系数σ２，则有：

Ω＝ω１＋ε
２σ２ （７）

将（７）式带入（６）式，并消去久期项，得到：
－２ｉω１（Ａ′１＋μ１Ａ１）＋３α１Ａ

２
１Ａ１＋２α３Ａ２Ａ２Ａ１＋

　α２Ａ
２
１Ａ２ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ２）＋

１
２ｆ２ｅｘｐ［ｉ（σ１Ｔ２＋τ２）］＝０

－２ｉω２（Ａ′２＋μ２Ａ２）＋５α５Ａ
３
１ｅｘｐ（－ｉσ１Ｔ２）＋

　３α８Ａ
２
２Ａ２＋２α６Ａ１Ａ１Ａ２＝













０

（８）

引入极坐标表达Ａｎ＝
１
２ａｎｅｘｐ（ｉθｎ），并分开实部虚

部：

８ω１（ａ′１＋μ１ａ１）＝α２ａ
２
１ａ２ｓｉｎγ１＋４ｆ１ｓｉｎγ２

８ω２（ａ′２＋μ２ａ２）＝－α５ａ
３
１ｓｉｎγ１

８ω１ａ１θ′１＝－（３α１ａ
２
１＋２α３ａ

２
２）ａ１－

　α２ａ
２
１ａ２ｃｏｓγ１－４ｆ１ｃｏｓγ２

８ω２ａ２θ′２＝－（３α８ａ
２
２＋２α６ａ

２
１）ａ２－α５ａ

３
１ｃｏｓγ















１

（９）

其中：

γ１＝σ１Ｔ２＋θ２－３θ１，

γ２＝σ２Ｔ２－θ１＋τ１ （１０）
稳态响应时存在：ａ′ｎ＝γ′ｎ＝０．于是可将式（９）化
简为：

８ω１μ１ａ１－α２ａ
２
１ａ２ｓｉｎγ１－４ｆ１ｓｉｎγ２＝０

８ω２μ２ａ２＋α５ａ
３
１ｓｉｎγ１＝０

８ω１ａ１σ２＋（３α１ａ
２
１＋２α３ａ

２
２）ａ１＋α２ａ

２
１ａ２ｃｏｓγ１＋４ｆ１ｃｏｓγ２＝０

８ω２ａ２（３σ２－σ１）＋（３α８ａ
２
２＋２α６ａ

２
１）ａ２＋α５ａ

３
１ｃｏｓγ１＝













０

（１１）
将系统参数取为：α１＝０．０１，α２＝０．０３，α３＝

０．０１５，α５＝０．０３，α６＝０．０１５，α８＝０．０１，μ１＝μ２＝０．
１，ω１＝１，ω２＝３，ｆ１＝８００，固定σ１以考察振幅ａ１随

σ２的变化情况，如图１所示．

图１　未控制系统（１）频响曲线：ａ１－σ２，

在情况：ω２≈３ω１，Ω≈ω１下

Ｆｉｇ．１　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（１）：ａ１－σ２

Ｕｎｄｅｒｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ：ω２≈３ω１，Ω≈ω１

２　鞍结分岔控制

可以设计线性或非线性控制器，对原系统进行

控制．本文将反馈控制器设计为：
Ｖ１（ｕ１，ｕ２）＝Ｋ１ｕ１，　Ｖ２（ｕ１，ｕ２）＝Ｋ２ｕ２ （１２）

其中Ｋｎ＝ε
２ｋｎ．于是原系统（１）变为控制系统：

ｕ̈１＋ω
２
１ｕ１＝－２^μ１ｕ１＋α１ｕ

３
１＋α２ｕ

２
１ｕ２＋

　α３ｕ１ｕ
２
２＋α４ｕ

３
２＋Ｆ１ｃｏｓ（Ωｔ＋τ１）＋Ｋ１ｕ１

ｕ̈２＋ω
２
２ｕ２＝－２^μ２ｕ２＋α５ｕ

３
１＋α６ｕ

２
１ｕ２＋

　α７ｕ１ｕ
２
２＋α８ｕ

３
２＋Ｆ２ｃｏｓ（Ωｔ＋τ２）＋Ｋ２ｕ













２

（１３）

按照之前的方法用式（２）对式（１３）进行摄动，
并消去久期项，得到：

－２ｉω１（Ａ′１＋μ１Ａ１）＋３α１Ａ
２
１Ａ１＋２α３Ａ２Ａ２Ａ１＋

　α２Ａ
２
１Ａ２ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ２）＋

１
２ｆ２ｅｘｐ［ｉ（σ１Ｔ２＋τ２）］＋ｋ１Ａ１＝０

－２ｉω２（Ａ′２＋μ２Ａ２）＋α５Ａ
３
１ｅｘｐ（－ｉσ１Ｔ２）＋

　３α８Ａ
２
２Ａ２＋２α６Ａ１Ａ１Ａ２＋ｋ２Ａ２＝













０

（１４）
同样，引入极坐标表达，并分开实部虚部，得到

简化后稳态响应：

５６
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８ω１μ１ａ１－α２ａ
２
１ａ２ｓｉｎγ１－４ｆ１ｓｉｎγ２＝０

８ω２μ２ａ２＋α５ａ
３
１ｓｉｎγ１＝０

８ω１ａ１σ２＋（３α１ａ
２
１＋２α３ａ

２
２＋８ｋ１）ａ１＋α２ａ

２
１ａ２ｃｏｓγ１＋４ｆ１ｃｏｓγ２＝０

８ω２ａ２（３σ２－σ１）＋（３α８ａ
２
２＋２α６ａ

２
１＋８ｋ２）ａ２＋α５ａ

３
１ｃｏｓγ１＝













０

（１５）
其中γ１，γ２同式（１０）．

同样固定σ１来考察控制系统（１３）振幅 ａ１随

σ２的变化情况，如图２所示，此时，保持其他系统
参数不变，将控制参数取 ｋ１＝１２，ｋ２＝１５．对比图１
和图２，可以看到虽然此时尚未消除鞍结分岔现
象，但是ａ１不稳定区域与未控制系统（１）相比要
小．可见反馈控制器（１２）是有效的．

图２　控制系统（１３）频响曲线：ａ１－σ２

在情况：ω２≈３ω１，Ω≈ω１下

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（１３）：ａ１－σ２

Ｕｎｄｅｒｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ：ω２≈３ω１，Ω≈ω１

３　非线性控制器

将反馈控制器设计为：

Ｖ１（ｕ１，ｕ２）＝Ｋ３ｕ１ｕ２，Ｖ２（ｕ１，ｕ２）＝Ｋ４ｕ１ｕ２（１６）

其中Ｋｎ＝ε
２ｋｎ．于是原系统式（１）变为控制系统：

ｕ̈１＋ω
２
１ｕ１＝－２^μ１ｕ１＋α１ｕ

３
１＋α２ｕ

２
１ｕ２＋

　α３ｕ１ｕ
２
２＋α４ｕ

３
２＋Ｆ１ｃｏｓ（Ωｔ＋τ１）＋Ｋ３ｕ１ｕ２

ｕ̈２＋ω
２
２ｕ２＝－２^μ２ｕ２＋α５ｕ

３
１＋α６ｕ

２
１ｕ２＋

　α７ｕ１ｕ
２
２＋α８ｕ

３
２＋Ｆ２ｃｏｓ（Ωｔ＋τ２）＋Ｋ４ｕ１ｕ













２

（１７）

系统有稳态响应：

８ω１μ１ａ１－α２ａ
２
１ａ２ｓｉｎγ１－４ｆ１ｓｉｎγ２＝０

８ω２μ２ａ２＋α５ａ
３
１ｓｉｎγ１＝０

８ω１ａ１σ２＋（３α１ａ
２
１＋２α３ａ

２
２＋ｋ３ａ２）ａ１＋

　α２ａ
２
１ａ２ｃｏｓγ１＋４ｆ１ｃｏｓγ２＝０

８ω２ａ２（３σ２－σ１）＋（３α８ａ
２
２＋２α６ａ

２
１＋ｋ４ａ１）ａ２＋α５ａ

３
１ｃｏｓγ１＝















０

（１８）

反馈控制器（１６）也有较好的控制效果．

４　结论

本文研究一个单频外激励的含立方非线性的

系统，用多尺度法对系统进行摄动分析，发现系统

存在鞍结点分岔．一般来说要获得控制参数与幅值
的函数关系是比较困难的，需借助于数值分析，设

计控制器，确定适合的控制参数．本文分析了鞍结
点分岔的发生原因，设计了简单可行的反馈控制

器，成功的实现了在系统存在内共振条件下发生主

共振时，对系统鞍结点分岔的控制，该研究工作可

推广到其它多自由度非线性系统的分岔控制．
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