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运动车辆梁模型的横向振动频率及模态
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摘要　将运动车辆的车身模型化为Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，车轮模型化为梁两端边界处的弹性不等的弹簧，形

成半车模型．通过复模态分析法研究平滑路面上移动车体的横向振动特性，给出车体横向振动的频率方程

以及模态的表达式，通过数值方法求解系统固有频率以及模态函数．并通过数值算例研究车辆运行速度、车

体刚度、轮胎弹性系数对车体横向振动的前两阶固有频率以及相应模态的影响．

关键词　半车模型，　Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，　横向振动，　固有频率，　模态

引 言

车辆动力学是以数学力学模型为基础并结合

现代控制论，研究汽车垂直动力学、横向动力学和

纵向动力学，及汽车在道路不平激励和侧风作用时

的动力学性能．长期以来，吸引着众多学者关
注［１－５］．

前期的车辆动力学研究均是将车体模型化为

刚体，忽略车体本身的弹性．研究方法主要是将汽
车的四分之一模型化为质量 －弹簧阻尼 －质量 －
弹簧系统的两自由度问题［１，２］，即四分之一汽车模

型．将汽车模型化为车身内部含有两个弹性支撑的
刚性质量块的二维模型［３，４］，即半车模型．还有将
汽车模型化为四角支撑边界的刚性板的三维模

型［５］，即整车模型．为了研究考虑车体弹性的振动
问题，本文将车体模型化为轴向运动的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ梁，将车轮对车体的作用模型化为梁边界处
的弹性支撑，从而形成半车模型，并研究在平滑路

面上，即无外激励时的振动特性．
对于轴向运动的 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的研究有

着丰富的成果．Ｓｉｍｐｓｏｎ研究了固定边界条件下，轴
向运动梁的固有频率及模态［６］．?ｚ等给出了两端简
支［７］的轴向运动梁的频率和模态．王洪霞等研究了
含表面裂纹简支梁的非线性振动频率［８］．马连生等
研究比较了简支边界下 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁和其他
梁模型的不同［９］．李彪等给出了混杂边界的轴向运
动梁的横向振动频率和模态［１０］．相关于垂直方向弹

性支撑边界的轴向运动系统的研究还未见报道．本
文研究以车轮为工程背景的弹性支撑边界轴向运动

的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的横向振动频率以及模态．

１　控制方程

水平路面移动车辆的半车模型如图１所示．其
中，设其水平平衡位置为Ｘ轴，Ｔ为时间坐标．将汽
车车身简化为轴向运动的 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，即
以速度Ｖ沿着Ｘ方向作匀速运动，梁的长度为 Ｌ，
密度为ρ，等截面的横截面积为 Ａ，弹性模量为 Ｅ，
惯性矩为Ｉ，并假设两端有初始拉力Ｐ，以弹簧为模
型的车轮的弹性系数分别为Ｋ１和Ｋ２．

图１　半车模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｈａｌｆ－ｖｅｈｉｃｌｅ

根据达朗伯原理，分析梁微元横向受力，得到

车身横向振动的无量纲控制方程

ｕ，ｔｔ＋２Ｖｕ，ｘｔ＋Ｖ
２ｕ，ｘｘ－ｕ，ｘｘ＋ｋ

２
ｆｕ，ｘｘｘ＝０ （１）

梁两端由弹簧支撑的边界条件为

ｕ，ｘｘ（０，ｔ）＝０，ｕ，ｘｘｘ（０，ｔ）－ｋ１ｕ（０，ｔ）＝０

ｕ，ｘｘ（１，ｔ）＝０，ｕ，ｘｘｘ（１，ｔ）－ｋ２ｕ（１，ｔ）＝０
（２）

其中无量纲变量及参数定义如下
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ｕ＝ＵＬ，ｔ＝Ｔ
Ｐ
ρＡＬ槡 ２，ｖ＝Ｖ

ρＡ
槡Ｐ

，ｘ＝ＸＬ，

ｋ２ｆ＝
ＥＩ
ＰＬ２
，ｋ１＝

Ｋ１Ｌ
Ｐ，ｋ２＝

Ｋ２Ｌ
Ｐ （３）

式中，下角标表示对下角标变量的求导．

２　固有频率及模态函数

在文献［７，１０］中，对于不同边界下轴向运动
梁的固有频率以及模态求解，都是通过复模态的形

式引入并加以处理的．受此启发，这里也假设梁的
模态函数表现为复数形式，即假设梁单元横向振动

位移满足

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｎ（ｘ）ｅ
ｉωｎｔ＋ｎ（ｘ）ｅ

－ｉωｎｔ （４）
其中，ωｎ，ｎ分别表示轴向运动梁的第 ｎ固有频率
和模态函数．把解的形式代入（１）式中，得到
　－ω２ｎｎ＋２ｉｖωｎ

′
ｎ＋（ｖ

２－１）＂ｎ＋ｋ
２
ｆ
（４）
ｎ ＝０ （５）

由于频率方程（５）是四阶常微分方程，可设方程的
本征方程的根为ｉβｊｎ（ｊ＝１，２，３，４），即 βｊｎ满足实系
数４次代数本征方程

ｋ２ｒβ
４
ｊｎ－（ｖ

２－１）β２ｊｎ－２ｖωｎβｊｎ－ω
２
ｎ＝０ （６）

则轴向运动梁的模态函数可写做

　ｎ（ｘ）＝Ｃ１ｎ（ｅ
ｉβ１ｎｘ＋Ｃ２ｎｅ

ｉβ２ｎｘ＋Ｃ３ｎｅ
ｉβ３ｎｘ＋Ｃ４ｎｅ

ｉβ４ｎｘ）（７）

对模态函数归一化［７］

　ｎ（ｘ）＝
１

槡ρ
（ｅｉβ１ｎｘ＋Ｃ２ｎｅ

ｉβ２ｎｘ＋Ｃ３ｎｅ
ｉβ３ｎｘ＋Ｃ４ｎｅ

ｉβ４ｎｘ） （８）

将（４）式代入边界条件（２）式中，化简得到

＂ｎ（０）＝０，ｎ（０）－ｋ１ｎ（０）＝０，

＂ｎ（１）＝０，ｎ（１）－ｋ２ｎ（１）＝０ （９）
再将（８）式代入（９）式中，得到线性方程组

－（β２１ｎ＋Ｃ２ｎβ
２
２ｎ＋Ｃ３ｎβ

２
３ｎ＋Ｃ４ｎβ

２
４ｎ）＝０ （１０）

－（ｉβ３１ｎ＋ｋ１）－Ｃ２ｎ（ｉβ
３
２ｎ＋ｋ１）－Ｃ３ｎ（ｉβ

３
３ｎ＋

　ｋ１）－Ｃ４ｎ（ｉβ
３
４ｎ＋ｋ１）＝０ （１１）

β２１ｎｅ
ｉβ１ｎ＋Ｃ２ｎβ

２
２ｎｅ
ｉβ２ｎ＋Ｃ３ｎβ

２
３ｎｅ
ｉβ３ｎ＋Ｃ４ｎβ

２
４ｎｅ
ｉβ４ｎ＝０

（１２）
－Ｃ２ｎ（ｉβ

３
２ｎ＋ｋ２）ｅ

ｉβ２ｎ－Ｃ３ｎ（ｉβ
３
３ｎ＋ｋ２）ｅ

ｉβ３ｎ－

　Ｃ４ｎ（ｉβ
３
４ｎ＋ｋ２）ｅ

ｉβ４ｎ－（ｉβ３１ｎ＋ｋ２）ｅ
ｉβ１ｎ＝０（１３）

联合以上４个线性方程，写成矩阵

　　　　

β２１ｎ β２２ｎ β２３ｎ β２４ｎ

（ｉβ３１ｎ＋ｋ１） （ｉβ３２ｎ＋ｋ１） （ｉβ３３ｎ＋ｋ１） （ｉβ３４ｎ＋ｋ１）

β２１ｎｅ
ｉβ１ｎ β２２ｎｅ

ｉβ２ｎ β２３ｎｅ
ｉβ３ｎ β２４ｎｅ

ｉβ４ｎ

（ｉβ３１ｎ＋ｋ２）ｅ
ｉβ１ｎ （ｉβ３２ｎ＋ｋ２）ｅ

ｉβ２ｎ （ｉβ３３ｎ＋ｋ２）ｅ
ｉβ３ｎ （ｉβ３４ｎ＋ｋ１）ｅ

ｉβ４













ｎ

１
Ｃ２ｎ
Ｃ３ｎ
Ｃ４













ｎ

Ｃ１ｎ＝０ （１４）

根据（１４）式有非零解的充要条件，即系数行列式
为零，可以解出 βｊｎ，ｊ＝１，２，３，４．结合频率方程（６）
式即可解得固有频率及模态函数，其中模态函数系

数表达式为

Ｃ４ｎ＝－
β２１ｎ＋Ｃ２ｎβ

２
２ｎ＋Ｃ３ｎβ

２
３ｎ

β２４ｎ
（１５）

Ｃ２ｎ＝

ｉβ２１ｎβ
２
３ｎβ
２
４ｎ［（ｅ

ｉβ３ｎｅｉβ４ｎ）β１ｎ＋（ｅ
ｉβ１ｎ＋ｅｉβ４ｎ）β３ｎ＋（ｅ

ｉβ１ｎｅｉβ３ｎ）β４ｎ］＋ｋ１｛（ｅ
ｉβ３ｎｅｉβ４ｎ）β２３ｎβ

２
４ｎ＋β

２
１ｎ［（ｅ

ｉβ１ｎ＋ｅｉβ３ｎ）β２３ｎ＋（ｅ
ｉβ１ｎｅｉβ４ｎ）β２４ｎ］｝

ｉβ２２ｎβ
２
３ｎβ
２
４ｎ［（（ｅ

ｉβ３ｎｅｉβ４ｎ）β２ｎ）＋（ｅ
ｉβ２ｎ＋ｅｉβ４ｎ）β３ｎ＋（ｅ

ｉβ２ｎｅｉβ３ｎ）β４ｎ］＋ｋ１｛（ｅ
ｉβ３ｎｅｉβ４ｎ）β２３ｎβ

２
４ｎ＋β

２
２ｎ［（ｅ

ｉβ２ｎｅｉβ３ｎ）β２３ｎ－（ｅ
ｉβ２ｎｅｉβ４ｎ）β２４ｎ］｝

（１６）
Ｃ３ｎ＝

ｉβ２１ｎβ
２
２ｎβ
２
４ｎ［（ｅ

ｉβ２ｎｅｉβ４ｎ）β１ｎ＋（ｅ
ｉβ１ｎ＋ｅｉβ４ｎ）β２ｎ＋（ｅ

ｉβ１ｎｅｉβ２ｎ）β４ｎ］＋ｋ１｛（ｅ
ｉβ２ｎｅｉβ４ｎ）β２２ｎβ

２
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２
１ｎ［（ｅ
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ｉβ１ｎｅｉβ４ｎ）β２４ｎ］｝
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２
３ｎβ
２
４ｎ［（（ｅ

ｉβ３ｎｅｉβ４ｎ）β２ｎ）＋（ｅ
ｉβ２ｎ＋ｅｉβ４ｎ）β３ｎ＋（ｅ

ｉβ２ｎｅｉβ３ｎ）β４ｎ］＋ｋ１｛（ｅ
ｉβ３ｎｅｉβ４ｎ）β２３ｎβ

２
４ｎ＋β

２
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ｉβ２ｎ＋ｅｉβ３ｎ）β２３ｎ－（ｅ
ｉβ２ｎｅｉβ４ｎ）β２４ｎ］｝
（１７）

展开方程（１４）式的系数行列式，得到频率方程
　ｅｉβ４ｎ［ｅｉβ３ｎ（ｋ１β

２
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３
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３
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２
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３
３ｎ）＋
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３
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２
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２
２ｎ＋ｉβ

３
２ｎβ
２
３ｎ－
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３
３ｎ）］β

２
４ｎ－ｅ
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ｉβ４ｎ（ｋ２＋ｉβ

３
４ｎ）（ｋ１β

２
２ｎ－

ｋ１β
２
１ｎ＋ｉβ

３
１ｎβ
２
２ｎ－ｉβ

２
１ｎβ
３
２ｎ）－ｅ

ｉβ２ｎ（ｋ２＋ｉβ
３
２ｎ）（ｋ１β

２
４ｎ－

ｋ１β
２
１ｎ＋ｉβ

３
１ｎβ
２
３ｎ－ｉβ

２
１ｎβ
３
４ｎ）＋ｅ

ｉβ１ｎ（ｋ２＋ｉβ
３
１ｎ）（ｋ１β

２
４ｎ－

ｋ１β
２
２ｎ＋ｉβ

３
２ｎβ
２
４ｎ－ｉβ

２
２ｎβ
３
４ｎ）］＋ｅ

ｉβ２ｎβ２２ｎ［ｅ
ｉβ４ｎ（ｋ２＋

ｉβ３４ｎ）（ｋ１β
２
３ｎ－ｋ１β

２
１ｎ＋ｉβ

３
１ｎβ
２
３ｎ－ｉβ

２
１ｎβ
３
３ｎ）－ｅ

ｉβ３ｎ（ｋ２＋

ｉβ３３ｎ）（ｋ１β
２
４ｎ－ｋ１β

２
１ｎ＋ｉβ

３
１ｎβ
２
４ｎ－ｉβ

２
１ｎβ
３
４ｎ）＋ｅ
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ｉβ３１ｎ）（ｋ１β
２
４ｎ－ｋ１β

２
３ｎ＋ｉβ

３
３ｎβ
２
４ｎ－ｉβ

２
３ｎβ
３
４ｎ）］－

ｅｉβ１ｎβ２１ｎ［ｅ
ｉβ４ｎ（ｋ１β

２
３ｎ－ｋ１β

２
２ｎ＋ｉβ

３
２ｎβ
２
３ｎ－ｉβ

２
２ｎβ
３
３ｎ）（ｋ２＋

５４
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ｉβ３４ｎ）－（ｋ２＋ｉβ
３
３ｎ）ｅ

ｉβ３ｎ（ｋ１β
２
４ｎ－ｋ１β

２
２ｎ＋ｉβ

３
２ｎβ
２
３ｎ－

ｉβ２２ｎβ
３
４ｎ）＋ｅ

ｉβ２ｎ（ｋ２＋ｉβ
３
２ｎ）（ｋ１β

２
４ｎ－ｋ１β

２
３ｎ＋

ｉβ３３ｎβ
２
４ｎ－ｉβ

２
３ｎβ
３
４ｎ）］＝０ （１８）

３　数值结果

计算中取车身的弹性模量为２．１×１０１１Ｐａ，密度
为７８５０ｋｇ／ｍ３，配合系统的物理参数可得到系统的
各个无量纲量．图２给出了对应于不同的车身弯曲
刚度时，车体系统的前两阶固有频率．图２中车轮弹
性系数ｋ１＝１０００，ｋ２＝１０００．观察发现，系统前两阶的
固有频率值均随车身刚度的增大而增大，比较图（ａ）
和（ｂ）可以发现，在一定速度范围内，车身前两阶横
向振动固有频率随车体移动速度的增大而减小．

图２　固有频率随速度和车身刚度的变化

Ｆｉｇ．２　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈａｘｉａｌｓｐｅｅｄａｎｄ

ｆｌｅｘｕｒａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｔｈｅｃａｒ’ｓｂｏｄｙ

图３　速度和车轮弹性系数对固有频率的影响

Ｆｉｇ．３　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈａｘｉａｌｓｐｅｅｄａｎｄ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｔｈｅｔｉｒｅｓ

图３给出了两个车轮的弹性系数ｋ１和ｋ２取相
等的不同值时，车身前两阶横向振动固有频率．图
３中车身的弯曲刚度 ｋｆ＝０．８．观察图３发现，车身
的前两阶横向振动固有频率的值随任意一个车轮

的弹性系数增大而增大，而且频率增大的幅度随弹

性系数的增大而减小．同时，比较还发现，第二阶固
有频率受到两个车轮弹性系数的影响要大于第一

阶固有频率．同时，随着车体移动速度的增大，两个
车轮弹性系数对车身前两阶横向振动固有频率的

影响将变小．

图４　车轮弹性系数对固有频率的影响

Ｆｉｇ．４　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｔｈｅｔｉｒｅ

图４显示了固定一个车轮弹性系数 ｋ１＝１０００
不变，而另一个系数ｋ２取不同值时，车身前两阶横
向振动固有频率．图４中计算参数取值为车身弯曲
刚度ｋｆ＝０．８，车体移动速度ｖ＝１．观察图４所呈现
的现象表明，如果固定其中一个车轮的弹性系数ｋ１
不变，当车轮弹性系数ｋ２不大时，车身前两阶横向
振动固有频率的值随弹性系数 ｋ２的增大而增大，
同时发现，随ｋ２的增大，ｋ２对前两阶横向振动固有
频率的影响将变弱，这些现象与从图３中观察到的
完全一致．

图５和６分别给出了对应于前两阶固有频率
的静态和动态车身前两阶振动模态．图５和６中车
轮弹性系数ｋ１＝１０００，ｋ２＝１０００，ｋｆ＝０．８，图５和６
中的车体移动速度分别为 ｖ＝０和 ｖ＝２．图中实线
为实部，点划线为虚部．观察发现，相比较于静态车
体，动态车体模态函数的实部在形状以及幅度上都

发生了明显的变化，而虚部的幅度发生了变化，但

是形状变化不明显，即由于速度的影响，使得模态
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函数的对称性减弱．

图５　静态前两阶模态

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｍｏｄｅｓｆｏｒｓｔａｔｉｃｓｔａｔｅ

图６　动态前两阶模态

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｍｏｄｅｓｆｏｒｄｙｎａｍｉｃ

图７　较小车轮弹性系数的动态前两阶模态

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｍｏｄｅｓｆｏｒｓｍａｌｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｔｈｅｔｉｒｅ

图７中车轮弹性系数ｋ１＝１００，ｋ２＝１００，ｋｆ＝０．
８，ｖ＝２．观察发现，相比较于图６，较小的车轮弹性
系数的动态车体模态函数的对称性明显较差，可见

增加车轮弹性系数可以使得模态函数的对称性明

显增强．

４　结论

建立以 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁为车辆车体模型、
两个弹性系数不等的弹簧为车轮模型，并以边界处

的作用引入车轮对车身作用的半车模型．考虑平滑
路面上的匀速移动车辆，即无外激励的作用．通过
传统的半解析半数值的方法，即运用复模态解析方

法分析，建立车体横向振动的本征方程、频率方程

以及模态函数的表达式，再通过数值途径计算超越

方程，得到车体横向振动的固有频率以及模特．数

值结果表明，车体的前两阶横向振动固有频率随着

车体移动速度的增大而减小，随着车体弯曲刚度以

及车轮弹性系数的增大而增大，而且随着车轮弹性

系数的增大，车体前两阶固有频率增大的幅度将逐

渐变小．通过对静态和动态模态函数的比较，发现
车体的移动速度和车轮弹性系数均对模态函数有

着明显的影响．
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